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Введение

Актуальность темы диссертационного исследования
Состояния частичной синхронизации, в частности химерные состояния [1—3],

являются важными коллективными проявлениями, отражающими сложные им-
мерджентные свойства распределенных динамических систем различной приро-
ды. К основным системам, в рамках которых могут быть исследованы данные
коллективные динамические режимы, могут быть отнесены ансамбли фазовых
[1, 3—6], механических [7—9], химических [10—12], оптических [13, 14] и био-
логических осцилляторов, в частности, системы взаимодействующих нейронов
[15—25].
Существенная важность состояний частичной синхронизации в контексте за-

дач нейронаук обусловлена значимостью процессов синхронизации и рассинхро-
низации для широкого множества когнитивных процессов, в частности процес-
сов передачи информации, обработки первичных сенсорных стимулов, консоли-
дации памяти и удержания внимания различными участками как нового кортекса
так и различными функциональными зонами головного мозга в целом. С эмпи-
рической точки зрения, химерные состояния могут ассоциироваться с простран-
ственно локализованной формой нейронной активности, называемой бамповыми
режимами, которые возникают в областях мозга, ответственных за память, про-
странственную ориентацию и зрительное восприятие [26]. Связь между химер-
ными состояниями и бампами рассматривается в [26—30] и представляет инте-
рес как с фундаментальной, так и прикладной точек зрения. С другой стороны, в
работах [31, 32] показано, что химерные состояния представляют собой важное
связующее звено между динамическими особенностями нейронной активации и
когнитивными процессами, а также метастабильной активностью головного моз-
га. Расширением концепции нейронных лавин в частности и критичности в целом
является понятие лавин десинхронизации, установленное в работе [33] на осно-
ве технологии красителя, чувствительного к напряжению. Существуют иссле-
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дования, подтверждающие возникновение состояний частичной синхронизации
в сетях, организованных на основе определенного типа эмпирических структур
нейронных связей [34—38]. В то же время исследования, рассматривающие ма-
тематические модели сетевых конфигураций, имеют ключевое значение для по-
нимания сложной коллективной динамики состояний частичной синхронизации
в системах взаимодействующих нейронов [27, 39].
В данном контексте требуется комплексный анализ различных математических

моделей, описывающих коллективную динамику систем взаимодействующих ос-
цилляторов. Подобные модели позволяют получить важную информацию, связы-
вающую свойства активации точечных элементов с характеристиками их взаим-
ных связей. Это способствует лучшему пониманию динамической природы вы-
шеописанных фундаментальных явлений, наблюдаемых как в рамках широкого
спектра нейронаучных так и естественнонаучных направлений в целом. Сложно-
сти, связанные с многогранной и крайне комплексной структурой нейронных се-
тей головного мозга, являются большим вызовом для научного сообщества. Воз-
можным способом продвижения является анализ математических моделей рас-
пределенных динамических систем с понятным образом организованным типом
взаимодействия между соответствующими осциллирующими элементами, с це-
лью изучения фундаментальных особенностей образования и развития состояний
частичной синхронизации, воспроизведенных на базе данной топологии.
Говоря другими словами, особый интерес представляют различные топологии

взаимосвязей между взаимодействующими элементами. Хорошо известно, что
многие математические модели, ориентированные на аналитическое изучение си-
стем взаимодействующих нейронов, основанына интегро-дифференциальном пред-
ставлении [40—42]. Для решения задач численного исследования особенно хо-
рошо зарекомендовал себя подход с использованием степенных закономерностей
[43—46]. Предыдущие исследования также были сосредоточены на: многослой-
ных сетях [35, 47—50], системах с перекрёстной связью [51—54], симплициаль-
ных комплексах [55], иерархической структуре [19, 23, 56, 57], пространственно
взвешенных связях [43—46, 58], системах с изменяющимися во времени связями
[59], адаптивных системах [60—63], системах с гибридными [64] и комбиниро-
ванными мультиплексными формами взаимодействия [65]. С формальной точки
зрения, химерные состояния могут быть ассоциированы с процессами передачи
информации между когерентными и некогерентными динамическими кластерами
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[66—68].
Помимо численного исследования, крайне важно, чтобы рассматриваемая ма-

тематическая модель также поддавалась аналитическому осмыслению. Это дает
возможность глубже понять природу возникновения состояний частичной син-
хронизации, а также определить способы управления ими. Разбирая данный во-
прос чуть подробнее, крайне важно определить значимые параллели с иными ма-
тематическими концепциями. В частности, в совершенно различных независи-
мых источниках удается обнаружить множественные связи и параллели между
распределениями с тяжелыми хвостами и структурными, а также функциональ-
ными особенностями организации работы нервной ткани.
Степенныe законы и распределения с тяжелыми хвостами, естественным об-

разом возникающие на различных уровнях структурной и функциональной ор-
ганизации сложно устроенных нейронных сетей, позволили предложить ряд мо-
делей, в которые степенные асимптотики «вложены» изначально. Концептуаль-
ные основы для определения распространения потенциала действия в неоднород-
ной структуре нервной ткани были исследованы в [69—72]. Супердиффузионный
подход с дробной производной по времени был использован для описания диффу-
зии ионов кальция в цитозоле астроцитов [73]. В свою очередь, модель с дробной
производной по времени и пространству была применена для описания кинети-
ки кальция в нервных клетках [74]. Идентификацию аномальной диффузии как
преобладающего кинетического процесса переноса ионов в шипиковых дендри-
тах клеток Пуркинье можно найти в [75], а в дендритах пирамидальных клеток
области CA1 гиппокампа — в [76].
Следует отметить, что обобщение идейной логики следует проводить крайне

аккуратно. Дело в том, что детальное определение структуры связей и других
характеристик биологических нейронов представляет собой чрезвычайно слож-
ную и зачастую невыполнимую задачу. При этом важно также отметить, что
появляется всё больше эмпирических данных, свидетельствующих о возникно-
вении некоторых статистических закономерностей при описании систем взаимо-
действующих нервных клеток. В более общем плане накапливаются свидетель-
ства в пользу наличия распределений с тяжёлыми хвостами для различных харак-
теристик сложно-организованных сетей. Так, в работе [77] обсуждается возник-
новение распределений с тяжёлыми хвостами для различных уровней структур-
ной и функциональной организации головного мозга. Исследование [78] указы-
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вает на то, что связь с тяжёлыми хвостами может являться следствием обобщён-
ного принципа самоорганизации в процессе обучения и Хеббовской пластично-
сти. Важное указание на связь гамма-вспышек активности и распределения Леви
можно обнаружить в [79]. В свою очередь, связь между степенными законами, ре-
ализацией критичности и статистикой формирования нейронных лавин известна
уже довольно давно [80]. Все вышесказанное указывает на потенциальную ак-
туальность и значимость применения дробного дифференциального исчисления
при рассмотрении явлений различных масштабов в контексте задач нейронаук.
Всестороннее изучение конкретных типов состояний частичной синхронизации,
включающих химерные и уединенные состояния, в данной перспективе играет
решающую роль.
Цель диссертационного исследования
Цель диссертационного исследования заключается в формировании и разви-

тии дробно-дифференциального подхода к определению сложно организованных
сетей взаимодействующих осциллирующих элементов, в частности нейронов, а
также в выявлении фундаментальных закономерностей образования и развития
широкого спектра состояний частичной синхронизации на базе данной тополо-
гии взаимодействия.
Для достижения этой цели были поставлены основные задачи диссертацион-

ного исследования:

1. Представить описание континуальной системы с позиции реакционно-су-
пердиффузионного подхода. Выявить ключевые параллели данной поста-
новки с актуальными направлениями исследований состояний частичной син-
хронизации.

2. Сформулировать подход к построению связанной дискретной системы с су-
пердиффузионной конфигурацией, основанный на использовании явной раз-
ностной схемы аппроксимации дробного оператора Лапласа. Организовать
супердиффузионные топологии, основанные как на одномерном, так и на
двумерном континуальном приближении.

3. Исследовать возможность формирования различных состояний частичной
синхронизации на базе систем с супердиффузионной конфигурацией.

4. Ввести новое параметрическое пространство показателей дробного операто-
ра Лапласа, определяющее топологии супердиффузионного взаимодействия.



10

Продемонстрировать уместность его использования в контексте всесторон-
него изучения состояний частичной синхронизации, воспроизводимых на
базе различных форм супердиффузионного взаимодействия. Модифициро-
вать классическую меру пространственной корреляции на случай спектра
дробных мер пространственной корреляции для более детализированного
представления параметрического пространства показателей дробного опера-
тора Лапласа.

5. Произвести аналитическое исследование реакционно-супердиффузионной си-
стемы с нелинейными функциями модели Hindmarsh-Rose. Предопределить
связь между дискретными реализациями супердиффузионных систем нейро-
нов с аналитическими свойствами реакционно-супердиффузионной системы
в континуальном приближении.

Научная новизна результатов диссертационного исследования
Диссертационная работа представляет, систематизирует и обосновывает но-

вый подход к описанию систем супердиффузионно-взаимодействующих нейро-
нов, основанный на реакционно-супердиффузионном представлении. В частно-
сти, в работе делается акцент на возможности формирования различных состоя-
ний как полной, так и частичной синхронизации, а также развитой некогерентно-
сти на базе систем с различной топологией супердиффузионного взаимодействия.
Среди важных результатов можно выделить:

1. Впервые представлено описание сети взаимодействующих нейронов с су-
пердиффузионной схемой связи, организованной на основе явной разност-
ной схемы аппроксимации дробного оператора Лапласа. Выделены идейные
параллели супердиффузионной схемы взаимодействия а также лежащих в ее
основе степенных функций, с различными биологическими аспектами орга-
низации нервной ткани.

2. Установлена возможность развития в системе с супердиффузионной топо-
логией взаимодействия различных состояний частичной синхронизации, а
также развитой некогерентности. Предопределен универсальный метод изу-
чения нелинейно-динамических свойств развития состояний частичной син-
хронизации в многокомпонентной распределенной системе с супердиффузи-
онной конфигурацией, основанный на исследовании параметрического про-
странства показателей дробного оператора Лапласа.
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3. Впервые выявлены супердиффузионные конфигурации, для которых возмож-
но формирование конкретных реализаций состояний частичной синхрониза-
ции. В частности, определены такие конфигурации, которые допускают воз-
можность развития химерных и уединенных состояний, фазовых волн раз-
личных масштабов, а также их совместных реализаций для широкого набора
однородно распределенных случайных начальных условий.

4. Определены параметрические области однородного и неоднородного син-
хронизационного перехода в параметрическом пространстве показателей дро-
бного оператора Лапласа. Полученные результаты отражают сложное вли-
яние изменения супердиффузионных конфигураций по отношению к про-
цессам формирования и развития различных состояний полной и частичной
синхронизации, а также развитой некогерентности. Для решения задачи раз-
деления параметрических областей была модифицирована классическая ме-
ра пространственной корреляции на случай спектра дробных мер простран-
ственной корреляции. В результате появилась дополнительная возможность
различать химерные состояния с когерентной частью, организованной в виде
крупномасштабной фазовой волны с различными характерными масштаба-
ми. Модифицированный подход применим не только к супердиффузионным
конфигурациям, но и позволяет анализировать широкий спектр состояний
частичной синхронизации в распределенных динамических системах с про-
извольной топологией связей между элементами.

5. Произведен расширенный линейный анализ реакционно-супердиффузион-
ной системы с Hindmarsh-Rose нелинейностью. Впервые определено соот-
ветствие между типами устойчивости пространственныхмод в линейномпри-
ближении и развитием различных состояний частичной синхронизации, вос-
произведенных на базе допустимых конфигураций супердиффузионных се-
тей. Введено понятие несогласованной дробной Тьюринговской неустойчи-
вости – динамического явления, которое может наблюдаться в многокомпо-
нентных распределенных нелинейных динамических системах с несогласо-
ванным типом дробных пространственных производных для соответствую-
щих компонент.

Фундаментальная и прикладная значимость
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Изучение процессов полной и частичной синхронизации, а также развитой неко-
герентности является крайне перспективным направлением для широкого класса
естественных наук. Особенную значимость они приобрели в контексте изуче-
ния коллективных режимов, возникающих в системах биологических нейронов.
Принципиальная значимость исследования данной тематики в контексте задач
нейронаук связана с их возможным отождествлением с процессами формирова-
ния функциональной связи и, как следствие, с обработкой информации различ-
ными участками как неокортекса, так и другими взаимодействующими функцио-
нальными зонами головного мозга.
Данные суждения предопределяют важность составления в биологическом смыс-

ле адекватных, в математическом смысле лаконичных и, наконец, в фундамен-
тальном смысле аналитически исследуемых математических моделей для всесто-
роннего осмысления распределенных динамических нелинейных систем, осно-
ванных на конкретном типе конфигураций.
Предложенный подход к исследованию различных состояний частичной син-

хронизации, основанный на построении дискретных моделей с супердиффузи-
онной конфигурацией взаимодействия, является идейно-актуальным, в широкой
степени вариативным и предопределяет новые возможности для формирования
конфигураций взаимодействия различных кортикальных структур. При этом кон-
тинуальный предел данных уравнений, приводящих к реакционно-супердиффу-
зионной постановке, способен преподнести ряд аналитических суждений, позво-
ляющих более полно осмыслить сложные коллективные свойства, воспроизводи-
мые на базе сетей с супердиффузионной топологией взаимодействия. Этим обес-
печивается как фундаментальная, так и прикладная значимость такого подхода.
Новизна и значимость полученных результатов также подтверждается их пуб-

ликацией в отечественных и зарубежных тематических научных журналах с вы-
соким импакт-фактором, входящих в состав систем научного цитирования, таких
как РИНЦ, Web of Science и Scopus.
Учитывая основной акцент работы на представлении распределенной нелиней-

ной модели; обосновании ее структуры; изучении потенциальных динамических
режимов, которые могут быть воспроизведены на базе различных конфигураций
ее реализаций; а также на формировании аналитических представлений о полу-
ченных результатах, содержание диссертации соответствует паспорту специаль-
ности 1.3.3 — «Теоретическая физика» и затрагивает сразу несколько направле-
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ний, отраженных в паспорте данной специальности. В частности, постановка за-
дачи с Hindmarsh-Rose нелинейностью, связанной с динамикой точечного нейро-
на; сопоставление конфигураций систем, определенных на базе показателей дроб-
ного оператора Лапласа, с актуальными нейронаучными представлениями; связь
состояний частичной синхронизации с различными когнитивными процессами;
идейное соответствие между динамикой распределенной системы и откликом се-
ти нейронов на внешний стимул – определяют, что работа выполнена в рамках
исследований по созданию физических моделей когнитивных процессов (п.12).
Исследование континуального предела дискретной системы, анализ реализован-
ных динамических явлений и определение подходов к классификации состояний
частичной синхронизации, в частности, химерных состояний, характеризующих-
ся гиперхаотической динамикой, отсылают к задачам теории неравновесных си-
стем и теории хаоса (п.10). Наконец, для решения поставленных задач проведе-
но моделирование физических процессов на решетке (п.8) на основе реализации
нелокального итерационного отображения, соответствующего разностной схеме
аппроксимации дробного оператора Лапласа для уравнений с супердиффузион-
ной связью.
Основные положения, выносимые на защиту

1. На основе разностной схемы аппроксимации дробного оператора Лапласа
возможно построить сеть связанных осцилляторов с супердиффузионной то-
пологией.

2. В распределенных системах нейронов, заданных на основе нелинейной мо-
дели Hindmarsh–Rose, с супердиффузионной топологией взаимодействия су-
ществуют и поддаются классификации различные состояния частичной син-
хронизации, включая химерные и уединенные состояния, фазовые волны, их
различные комбинации, а также состояния развитой некогерентности.

3. Параметрическое пространство показателей дробного оператораЛапласа пред-
определяет разнообразие сетей с супердиффузионной топологией взаимо-
действия. На основе данного параметрического пространства возможно струк-
турировать нелинейно-динамические свойства сетей с супердиффузионной
топологией, связанные с развитием состояний частичной синхронизации.

4. Карты динамических режимов в параметрическом пространстве показате-
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лей дробного оператора Лапласа могут быть глобально разделены на зоны
однородных и неоднородных синхронизационных переходов, идейно соот-
ветствующих суперкритическому и субкритическому типам бифуркаций. С
использованием спектра дробных мер пространственной корреляции можно
выявлять более специфичные параметрические области, для которых харак-
терно образование химерных состояний с когерентной частью в виде круп-
номасштабной фазовой волны.

5. Имеется соответствие между типами неустойчивости пространственныхмод,
установленными с помощью линейного анализа двухкомпонентной реакци-
онно-супердиффузионной системы, и развитием конкретных режимов как
полной, так и частичной синхронизации в сетях с различными конфигура-
циями супердиффузионного взаимодействия.

Достоверность результатов
Достоверность полученных результатов обеспечивается тщательным тестиро-

ванием используемых вычислительных программ, реализацией состояний частич-
ной синхронизации, уже зарекомендовавших свое проявление в системах с ярко-
выраженным нелокальным взаимодействием, предельным схождением результа-
тов супердиффузионной модели к хорошо изученной классической диффузион-
ной модели, а также согласованием результатов для сети с теоретическими осмыс-
лениями на основе расширенного линейного анализа супердиффузионной систе-
мы.
Личный вклад
Результаты диссертационной работы, выносимые на защиту, получены соиска-

телем лично. Автором были разработаны комплексы программ, в которых про-
изводился расчет и анализ состояний частичной синхронизации, воспроизводи-
мых на базе супердиффузионной топологии, произведено аналитическое осмыс-
ление результатов с позиции линейного анализа, а также расширена одна из мет-
рик классификации состояний частичной синхронизации.
Апробация работы
Основные результаты исследований, представленных в диссертации, были до-

ложены на следующих всероссийских и международных конференциях, а также
семинарах:
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1. XXXIII международная конференция «Математика, Компьютер, Образова-
ние», 26 – 31 января 2026 г., Дубна.

2. Всероссийская конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых», 26
– 30 мая 2025 г., Саратов.

3. XXXII международная конференция «Математика, Компьютер, Образова-
ние», 27 – 31 января 2025 г., Пущино.

4. IX Всероссийский молодежный научный форум «Наука будущего – наука
молодых», 29 октября – 1 ноября 2024 г., Самара.

5. XXI научная школа «Нелинейные волны», 5 – 11 ноября 2024 г., Нижний
Новгород.

6. International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems, 28
июня – 3 июля 2024 г., Суздаль.

7. Всероссийская научная молодежная школа-конференция «Химия, физика,
биология: пути интеграции», 22 – 24 апреля 2024 г., Москва.

8. XXXIмеждународная конференция «Математика, Компьютер, Образование»,
22 – 27 января 2024 г., Дубна.

9. Всероссийская конференция «Нелинейные дни в Саратове для молодых», 15
– 19 мая 2023 г., Саратов.

Результаты исследований обсуждались на большом семинаре Отделения теорети-
ческой физики (ОТФ) имени И.Е. Тамма, а также на внутренних семинарах лабо-
ратории нелинейной динамики и теоретической биофизики.
Гранты и награды
Данная работа была поддержана грантом Фонда развития теоретической фи-

зики и математики «БАЗИС» (с 2024 г.). Опубликованные результаты были под-
держаны Премией им. И.Е. Тамма по теоретической физике в рамках конкурса
молодежных научных работ в Физическом институте им. П.Н. Лебедева Россий-
ской академии наук (2024 г.). На основе обсуждаемых в тексте диссертации пуб-
ликаций был получен грант РНФ, направленный на дальнейшее развитие данной
тематики (с 2026 г.).
Публикации по теме диссертационного исследования
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1. Fateev I., Polezhaev A. Fractional Correlation Measure for Spatial Coherence //
International Journal of Bifurcation and Chaos. – 2026. – №. 7. – С. 2650078.

2. Fateev I., Polezhaev A. Analytical study of neural networks with superdiffusive
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Глава 1

Обзор литературы

Процессы коллективной активности в нелинейных распределенных динамиче-
ских системах различной природы могут быть сопряжены с реализацией широко-
го множества динамических режимов. В контексте реакционно-диффузионного
приближения, в качестве отправной точки для формирования общего подхода к
изучению столь разнообразных свойств систем различной природы принято счи-
тать работу [81] и сформированную концепцию морфогенеза. Развитие дальней-
ших представлений было связано с концептуальными основами самоорганизован-
ного поведения [82], а также исследованием динамики необратимых процессов в
открытых системах, далеких от термодинамического равновесия [83]. В свою
очередь, общие положения были основаны на более фундаментальных представ-
лениях о нелинейности, теории динамических систем и качественной теории диф-
ференциальных уравнений.

1.1. Общие представления о нелинейных распределенных си-
стемах

В настоящее время предложенные во второй половине XX века идеи не только
являются концептуальным базисом для множества фундаментальных задач раз-
личных естественно-научных дисциплин: физики, химии, биологии, экологии,
геологии и географии, но также имеют важное значение для широкого круга при-
кладных задач: теории информации, лингвистики, социологии и технологий ма-
шинного обучения. Для начала более подробного и предметного обсуждения необ-
ходимо детализировать современное состояние и «отчертить общие контуры» уже
сформированной науки.
Производя важное обобщение, можно утверждать, что в системах связанных
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осцилляторов могут быть реализованы различные динамические режимы, кото-
рые зависят как от особенностей активации самих элементов, так и от структуры
их взаимной связи [27, 40, 84].
Одним из самых широко воспроизводимых сценариев коллективной активно-

сти являются фазовые волны [85]. Условия их возникновения, характеристики
распространения, характерные пространственные масштабы и другие динамиче-
ские особенности были хорошо изучены в системах с диффузионным типом связи.
В частности, среди основных подходов к определению возбудимых сред можно
выделить реакционно-диффузионные системы, основанные на нелинейных функ-
циях моделей FitzHugh–Nagumo [86—89], Hindmarsh–Rose [86, 90—93], а так-
же моделей типа Brusselator [94, 95], Oregonator (и др.), в точечной перспективе
поддерживающие автоколебательную динамику. С другой стороны, аналитиче-
ский подход был развит для моделей реакционно-диффузионных распределенных
нелинейных систем, поддерживающих волны переключения. К важным пред-
ставителям подобного класса систем можно отнести уравнение Колмогорова —
Петровского — Пискунова — Фишера. Лаконичность и математическая универ-
сальность указанных подходов к описанию возбудимых сред различной природы
сопряжена как с разнообразием модификаций математических моделей, так и с
широким кругом их потенциального применения к различным областям фунда-
ментального и прикладного знания.
Сопутствующим нелинейным явлением, воспроизводимым на базе распреде-

ленных систем с возбудимой динамикой, является спонтанноеформирование устой-
чивых пространственно-временных структур [81, 96]. В классической постанов-
ке диапазон, поддерживающий данное явление, охватывает сравнительно малую
параметрическую область. Поскольку реальные системы самоорганизуются при
довольно обширных как внутренних конфигурациях, так и комбинациях внешне-
го воздействия, важным веянием современных тенденций является модернизация
классической реакционно-диффузионной парадигмы. Одним из возможных под-
ходов является использование иммобильных компонент для расширения парамет-
рической области, поддерживающей реализацию структур Тьюринга [97, 98]. С
другой стороны, особое внимание приобрели системы с кросс-диффузионными
слагаемыми, которые характеризуют взаимозависимое поведение кинетического
процесса каждой компоненты в многокомпонентной системе [99—103]. В некото-
рых случаях оказывается оправданным подход к рассмотрению систем с нелиней-
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ной диффузией. В рамках моделей данного класса рассматривается воздействие
классического оператора Лапласа на нелинейную функцию компоненты [104].
Наконец, в некоторых точечных, а также распределенных нелинейных системах
может быть реализована зависимость динамики от собственной предыстории. Ис-
следование данного класса систем привело к интенсивному развитию математи-
ческого аппарата, описывающего системы с временной задержкой [101, 105—
107].
Стоит добавить, что для распределенных систем существуют и нелокальные в

пространственном смысле модели [108]. В частности, трехкомпонентные систе-
мы с первой и второй иммобильными компонентами и квазистационарной распре-
деленной третьей компонентой (реализующей передачу информации через среду-
посредника) могут быть сведены к системе интегро-дифференциальных уравне-
ний [2, 109].

1.2. Подход к применению дробно-дифференциального исчис-
ления

Для связи с последующими главами отметим, что математический аппарат клас-
сической нелинейной динамики распределенных систем может быть обобщен на
дробно-дифференциальный случай [110, 111]. У данного подхода имеются свои
неоспоримые преимущества. В частности, замена классических операторов диф-
ференцирования их дробным аналогом в обезразмеренных нелинейных динами-
ческих моделях распределенных систем естественным образом внедряет допол-
нительные управляющие параметры — показатели дробно-дифференциальных
операторов. В зависимости от особенностей самой рассматриваемой системы
уравнений и типа замещаемой производной, данный подход формирует опреде-
ленный вид зависимости системы от собственной предыстории для дробных опе-
раторов по времени (см., например [112, 113]), или нелокальный тип взаимодей-
ствия внутри компоненты для дробных производных по пространственной пе-
ременной (см., например [114, 115]). В контексте модернизации классической
реакционно-диффузионной парадигмы часто используется обобщение классиче-
ского оператора Лапласа его дробным аналогом.
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1.3. Подходы к определению динамики систем взаимодейству-
ющих нейронов. Состояния частичной синхронизации

Как уже упоминалось выше, задачи нелинейной динамики распределенных ди-
намических систем имеют множественные приложения практически во всех об-
ластях естественно-научного знания. При этом результаты диссертационного ис-
следования в первую очередь посвящены развитию конкретных динамических
режимов частичной синхронизации в системах взаимодействующих нейронов.
Необходимо дополнительно отметить, что в системах связанных нейронов, как
в биологическом, так и в математическом контексте, могут возникать разнообраз-
ные сценарии коллективной активности, ассоциируемые с когнитивными процес-
сами. Их всестороннее изучение, с одной стороны, основано на различных экс-
периментальных свидетельствах крупномасштабной активности и состояний ча-
стичной синхронизации. С другой стороны, согласование наблюдаемых данных с
теоретическими осмыслениями предопределяет возможные модели распределен-
ных нелинейных динамических систем, на основе которых могут производиться
исследования.

1.3.1. Эмпирические свидетельства

Крупномасштабная активность

Прежде всего, стоит отметить возникновение крупномасштабной скоррелиро-
ванной нейронной активности, связанной с образованием фазовых волн [116—
118]. Особая значимость их характеристик (направление распространения, внут-
ренняя организация) в контексте широкого класса задач нейронаук приводит к по-
строению разнообразных методов детектирования и обработки [119, 120]. Осо-
бенно важными в такой перспективе оказываются исследования, связывающие
направление распространения фазовых волн с внутренней структурой кортикаль-
ных сетей [121]. В частности, их возникновение в первичном визуальном кор-
тексе (primary visual cortex) может быть опосредовано внешним стимулом [120,
122, 123]. Роль данного коллективного явления сопряжена не только с обработ-
кой и интеграцией информации от различных участков коры, а также процессами
восприятия [124] и памяти [125], но и с системной адаптацией нейронной сети
[126]. Вышеизложенное убедительно свидетельствует о значимости крупномас-
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штабных кортикальных волн в многочисленных коллективных нейронных про-
цессах.

Режимы частичной синхронизации

Современные представления явно указывают на резкую неоднородность струк-
туры нервной ткани [127]. Следствием данного обстоятельства является возник-
новение некоррелированных процессов коллективной нейронной активности, по
крайней мере при определенных условиях. Удивительным оказывается то, что
процессы полной синхронизации с образованием фазовых волн и процессы с раз-
витой некогерентностью часто не противоречат друг другу и могут сосущество-
вать как во временном [128], так и в пространственном смысле. В частности, в ма-
тематическом контексте сосуществование пространственно когерентных и неко-
герентных областей, развитых в структурно однородных топологиях распреде-
ленных динамических систем осцилляторов, получило название «химерное со-
стояние» [27].
Важно, что реализация процессов коллективной активности, воспроизводимых

на разных масштабах, сопряжена с концепцией критичности в работе сложно
сконфигурированных сетей биологических нейронов. Первым явным свидетель-
ством данного предположения является исследование, посвященное образованию
нейронных лавин [80]. Основной особенностью данных сценариев коллективной
активности является четкое степенное распределение вероятности возникнове-
ния лавин с заданным числом активных элементов. Развитие дальнейших пред-
ставлений было связано c поисками подобных проявлений в иных условиях [129],
с уточнением подходов к определению формируемой статистики [130], уточне-
нием границ концепции критичности [131—134], обсуждением ее клинической
релевантности [135], а также развитием концепции самоорганизованной критич-
ности [136]. Под последним понимается свойство системы поддерживать свою
динамику около критического значения осуществляя саморегуляцию. Математи-
ческие модели, на базе которых воспроизводилась критическая динамика были
основаны на спайковых нейронных сетях (Spiking neuron model) с различной то-
пологией внутренних связей [137—139]. Концептуальное развитие как эмпири-
ческих, так и теоретических подходов способствовало расширению понятия кри-
тичности до уровня диссинхронизационной активности [33].
Как уже было сказано, крайне значимыми частными случаями состояний ча-
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стичной синхронизации являются так называемые химерные состояния. Во всем
разнообразии собственных реализаций данные динамические режимы характери-
зуются кластеризацией некогерентных областей, развитых на уровне сформиро-
ванной когерентности в изначально однородной системе [26, 27, 39]. Другими
словами, под влиянием как конфигурационных, так и активационных собствен-
ных свойств изначально однородная динамическая система теряет внутреннюю
симметрию, в результате чего в ней возникает согласованное сосуществование
пространственного порядка (когерентных зон) и пространственного хаоса (неко-
герентных зон). С точки зрения прямых биофизических свидетельств, данные
режимы коллективной активности могут быть, в частности, сопряжены с форми-
рованием θ-осцилляций в системе связи гиппокампа и неокортекса [140]. В обще-
принятом ключе химерные состояния связывают с так называемыми бамповыми
режимами [29, 30], однополушарным сном, встречающимся у различных видов
вторично-водных млекопитающих и птиц, а также с различными нарушениями
осцилляций в α, β и γ частотных диапазонах [26]. Последние исследования убе-
дительно демонстрируют, что описание многих когнитивных процессов может
быть представлено в терминах химерных состояний [31]. Данные результаты мо-
гут быть интуитивно подтверждены путем математического моделирования мо-
дульных сетей нейронов на базе эмпирически установленных коннектомов и вос-
производства в рамках данных систем химеро-подобных состояний 1 [36, 38].
Помимо критичности, динамические особенности, сопровождающие режимы

частичной синхронизации, тесно связаны с понятием метастабильности. Дан-
ное свойство систем особенно важно в контексте процессов переключения ди-
намических режимов как под воздействием внешнего стимула так и в его отсут-
ствии. Отождествление данной концепции с динамикой химерных состояний бы-
ло описано в работе [32]. Детальное сравнение динамических особенностей си-
стем, находящихся в критическом и метастабильном состоянии, можно обнару-
жить в работе [134]. Аналогично, концептуальная основа для связи химерных
состояний с критическим режимом может быть сопряжена с максимизацией мета-
стабильных состояний в нейронных сетях, находящихся в критическом состоянии
[141]. Другая важная особенность химерных состояний в контексте задач нейро-
наук заключается в направленном переносе информации между некогерентными

1Термин «химеро-подобный» (chimera-like) отсылает к первично динамической природе явления, которое изна-
чально было получено в структурно однородной системе.
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и когерентными участками [67, 68].

Представление о структурных и функциональных особенностях сетей нейронов

Помимо воспроизводимых сценариев коллективной активности систем связан-
ных нейронов эмпирические свидетельства затрагивают и организацию их вза-
имной связи [142]. В частности, можно отметить ряд детальных исследований, в
которых выделялись общие представления о структуре нейронной сети головного
мозга [143]. С точки зрения как фундаментального понимания, так и понимания
основных идейных предпосылок диссертационной работы, особенно важны сви-
детельства о формировании степенной статистики на базе конкретных коннекто-
мов [144]. Проведенные исследования указывают на связь данных распределений
с процессами обучения Хебба [78], а также идейно отождествляют со структур-
ной организацией сложных пространственно-распределенных систем, развитых
сетевых структур и информационных систем [130, 145, 146].
При этом стоит понимать, что в полном смысле степенная статистика струк-

турных и функциональных свойств сетей взаимодействующих нейронов быть ре-
ализована не может [130]. Данное обстоятельство связано прежде всего с коли-
чественными ограничениями рассматриваемых систем. Существуют и другие ре-
ализации связанные с образованием тяжелых хвостов, в более широком смысле
отождествимые с вышеописанным свойством. В частности, имеются эмпириче-
ские подтверждения реализации иных форм распределений с тяжелыми хвостами
(например, логнормальное распределение) для многих структурных характери-
стик нейронов, их соединений, а также динамических реализаций [77]. Среди
основных можно выделить подчинение логнормальному закону: вспышек ней-
ронной активности в гиппокампе и энторинальной коре [147]; линейные разме-
ры шипиков, которые формируются на дендритах нейронов пятого кортикально-
го слоя [148] и нейронов зоны CA1 гиппокампа [149]; распределение диаметров
аксонов [150]; а также распределение синаптических весов [151, 152], восстанов-
ленных по регистрации пост-синаптических потенциалов [153]. Данные мезоско-
пические реализации могут быть дополнены иными мезоскопическими и макро-
скопическими свойствами кортико-кортикальных связей [154—156]. С формаль-
ной точки зрения логнормальный вид распределения связан с мультипликатив-
ным случайным процессом, строго связанным с нелинейностью рассматриваемой
распределенной системы.
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1.3.2. Математические модели

Говоря глобально, системы взаимодействующих нейронов характеризуются ва-
риативной структурой внутренних связей. Следствием этой вариативности явля-
ется широкое разнообразие моделей и подходов, описывающих данные системы.
Попытка структурировать все разнообразие предложенных способов к описанию
приводит к глобальному разделению на модели, задающие конкретные виды кон-
фигураций между осциллирующими элементами, а также на модели, формирую-
щие конкретный вид и динамическую основу самих осцилляторов [86]. Несмотря
на большое количество общих свойств и подходов к аналитическому осмысле-
нию, данные модели характеризуются различным уровнем абстракции описания
конкретного явления. Как следствие, приобретает особенную значимость выбор
динамической модели, на основе которой будет осуществляться описание состо-
яний частичной синхронизации в системах взаимодействующих нейронов. Далее
будут разобраны основные подходы к определению математических моделей си-
стем взаимодействующих осцилляторов в общем контексте.

Модели фазовых осцилляторов

С точки зрения динамической природы точечных осцилляторов одним из са-
мых понятных подходов к определению моделей с автоколебательной динамикой
является построение системы фазовых осцилляторов. При этом, сложные кол-
лективные явления в данных системах реализуются за счет нелинейности в орга-
низации их взаимных связей. Именно на базе систем фазовых осцилляторов бы-
ли получены первые состояния, согласующие пространственную когерентность и
некогерентность [1], которым позже присвоили название «химерное состояние»
[3]. В перспективе дальнейшего изложения крайне важно отметить существова-
ние подходов сведения реакционно-диффузионных систем (с различной органи-
зацией мобильности компонент) к описанию через фазовую переменную [2].
Многие фундаментальные свойства состояний частичной синхронизации бы-

ли получены именно на базе систем фазовых осцилляторов с различными конфи-
гурациями связи. Так, в работе [157] был проанализирован спектр показателей
Ляпунова ΛN(ν), ν = (k − 1)/(N − 1) для химерного состояния в дискретной
системе, состоящей из ста фазовых осцилляторов, а также получено аналитиче-
ское приближение в термодинамическом пределе. Авторами было показано, что
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данная распределенная система имеет несколько положительных показателей Ля-
пунова, что характеризует ее как гиперхаотическую. Также, на базе систем логи-
ческих осцилляторов (которые могут быть описаны в терминах фазовых) было
показано, что время существования химерных состояний увеличивается экспо-
ненциально с увеличением линейных размеров системы 2 [158]. На основе систем
фазовых осцилляторов были предложены различные схемы контроля химерных
состояний [159], а также проанализированы коллективные свойства обмена ин-
формационными характеристиками [67].
Как уже упоминалось, сложные пространственно-временные режимы в систе-

мах связанных осцилляторов сопряжены с нелинейной организацией взаимной
связи, которая зависит от их фаз. Первичные представления о данной системе,
ввиду нелинейности во взаимодействии осцилляторов с конкретными состояни-
ями фаз, были получены путем численного моделирования. Дальнейшие иссле-
дования позволили определить виды интегральных ядер, подразумевающих ана-
литическое представление системы и исследование ее в различных приближени-
ях. Благодаря системному развитию подхода, сочетающему в себе как численный
анализ, так и аналитическое осмысление, модели фазовых осцилляторов являют-
ся одними из самых важных типов систем, используемых при построении моде-
лей нейронной активности.

Сетевые модели

Описанные выше модели фазовых осцилляторов определялись в термодинами-
ческом пределе через интегро-дифференциальное представление. При этом суще-
ствуют аналоги данной модели, определенные и в дискретном ключе. В рамках
задач коллективной активности сетей нейронов требуется с особым вниманием
относиться к дискретной природе рассматриваемой структуры, на основе кото-
рой происходит воспроизводство динамики.
Помимо определения в дискретном ключе интегральных ядер, имеются совер-

шенно самостоятельные подходы к организации сетевых структур, воспроизво-
дящие наблюдаемые сценарии широкого набора эмпирических закономерностей.
Особое внимание стоит уделить нескольким основным типам сетевых моделей:
локальным сетям (local networks), регулярным сетям (regular networks), сетям ма-
лого мира (small world networks), безмасштабным сетям (scale-free networks), а

2Под линейными размерами системы в тексте понимается количество рассматриваемых осцилляторов в ансамбле.
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также сетям со случайной топологией связи (random networks).
Структуры с локальным типом взаимодействия являются одним из самых ба-

зовых подходов к определению сетей взаимодействующих элементов, а также
могут применяться для описания систем, имеющих пространственную размер-
ность. Многие явные разностные схемы, в пределе аппроксимирующие уравне-
ния в частных производных, могут быть интерпретированы в терминах сетей с
локальным взаимодействием.
Регулярные сети являются формальным расширением систем с локальным вза-

имодействием. В них организация связи осуществляется на основе строгого, за-
ранее предопределенного количества элементов, с которыми будет взаимодей-
ствовать текущий узел. К простейшим типам регулярных сетей можно отнести
конструкцию явной схемы аппроксимации второй разностью: для одномерного
случая — взаимодействие двух узлов, образующих цепочку; для двумерного —
четырех узлов, образующих решетку. Аналогично, в качестве примера можно
привести кольцевую топологию с взаимодействием крайних узлов и нелокальное
обобщение данной топологии, которое использовалось, например, в ансамблях
фазовых осцилляторов [1, 3]. К значимым реализациям регулярных сетей можно
отнести полносвязные (каждый нейрон связан с каждым) сети Хопфилда [160].
Прикладная значимость регулярных сетей может быть дополнена их фундамен-
тальной значимостью в контексте сравнения с менее однородными сетевыми мо-
делями, речь о которых пойдет далее.
Сети малого мира, основной подход к генерации которых предложен в работе

[161], являются одними из самых популярных предложенных моделей структур-
ной связи. Для изначально заданной регулярной структуры, состоящей из N эле-
ментов, каждый из которых связан с k количеством ближайших соседей, задается
вероятность переподключения ребра p (p = 0 — регулярная структура, p = 1 —
случайная структура и значение 0 < p < 1 определяет сеть малого мира). Разви-
тие многих сложных систем, состоящих из дискретного набора элементов, подчи-
няется топологии малого мира. Учитывая локальную специализацию нейронных
кластеров и глобальную интеграцию их взаимной динамики, имеются основания
полагать, что сети малого мира могут быть использованы при описании свойств
как на макроуровне (например, согласование различных кортикальных зон через
таламус и поясную кору), так и на микроуровнях (локальная связь в кортикаль-
ном слое и удаленная связь посредством длинного аксона пирамидальной клетки)
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[162]. Последнее обстоятельство играет принципиальную роль в рамках диссер-
тационного исследования.
Другим, не менее важным типом сетевых структур является безмасштабная то-

пология [145]. Построение данной сетевой структуры может определяться веро-
ятностью P (k) ∼ k−γ того, что узел имеет степень k. Такой подход регламен-
тирует наличие в системе хабов — узлов, имеющих большое число соединений
с другими элементами сетевой структуры. Сравнение сетей малого мира и без-
масштабных сетей в контексте задач нейронаук продолжает быть активным объ-
ектом дискуссий [143]. Концептуальная основа возникновения безмасштабной
топологии в нейронных сетях может быть сформирована на базе ее реализации в
иных естественных биологических, социальных и синтетических информацион-
ных сложных системах. В частности, можно выделить данную особенность вза-
имодействия элементов в функциональных сетях головного мозга [163] и иных
частях нервной системы различных организмов [78, 144], в сетях научного взаи-
модействия [164], в топологии интернет соединений [165]).
Случайные сети являются примером одного из самых базовых подходов к опре-

делению сетевой структуры, достаточной информации о которой по каким-либо
причинам на данном этапе у научного сообщества не имеется. Регламентация
связей в рамках случайной топологии задается на основе распределения Пуассо-
на [166]. В настоящее время одна из основных задач применения случайных сетей
заключается в сравнении их свойств с предыдущими сетевыми конфигурациями
в рамках различных как естественно-научных, социальных, так и прикладных ре-
ализаций.

Гиперсетевые модели

Часто оказывается, что взаимодействие элементов системыможет быть органи-
зовано на базе одновременно действующих различных топологий соединения. В
частности, такой подход может быть обусловлен совместным действием несколь-
ких каналов передачи информации. В рамках задач нейронаук гиперсетевая струк-
тура может быть интерпретирована как совместное влияние как топологии ней-
ронной сети, так и глиального, а также внеклеточного молекулярного взаимодей-
ствия [167]. Применение данной концепции к формированию химерных состоя-
ний в системах нейронов, соединенных как посредством нелинейного химическо-
го, так и линейного электрического синапса, представлено в работе [168].
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Нелокальные итерационные отображения

К задаче формализации возникновения состояний частичной синхронизации на
базе распределенных систем можно подойти с позиции нелокальных итерацион-
ных отображений. В то время как точечные итерационные отображения заняли
основополагающую позицию в мировой науке, расширив границы теории хаоса
[169] и продемонстрировав миру первые фрактальные множества [170], на ба-
зе нелокальных итерационных отображений были построены дискретные модели
взаимодействующих нейронов и других систем связанных хаотических осцилля-
торов. В частности, исследование химерных состояний было организовано с ис-
пользованием нелокальных логистических отображений [171, 172]. Конструктив-
ное влияние внешнего шума на развитие химерных состояний было обнаружено
на базе логистических отображений, отображений Рикера и Хенона [173]. Раз-
витие химерных состояний было также проанализировано на базе двухмерных
нелокальных кубических отображений [174].

Системы с адаптивной и переменной формой взаимодействия

Хорошо известно, что особенности взаимодействия нейронов характеризуют-
ся изменчивостью, сопряженной с процессами обучения и глобальной адаптацией
системы к внешним условиям. Одним из основных свидетельств является так на-
зываемое правило Хебба. Для того чтобы определить динамические режимы в
системах с переменной топологией, в исследовании [59] модернизировался под-
ход к определению моделей путем изменения весовых коэффициентов, переводя
их из разряда постоянных величин в разряд переменных.
Качественно новые результаты были получены в системах с адаптивной фор-

мой соединений, в которых весовые коэффициенты зависят от внутренней дина-
мики компонент. Так, на базе модели с перекрестной связью между компонен-
тами вводятся потенциалозависимые весовые коэффициенты и устанавливаются
химерные состояния в исследуемой системе [60]. В работе [61], в свою очередь,
вводится специальная синаптическая переменная, динамика которой зависит от
состояния одной из компонент. Сложные пространственно-временные режимы
частичной синхронизации возникают в системах фазовых осцилляторов [63] с
адаптивной формой взаимодействия, а также в данных системах с двухслойной
топологией [62].
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Системы с перекрестной связью

Способы задания связи в многокомпонентных распределенных системах отли-
чаются широким разнообразием формальных возможностей. В частности, пе-
ренимая концепцию организации системы фазовых осцилляторов с нелинейной
функцией взаимодействия и экстраполируя ее на многокомпонентные распреде-
ленные системы, можно прийти к конфигурациям с перекрестной связью. Крайне
важно, что динамические модели точечного нейрона часто могут быть описаны
в многокомпонентном представлении. В этой перспективе данный подход суще-
ственно расширяет возможности реализаций различных динамических режимов,
воспроизведенных на базе пространственно-распределенных версий данных мо-
делей.
В частности, на базе модели FitzHugh-Nagumo в системе с перекрестной связью

удалось продемонстрировать возникновение химерных состояний в присутствии
внешнего шумового воздействия [51]. Также была установлена возможность кон-
троля над переходом системы к данным режимам с помощью введения параметра,
характеризующего временную задержку [53]. Возникновение различных видов
химерных состояний было получено при анализе влияния силы и радиуса взаимо-
действия между осцилляторами в системе с перекрестной связью [52]. Развитием
идеи внедрения перекрестной связи в многокомпонентной системе для анализа
возникновения химерных состояний является применение данной концепции для
двухмерных систем нейронов [54].

Симплициальные комплексы

В самой широкой постановке в большинстве математических моделей рассмат-
ривается попарная структура связей. При этом возможным концептуальным рас-
ширением является взаимодействие большего количества элементов. Именно в
такой постановке рассматриваются симплициальные комплексы. Для формирова-
ния базовых математических представлений были получены результаты о разви-
тии режимов синхронизации в качестве некоторого устойчивого состояния [175].
В работе [176] используется определенная топологическая структура, основанная
на разностях различных порядков. С точки зрения задач, связанных с нейронау-
ками, были проанализированы нейронные сети высшего порядка с переменным
взаимодействием [177].
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Модели, организованные на основе эмпирических свидетельств

Крайне важным случаем, имеющим прямое отношение к экспериментальным
свидетельствам, является построение модульных динамических моделей нейро-
нов, заданных на основе реальных коннектомов 3. Модульными эти структуры
называются ввиду организованной топологии, которая подробно отображена на
карте соединений. На ней, в частности, видно, что топологическая структура
формирует модули или блоки нейронов со сравнительно высоким количеством
соединений, и напротив, модули с небольшим количеством соединений. Важ-
ное следствие данных исследований заключается в реализации режимов частной
синхронизации, в частности химеро-подобных состояний, на базе эмпирических
модульных коннектомов [36, 38]. Конкретные приложения данного подхода воз-
можно обнаружить в [178]. Примечательно, что существуют исследования, кото-
рые стремятся редуцировать сложную эмпирическую топологию к более фунда-
ментальным концептам, в частности к фрактальной структуре связей [23]. Другая
примечательная особенность данного подхода заключается в численном изучении
процессов синхронизации при воздействии заданным стимулом на определенные
зоны установленных коннектомов [179].

Модели, построенные на базе иерархической связи

Важнымшагом к построению математических моделей, организованных на ба-
зе полученной информации об эмпирически зафиксированных формах нейрон-
ных соединений, являются иерархические модели. Их суть сводится к заданию
сложной формы структур связей, организованных на масштабно-инвариантном
принципе и фрактальной топологии. К ключевым исследованиям, проявляющим
важные особенности данного подхода, можно отнести работу [23], в которой про-
изводилось сопоставление динамических режимов, воспроизведенных на базе эм-
пирической модульной топологии связи и фрактальной топологии. Крайне важно,
что реализация динамических режимов в представленном авторами параметриче-
ском пространстве обладает общими закономерностями для сетей с модульной и
фрактальной топологией связи. Дальнейшие исследования, отнесенные к задачам
химической физики, продемонстрировали возникновение подвижных мультихи-
мерных состояний на базе иерархических структур связи [180]. Для осцилляторов

3Здесь и далее под коннектомом понимается восстановленная структура нейронных связей.
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Ван дер Поля была проанализирована связь между параметром, характеризую-
щим временную задержку и параметром силы взаимодействия осцилляторов для
сетей с фрактальной топологией связи [181]. Реализация спирально-волновых хи-
мерных состояний на базе регулярных и фрактальных топологий для двухмерных
систем может быть обнаружена в работе [182].

Реакционно-диффузионные модели

В качестве возможного пути к определению систем взаимодействующих эле-
ментов имеет особое значение диффузионное приближение и реакционно-диффу-
зионный подход [81]. Данное обстоятельство сопряжено с наиболее понятной и
лаконичной математической формулировкой, для которой имеется возможность
исследования как в линейном приближении, так и с помощью анализа слабой
нелинейности. При этом на основе явной разностной схемы аппроксимации опе-
ратора Лапласа можно строить приближенные конфигурации. Как уже обсуж-
далось выше, локальный тип взаимодействия, который при этом формируется,
является важным частным случаем регулярных сетей.
Классическое образование спиральных волн было обнаружено в системах с ло-

кальной связью на основе нелинейноймоделиHindmarsh-Rose [183]. При этом од-
ной из первых работ, в которой явно выделяется возможность развития состояния
частичной синхронизации в системах с диффузионной связью является [109]. В
ней формирование спиральной волны было сопряжено с развитием некогерентно-
го центра. Стоит дополнительно отметить, что данная особенность реализовыва-
лась в присутствии иммобильных и квазистационарных компонент. Дальнейшие
исследования данных авторов способствовали развитию аналитического понима-
ния процессов, лежащих в основе формирования некогерентного центра, а так-
же сведению реакционно-диффузионной постановки к описанию через фазовую
переменную [2]. Многочисленные исследования были направлены на модифика-
цию реализуемого подхода [184, 185], а также проявляли интригующие резуль-
таты, связанные с более сложными режимами частичной синхронизации [186].
Аналогично, в работе [187] были рассмотрены несколько групп локально взаимо-
действующих фазовых осцилляторов. В частности, авторами было подтверждено
возникновение и развитие в указанных системах химерных состояний.
В некоторых из вышеприведенных исследований использовались нелинейные

функции, соответствующие динамике активации точечного нейрона. Подход, ос-
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нованный на биофизически релевантной модели Морриса-Лекара, с конфигура-
цией, организованной на базе диффузионной связи, представлен в работе [188].
Стоит отметить, что конкретная форма локальной диффузионно-подобной связи
может дополнять иные формы коммуникаций между элементами. Так, конфи-
гурация системы, включающая как химический тип синапса, так и организацию
электрического синапса, базирующегося на локальной связи, рассмотрена в рабо-
те [168]. В свою очередь, исследовались и процессы синхронизации на основе
конфигураций сетей, в которых были объединены как локальная диффузионная
связь, так и связь посредством мемристора [189], а также связь по полю [190].

Модели осцилляторов, организованные на основе аппарата дробно-дифференциального ис-
числения

Нетривиальный подход, расширяющий как возможности описания динамиче-
ских характеристик осцилляторов, так и возможность определения точечных и
распределенных динамических систем, основанных намультикомпонентном пред-
ставлении, может быть определен с помощью аппарата дробно-дифференциаль-
ного исчисления [191]. Важное расширение понимания возникновения хаоса в
мультикомпонентной классической системе Лоренца, организованной с помощью
системы дробно-дифференциальных уравнений представлено в работе [112]. По-
дробное изучение бифуркационных процессов в системах, поддерживающих ха-
отичное поведение, изложено в [113]. Систематическим расширением указанных
выше подходов к обобщенному исследованию динамических систем может яв-
ляться представление гиперхаотичных моделей, организованных на базе дробно-
дифференциального исчисления [192]. Применение изложенных выше концепту-
альных основ к задаче моделирования точечного нейрона представлено в работе
[193].
Как уже упоминалось, с точки зрения нелинейно-динамического подхода опре-

деление систем с помощью дробно-дифференциальных операторов сопряжено с
внедрением новых управляющих параметров, являющихся показателями дроб-
ных производных. Как с фундаментальной, так и с прикладной точек зрения
данные параметры несут особую значимость, отражающую структурные особен-
ности сформированных динамических систем. Ввиду нелокальной специфики
дробных производных, в случае использования оператора дробного дифференци-
рования по времени, естественным образомформируется зависимость системы от
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собственной предыстории. Внедрение дробных операторов по пространственной
компоненте, в свою очередь, регламентирует нелокальность в рассматриваемой
динамической системе и более полно отражено в следующем пункте.

Реакционно-супердиффузионные модели

Одним из возможных расширений изложенного выше подхода к определению
конфигураций с локальной связью, организованной на основе классической диф-
фузионной модели, является формирование системы с нелокальным взаимодей-
ствием, организованным на базе супердиффузионного обобщения. Эта идея ока-
зывается достижимой благодаря возможности концептуального расширения клас-
сического оператора Лапласа до случая его дробного аналога. Сама идея данного
перехода оказала плодотворное влияние на совершенно различные области со-
временной физики и астрофизики, иных естественнонаучных дисциплин, а также
экономики и социологии. Обсуждение моделей, которые были обогащены аппа-
ратом дробно-дифференциального исчисления, а также математическая основа
построения дробно-дифференциальных операторов подробно изложены в следу-
ющих монографиях: [110, 111]. Исследование неустойчивостей в системах с су-
пердиффузионной конфигурацией для моделей с различной организацией нели-
нейной части изложено, например, в [114, 115]. В частности, исследование об-
разования пространственно-временных структур в распределенных нелинейных
системах с дробной организацией было изучено в рамках задач математической
экологии [194]. Построение перекрестных типов соединений, организованных
на базе супердиффузионного приближения также заняло особое положение в за-
дачах моделирования экологических процессов [195]. При этом крайне важно
учесть, что построение многомерного обобщения, организованного на базе су-
пердиффузионного принципа, является крайне нетривиальной задачей. Возмож-
ные пути к представлению конфигураций, образующих анизотропную структуру
связи, сформированную супердиффузионным типом соединения, могут быть об-
наружены в исследованиях: [71, 72, 194, 196—198].
Для нейронаучных приложений особенно важным является развитие система-

тического подхода к определениюкинетического процесса распространения ионов
в цитозоле клеток нейронов, а также астроцитов [73, 74]. Связь аномально-диф-
фузионного переноса и кинетики распространения ионов в дендритах нейронов с
шипиками обсуждается в работах [75, 76] для области CA1 гиппокампа и некото-
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рых групп пирамидальных клеток соответственно. Среди важных частных прило-
жений, имеющих отношение к дальнейшему изложению материала, можно выде-
лить применение дробного оператора Лапласа для описания резко-неоднородной
структуры систем взаимодействующих осцилляторов, динамика которых базиро-
валась на нелинейных функциях модели FitzHugh–Nagumo [69, 71, 198].

1.4. Выводы главы

В данной главе были рассмотрены актуальные подходы к исследованию сетей
связанных нейронов. В частности, выделены биофизические представления об
их коллективных свойствах, демонстрирующих развитие фазовых волн, а также
состояний частичной синхронизации. Были разобраны модели, в рамках которых
могут наблюдаться вышеизложенные коллективные сценарии и установлена их
возможная связь с теоретико-информационными характеристиками. Произведе-
но обсуждение математических моделей, построенных на базе аппарата дробно-
дифференциального исчисления. Изложенные выше соображения формируют
концептуальнуюоснову последующего изложения и предопределяют возможность
построения систем супердиффузионно-связанных нейронов.
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Глава 2

Построение системы
супердиффузионно-связанных

осцилляторов

Разобранные выше подходы к воспроизведению и исследованию состояний ча-
стичной синхронизации в системах взаимодействующих осцилляторов отлича-
ются крайне широким разнообразием. Подводя итог вышеизложенному, можно
утверждать, что отличаться могут как особенности активации точечных элемен-
тов, так и конфигурации их взаимной связи (сети с безмасштабной топологией,
сети малого мира, сети со случайной топологией, структуры основанные на ло-
кальном и регулярном типе связи, перекресные топологии взаимодействия, муль-
типлексы), а также общие подходы к построению моделей (детерминистические
системы, стохастические системы).
Для описания и всестороннего изучения конкретного физического явления, а

именно возникновения и развития состояний частичной синхронизации в системе
связанных нейронов 1, необходимо определить модель, с одной стороны, имею-
щую явную биофизическую релевантность, с другой стороны, отражающую стро-
гую математическую лаконичность. Следствием удовлетворения предложенной
модели первому ключевому аспекту является возможность четкой интерпрета-
ции результатов со стороны нейрофизиологии и базовое идейное отождествление
структурной организации биологических нейронных сетей с модельной систе-
мой. Следствием удовлетворения модели второму ключевому аспекту является
возможность аналитического осмысления динамических режимов в исследуемых
ансамблях нейронов.

1В рамках данной диссертации понятия «осциллятор» и «нейрон» считаются тождественными, поскольку оба
представляют собой автоколебательные нелинейные системы.
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В исследованиях [199—201] была предложена и идейно развита модель, ос-
нованная на многокомпонентной распределенной системе реакционно-супердиф-
фузионных уравнений, сочетающая в себе на базовом уровне скейлинговые осо-
бенности организации биологических нейронных сетей. Для описания широко-
го множества динамических проявлений точечного нейрона, при этом сохраняя
математическую лаконичность самой постановки задачи, в качестве нелинейных
функций была использована безразмерная трехкомпонентная модель Hindmarsh–
Rose. Данная глава посвящена систематическому построению важных положений
о супердиффузионной конфигурации взаимодействия на основе базовых пред-
ставлений о сетевых структурах.

2.1. Организация супердиффузионной связи

2.1.1. Общие положения

В общей постановке под распределенной динамической системой понимается
следующая форма:

∂u⃗(r⃗, t)/∂t = F⃗ (u⃗,∇u⃗,∆u⃗, ..., I[u⃗], r⃗, t, {µ}), (2.1)

В которой u⃗ определяет вектор состояния динамической системы, r⃗ и t — про-
странственные и временные переменные, I[u⃗]—произвольный нелокальный опе-
ратор, {µ}— множество значений управляющих параметров.
Некоторым частным случаем такой постановки (с внедренной пространствен-

ной размерностью), получившим широкое применение в рамках задач широко-
го множества естественно-научных дисциплин, является реакционно-диффузион-
ный подход:

∂u⃗(r⃗, t)/∂t = D⃗∆u⃗(r⃗, t) + f⃗(u⃗; t), (2.2)

в котором ∆u⃗ определяет тип диффузионного взаимодействия в непрерывном
пределе, и f⃗(u⃗; t)— нелинейная вектор-функция, определяющая активационные
свойства в точечном приближении.
В дискретной перспективе организация динамической системы, описывающей

ансамбль связанных осцилляторов в мультикомпонентном представлении 2, с про-
2Под мультикомпонентным представлением понимается случай, когда состояние каждого элемента описывается

вектором u⃗i(t) = [ui(t), vi(t), ...mi(t)]
T . Одна из компонент, например, ui(t), может отождествляться с непосред-

ственно наблюдаемым физическим процессом, тогда как остальные выступают в роли скрытых (сопутствующих)
динамических переменных.
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извольной, вообще говоря переменной, топологией попарного взаимодействия
wij(t), может быть построена на основе системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений со связями:

d

dt
u⃗i(t) = f⃗(u⃗i; t) +

N−1∑
j=0

wij(t)F⃗ (u⃗i, u⃗j; t), (2.3)

в которых u⃗i — вектор, организованный на основе множества компонент, опреде-
ляющих динамику точечного i-го элемента; f⃗(u⃗i; t)—нелинейная вектор-функция,
связывающая компоненты динамической системы и определяющая активацион-
ные свойства в локальном (узловом) приближении; F⃗ (u⃗i, u⃗j; t)—вектор-функция,
описывающая парное взаимодействие между i-м и j-м элементами.
Ввидуширокого разнообразия возможных топологий попарного взаимодействия,

а также активационных характеристик в точечном и распределенном контексте,
имеется особая значимость в обосновании любого нового подхода к определению
систем взаимодействующих нейронов. Основная цель данной главы — ввести
в систематическое рассмотрение конкретный вид конфигураций, основанный на
аппарате дробно-дифференциального исчисления.

2.1.2. Обоснование супердиффузионного приближения

Идейно, представление супердиффузионной модели в качестве обобщенного
принципа к построению сетей взаимодействующих нейронов базируется на несколь-
ких важных особенностях:

1. Эмпирически установленная связь структурных особенностей биологических
сетей нейронов с распределениями с тяжелыми хвостами [77, 78, 143], а так-
же естественная связь дробно-дифференциальных операторов со степенны-
ми законами, которые являются частным, характерным случаем распределе-
ний с тяжелыми хвостами [110].

2. Традиционное определение супердиффузионного подхода для решения за-
дач физической кинетики в резко неоднородных средах, в частности в средах
фрактального типа [110, 111], идейно согласующаяся с резкой неоднородно-
стью сетей биологических нейронов [127].

3. Нелокальная специфика дробных пространственных производных, основан-
ная на интегро-дифференциальном представлении данных операторов [191],
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концептуально совпадающая с множественностью синаптических связей пре-
синаптического нейрона с группой постсинаптических нейронов [202].

4. Идейная связь с иерархической концепцией, регламентирующей фракталь-
ный тип кинетики, начиная с уровня распространения ионов в цитозоле нерв-
ных клеток [73, 74], включая возможность описания соединений нервных
клеток как самоподобной структуры (см, например [23, 203]), заканчивая со-
циальным уровнем взаимодействия, формирующим сложную систему с без-
масштабными характеристиками [165].

5. Естественное внедрение удобных для потенциального анализа динамических
режимов новых управляющих параметров— показателей дробного операто-
ра Лапласа, связанных со структурной организацией распределенной систе-
мы.

6. Универсальность воспроизведения динамических сценариев, включающих
крупномасштабные фазовые волны (в частности, возникающие и в нервной
ткани [116, 117, 122, 204]) для большинства соответствующим образом скон-
фигурированных нелинейных распределенных динамических систем [2, 42,
205].

7. Наконец, важное свойство супердиффузионной модели, поддерживающей
аналитический подход к изучениюдинамических реализаций ввиду как ярко-
выраженной континуальной интерпретации [114], так и возможности срав-
нительного анализа с частным случаем классической диффузионной пара-
дигмы [69].

Следует отметить, что, несмотря на все вышеизложенные идейные соображе-
ния, формирующие отождествление супердиффузионной системы взаимодейству-
ющих нейронов с эмпирическими наблюдениями, предлагаемая модель является
математической абстракцией. Она, как и абсолютное большинство подходов к
описанию распространения потенциала действия в нервной ткани, не отражает
полностью детальной топологии взаимодействия между нейронами. Детальная
топология, в свою очередь, может быть основана лишь на конкретных коннекто-
мах. При этом, ввиду обширного разнообразия возможных проявлений структур
связи (сопряженных с процессами обучения и адаптации) даже у представителей



39

одного вида, детальное описание структуры также не несет исчерпывающей ин-
формации о реализуемых динамических сценариях коллективной активности. В
данном контексте приведенные выше идейные соображения являются концепту-
альной основой для построения качественной математической модели, основан-
ной на расширенном представлении об одном из самых распространенных кине-
тических механизмов, встречающихся в живой и неживой природе — диффузии.

2.1.3. Определение дробного оператора Лапласа

С целью формирования исчерпывающего представления о сетевых конфигу-
рациях с супердиффузионной схемой соединения, необходимо воспользоваться
некоторыми основополагающими соображениями, берущими свое начало в непре-
рывном пределе. Прежде всего, стоит начать с определения дробного оператора
Лапласа в терминах интегрального преобразования Фурье:

− (−∆)α/2f(x) = −F̂−1

{
|ξ|αF̂{f(x)}(ξ)

}
(x) =

− 1

2π

∞∫
−∞

e−iξx|ξ|α
[ ∞∫
−∞

f(η)eiξηdη

]
dξ. (2.4)

Как нетрудно видеть, данное выражение является одним из самых естественных
обобщений классического оператора Лапласа на случай дробных порядков. Яв-
ную нелокальную специфику данного оператора, основываясь на определении
(2.4), можно выделить, описывая его свойства в терминах дробных производных
по пространственной компоненте. В свою очередь, после представления данно-
го оператора через дробные производные по пространственному аргументу бу-
дет возможно предопределить весовые коэффициенты для сетевой структуры и в
дискретном приближении. Дальнейший анализ будет сформирован для простран-
ственно неограниченного случая. С учетом интегрирования вышестоящего выра-
жения по частям и условия f (n)(x)|x=±∞ = 0 для 0 ≤ n ≤ m−1, можно переписать
интегральный оператор в правой части (2.4):

∞∫
−∞

f(η)eiξηdη = (−1)m(iξ)−m

∞∫
−∞

f (m)(η)eiξηdη, (2.5)
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и представить дробный оператор Лапласа в форме, отражающей нелокальную
специфику:

− (−∆)α/2f(x) = (−1)m+1 1

2π

∞∫
−∞

e−iξx|ξ|α(iξ)−m

[ ∞∫
−∞

f (m)(η)eiξηdη

]
dξ =

(−1)m+1 1

2π

∞∫
−∞

f (m)(η)

[ ∞∫
−∞

eiξ(η−x)|ξ|α(iξ)−mdξ

]
dη. (2.6)

2.1.4. Постановка управляющих параметров

Представленное выражение (2.6) уже явно отражает интегро-дифференциаль-
ную природу дробного оператора Лапласа, которую в дискретном приближении
можно интерпретировать как конкретный вид взаимодействия элементов распре-
деленной системы. Как следствие, дальнейшие выкладки основаны на определе-
нии типа ядер интегральных операторов. Вводя в рассмотрение определенный
ранее интегральный оператор:

I =

∞∫
−∞

eiξ(η−x)|ξ|α(iξ)−mdξ =

∫ 0

−∞
eiξ(η−x)|ξ|α(iξ)(−m)dξ +

∞∫
0

eiξ(η−x)|ξ|α(iξ)(−m)dξ =

im
∞∫
0

eiξ(x−η)ξα−mdξ + i−m

∞∫
0

eiξ(η−x)ξα−mdξ, (2.7)

оказывается возможным выделение направлений нелокального влияния в одно-
мерном случае. Учитывая расширенное свойства Гамма-функции:

Γ(ν + 1)

sν+1
≡

∞∫
0

tνe−stdt, Re{ν} > −1, (2.8)

возможно определить прообразы весовых коэффициентов, уже на данном этапе
отражающих степенные особенности взаимодействия между элементами:

I = im
Γ(α−m+ 1)

[i(η − x)]α−m+1
+ i−m Γ(α−m+ 1)

[i(x− η)]α−m+1
. (2.9)
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При выполнении условия−1 < α−m ≤ 0, которое автоматически удовлетворяет
супердиффузионной постановке, дальнейшие выкладки показывают:

Γ(α−m+ 1)

(η − x)α−m+1

[
im

iα−m+1
+

i−m

(−i)α−m+1

]
, η > x, (2.10)

Γ(α−m+ 1)

(x− η)α−m+1

[
im

(−i)α−m+1
+

i−m

iα−m+1

]
, x > η. (2.11)

Еще больше формализуя уравнения и вводя вспомогательные множители следу-
ющим образом:

Γ(α−m+ 1)

(η − x)α−m+1

(
Γ(m− α)

Γ(m− α)

)[
(−1)mi−(α+1) + (−1)miα+1

]
, η > x, (2.12)

Γ(α−m+ 1)

(x− η)α−m+1

(
Γ(m− α)

Γ(m− α)

)[
iα+1 + i−(α+1)

]
, x > η, (2.13)

а также, используя известное соотношение:

Γ(α−m+ 1)Γ(m− α) =
π

sin(π(m− α))
= (−1)m−1 π

sin(πα)
(2.14)

и понятное преобразование:

i−1−α + iα+1 = eπ/2(−α−1)i + eπ/2(α+1)i = −2sin(π/2α) (2.15)

оказывается возможным внедрение дополнительной формы представления для
весовых коэффициентов:

−2π(−1)2m−1sin(πα/2)
(η − x)α−m+1Γ(m− α)sin(πα)

, η > x, (2.16)

−2π(−1)m−1sin(πα/2)
(x− η)α−m+1Γ(m− α)sin(πα)

, x > η. (2.17)

Наконец, преобразуя тригонометрическую часть:

−2sin(πα/2)
sin(πα)

≡ −sec(πα/2) = − 1

cos(πα/2)
(2.18)

и упрощая выражения:

−sec(πα/2)π(−1)2m−1

(η − x)α−m+1Γ(m− α)
=

sec(πα/2)π
(η − x)α−m+1Γ(m− α)

, η > x, (2.19)

(−1)m−1 −sec(πα/2)π
(x− η)α−m+1Γ(m− α)

= (−1)m
sec(πα/2)π

(x− η)α−m+1Γ(m− α)
, x > η (2.20)
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приходим к явной интегро-дифференциальной форме записи дробного оператора
Лапласа:

− (−∆)α/2f(x) = (−1)m
1

2π

∞∫
−∞

f (m)(η)

[ ∞∫
−∞

eiξ(η−x)|ξ|α(iξ)−mdξ

]
dη =

− 1

2cos(πα/2)

[
1

Γ(m− α)

x∫
a

f (m)(η)dη

(x− η)α−m+1
+

(−1)m

Γ(m− α)

b∫
x

f (m)(η)dη

(η − x)α−m+1

]
. (2.21)

Выражение (2.21) определяет нелокальную специфику взаимодействия простран-
ственно ориентированных элементов распределенной системы с параметрами a →
−∞ и b → +∞. При этом, как видно, нелокальная связь определена в терминах
степенных функций по обоим направлениям. Данную конструкцию уже на дан-
ном этапе возможно интерпретировать через сумму дробно-дифференциальных
операторов.

2.1.5. Внедрение дробно-дифференциальных операторов

Существует достаточно много форм записи дробных производных. Среди двух
основных можно выделить: дробные производные Капуто и Римана — Лиувил-
ля. Стоит отметить, что оба типа указанных дробно-дифференциальных операто-
ров имеют глубокую связь друг с другом, однако определяют систему по-разному.
В частности, дробная производная Римана-Лиувилля определена как последова-
тельное действие интегрального и дифференциального операторов, а дробная про-
изводная Капуто, наоборот, как первичное действие дифференциального операто-
ра и последующее действие интегрального оператора. В частности, это отражает
разницу данных операторов по отношению их воздействия к постоянной вели-
чине. При этом оба этих важных типа дробных производных могут быть приме-
нены к описанию дробного оператора Лапласа при соответствующих предполо-
жениях об исследуемых функциях.
В текущей постановке, для нас будет важна одна из самых популярных форм

задания правосторонней C
a D

α
x и левосторонней C

xD
α
b дробной производной Капу-

то:
C
a D

α
xf(x) =

1

Γ(m− α)

x∫
a

f (m)(η)

(x− η)α−m+1
dη, (2.22)
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C
xD

α
b f(x) =

(−1)m

Γ(m− α)

b∫
x

f (m)(η)

(η − x)α−m+1
dη. (2.23)

Именно такая форма записи позволяет первично определить одномерный дроб-
ный оператор Лапласа в форме:

−(−∆)α/2f(x) = − 1

2cos(πα/2)

[
C
∞Dα

x +C
x Dα

∞

]
f(x), α ∈ (1, 2]. (2.24)

Однако в контексте перехода от континуального представления к дискретному
чаще используется иная форма. Для ее получения необходимо внедрение допол-
нительных преобразований и предположений.

2.1.6. Сведение дробно-дифференциальных операторов к конечным разно-
стям

Для того чтобы вышеописанное выражение, определяющее тип взаимодействия
в непрерывном случае, свести к системам распределенных дискретных элемен-
тов, необходимо правильно организовать конечные разности. Следует отметить
существование подхода, который связывает иной тип дробных производных с цен-
трированными и нецентрированными разностями. Формальное описание может
начинаться с определения левосторонней и правосторонней производных Римана
— Лиувилля:

RL
a Dα

xf(x) =
1

Γ(m− α)

dm

dxm

x∫
a

(x− η)m−α−1f(η)dη =

[
1

Γ(m− α)

dm

dξm

ξ∫
a

(ξ − η)m−α−1f(η)dη

]
ξ=x

, (2.25)

RL
x Dα

b f(x) =
(−1)m

Γ(m− α)

dm

dxm

b∫
x

(η − x)m−α−1f(η)dη =

=

[
(−1)m

Γ(m− α)

dm

dξm

b∫
ξ

(η − ξ)m−α−1f(η)dη

]
ξ=x

. (2.26)
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Для примера левосторонней производной RL
a Dα

x , рассматривая внутренний инте-
грал в правой части, с использованием интегрирования по частям можем полу-
чить:

ξ∫
a

(ξ − η)m−α−1f(η)dη =

=

[
f(η)

∫
(ξ − η)m−α−1dη

]∣∣∣∣ξ
a

−
ξ∫

a

−(ξ − η)m−α

m− α
f ′(η)dη =

= f(a)
(ξ − a)m−α

m− α
+

ξ∫
a

(ξ − η)m−α

m− α
f ′(η)dη. (2.27)

Используя вышеописанные преобразования, возможно заново определить лево-
стороннюю дробную производную:

RL
a Dα

xf(x) =

[
1

Γ(m− α)

dm

dξm

(
f(a)

(ξ − a)m−α

m− α
+

+

ξ∫
a

(ξ − η)m−α

m− α
f ′(η)dη

)]
ξ=x

. (2.28)

Это выражение явно демонстрирует влияние граничных условий на результат дей-
ствия дробной производной Римана-Лиувилля. Аналогично, данное выражение
определяет связь между дробными производными Римана-Лиувилля и Капуто и
регламентирует класс функций, для которых эти дробно-дифференциальные опе-
раторы эквивалентны. Учитывая линейность классического оператора дифферен-
цирования, стоит подробно рассмотреть оба слагаемых, на которые он действует.
Для начала имеет смысл определить вклад граничных составляющих, зависящих
от показателя дробного оператора α:

dm

dξm

[
(ξ − a)m−α

m− α

]
=

dm−1

dξm−1
(ξ − a)(m−α−1) =

=
dm−2

dξm−2

[
(m− α− 1)(ξ − a)m−α−2

]
=

=
dm−3

dξm−3

[
(m− α− 1)(m− α− 2)(ξ − a)m−α−3

]
= ... =

= (m− α− 1)(m− α− 2)(m− α− 3)...(−α + 1)(ξ − a)−α. (2.29)
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В таком случае:

1

Γ(m− α)
f(a)(m− α− 1)(m− α− 2)(m− α− 3)...(−α + 1)(ξ − a)−α =

= f(a)(ξ − a)−α (m− α− 1)(m− α− 2)...(−α + 1)

Γ(m− α)
=

f(a)(ξ − a)−α

Γ(−α + 1)
. (2.30)

Рассматривая схожим образом интегральную составляющую, можно сформиро-
вать следующие выкладки:

1

Γ(m− α)

dm

dξm

ξ∫
a

(ξ − η)m−α

m− α
f ′(η)dη =

=
1

Γ(m− α)

dm−1

dξm−1

ξ∫
a

(ξ − η)m−α−1f ′(η)dη =

=
1

Γ(m− α)

(
dm−1

dξm−1

[
f ′(a)

(ξ − a)m−α

m− α

]
+

+
dm−2

dξm−2

ξ∫
a

(ξ − η)(m−α−1)f (2)(η)dη

)
. (2.31)

Принимая во внимание, что регламентация супердиффузионного контекста про-
исходит при значенииm = 2, а также повторно реализуя данные действия с инте-
гральной составляющей в (2.31), учитывая выражение (2.30) и формальную тож-
дественность x = ξ в соответствии с определениями (2.25) и (2.26), приходим
к окончательному выражению, связывающему дробные производные Капуто и
Римана-Лиувилля:

RL
a Dα

xf(x) =
1

Γ(m− α)

x∫
a

f (m)(η)

(x− η)α−m+1
dη +

m−1∑
j=0

f (j)(a)(x− a)j−α

Γ(j + 1− α)
. (2.32)

Выражение для правосторонней дробной производной можно получить выполняя
аналогичные действия. С учетом наличия соответствующего множителя (−1)m

для второго слагаемого в определении (2.21):

RL
x Dα

b f(x) =
(−1)m

Γ(m− α)

b∫
x

f (m)(η)

(η − x)α−m+1
dη +

m−1∑
j=0

(−1)jf (j)(b)(b− x)j−α

Γ(j + 1− α)
. (2.33)
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Говоря в общем, взаимную связь можно представить следующим образом:

RLDα
a+f(x) =

CDα
a+f(x) +

[α]∑
j=0

f (j)(a)

Γ(1 + j − α)
(x− a)j−α, α ̸= 1, 2, 3, ... , (2.34)

RLDα
b−f(x) =

CDα
b−f(x) +

[α]∑
j=0

(−1)jf (j)(b)

Γ(1 + j − α)
(b− x)j−α, α ̸= 1, 2, 3, ... . (2.35)

Как видно, формальная тождественность правосторонних и левосторонних дроб-
ных производных достигается при организации весьма конкретных граничных
условий: f (j)(a) = 0 и f (j)(b) = 0. Данная особенность имеет важное значение
для построения дискретной разностной схемы, организованной на (2.25) и (2.26).

2.1.7. Формирование дискретного подхода

Поскольку формируемая система нейронов в самом общем положении являет-
ся системой взаимодействующих пространственно разделенных элементов, свя-
занных различными формами синаптической связи (химическими и электриче-
скими), для их полноценного описания принципиальна именно дискретная фор-
ма записи. Основная задача данного пункта заключается в формировании дис-
кретной системы, организованной на вышезаданном континуальном механизме.
В частности, выражения, определенные в форме (2.25) и (2.26), возможно свести
к описанию через центрированные и нецентрированные разности.
Аналитическое расширение концепции классической производной на случай

дробного аналога возможно с помощью еще одного подхода, связанного с раз-
ностным описанием. В таком контексте одним из самых популярных способов
задания соответствующего обобщения является дробная производная Грюнваль-
да—Летникова. Левосторонние и правосторонние аналоги определения данного
дробно-дифференциального оператора возможно представить в форме:

GLDα
a+f(x) = lim

h→0
h−α

n∑
j=0

(−1)j

(
α

j

)
f(x− jh), (2.36)

GLDα
b−f(x) = lim

h→0
h−α

n∑
j=0

(−1)j

(
α

j

)
f(x+ jh). (2.37)

В контексте данного обобщения крайне важно определить весовые коэффициен-
ты, основываясь на фундаментальной связи между понятием факториала и гамма-
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функцией:

(−1)j

(
α

j

)
≡ (−1)jΓ(α + 1)

Γ(α− j + 1)Γ(j + 1)
. (2.38)

Как несложно видеть, при показателях, равных целым значениям α = 1, 2, ...,
данные конструкции определяют классические операторы дифференцирования.
Более точная форма записи подразумевает n → ∞ для дробных значений показа-
телей.
Установление соответствия между дробными производными Римана-Лиувилля

и дробными производными Грюнвальда — Летникова — нетривиальная задача.
Для ее осуществления необходимо начинать с представления дробного интеграла
и его связи с разностным оператором ∆α

±:

RL
−∞Iµxf(x) ≡ RL

−∞D−µ
x f(x) =

1

Γ(µ)

x∫
−∞

f(ξ)(x− ξ)µ−1dξ =

1

Γ(µ)

∞∫
0

[
exp(−ξDx)f(x)

]
ξµ−1dξ → lim

ξ→0
∆−µ

+ f(x)/ξ−µ ≡ GL
−∞D−µ

x f(x), (2.39)

RL
x Iµ∞f(x) ≡ RL

x D−µ
∞ f(x) =

1

Γ(µ)

∞∫
x

f(ξ)(ξ − x)µ−1dξ =

1

Γ(µ)

∞∫
0

[
exp(ξDx)f(x)

]
ξµ−1dξ → lim

ξ→0
∆−µ

− f(x)/ξ−µ ≡ GL
x D−µ

∞ f(x), (2.40)

организованным на базе следующей формы записи:

∆α
±f(x) =

(
1− exp(∓ξDx)

)α

f(x) =

∞∑
j=0

(−1)j

(
α

j

)
f(x∓ jξ) =

∞∑
j=0

(−1)j
Γ(α + 1)

Γ(α− j + 1)Γ(j + 1)
f(x∓ jξ). (2.41)

В выражениях (2.39) и (2.40) показатель µ > 0. Оператор Dx обозначает клас-
сическое дифференцирование целого порядка. В свою очередь, для сохранения
единства формы изложения с приведенными ранее соотношениями, показатель
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разностного оператора α = −µ. Важным пунктом в текущей постановке являет-
ся определение операторов дифференцирования дробных порядков через разно-
сти дробных порядков:

Dν
± ≡ lim

ξ→0

∆ν
±

ξν
. (2.42)

При этом, были использованы известные соотношения, определяющие оператор
смещения:

f(x+ ξ) =
∞∑
j=0

ξj

j!
Dj

xf(x) = exp(ξDx)f(x), (2.43)

и его связь с классическим разностным оператором:

∆± = I − exp(∓ξDx). (2.44)

Вышеизложенные суждения были приведены для случая неограниченных пре-
делов операторов суммирования, на основе которых определялись дробные раз-
ности. При этом область влияния нелокального оператора в дискретном случае
может быть естественным путем ограничена. В рамках заданного подхода форми-
руются производные Грюнвальда-Летникова с конечным пределом. Действитель-
но, рассматривая класс функций f(x), отличных от нуля на определенном задан-
ном интервале x > a, можно внедрить переменную ξ = (x− a)/J, j = 0, 1, 2...J ,
на основе которой явно определить левостороннюю дробную производную:

GLDν
a+f(x) = lim

ξ→0

1

ξν

(x−a)/ξ∑
j=0

(−1)j
Γ(ν + 1)

j!Γ(ν − j + 1)
f(x− jξ) =

= lim
J→∞

[
J

(x− a)

]ν J∑
j=0

(−1)j
Γ(ν + 1)

j!Γ(ν − j + 1)
f

(
x− j

[
x− a

J

])
, (2.45)

а также првостороннюю дробную производную для случая x < b:

GLDν
b−f(x) = lim

ξ→0

1

ξν

(b−x)/ξ∑
j=0

(−1)j
Γ(ν + 1)

j!Γ(ν − j + 1)
f(x+ jξ) =

= lim
J→∞

[
J

(b− x)

]ν J∑
j=0

(−1)j
Γ(ν + 1)

j!Γ(ν − j + 1)
f

(
x+ j

[
b− x

J

])
. (2.46)

Очевидно, что определение класса функций, отличных от нуля на интервале (a, b),
могут подразумевать одновременное применение как левосторонней, так и пра-
восторонней дробной производной. Именно на этом принципе и основывается
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определение дробного оператора Лапласа для задач моделирования дискретных
систем.
Переход от дробно-интегрального описания к описанию дробно-дифференци-

альному осуществляется с позиции применения к исходному выражению клас-
сического оператора дифференцирования [110]. При этом, осознавая необходи-
мость внедрения связи с дробными разностями, данную процедуру уместно осу-
ществить с позиции дискретного определения:

lim
ξ→0

∆m
±

ξm
lim
ξ→0

∆
−µq

±
ξ−µq

= lim
ξ→0

∆
m−µq

±
ξm−µq

= lim
ξ→0

∆
αq

±
ξαq

, m = 1, 2, 3, ... . (2.47)

Данный метод позволяет естественным образом задать дробную производную че-
рез дробный интеграл в соответствии с подходом Римана-Лиувилля к определе-
нию дробной производной и получить формальную тождественность левосторон-
них дробно-дифференциальных операторов:

RL
a Dα

xf(x) ↔ GLDα
a+f(x), (2.48)

с правосторонними:
RL
x Dα

b f(x) ↔ GLDα
b−f(x). (2.49)

Продемонстрированная связь определяет возможность отождествления дискрет-
ной системы, сформированной на базе представленных дробных разностей, с кон-
тинуальной системой, организованной с помощью дробного оператора Лапласа и
интегро-дифференциального подхода. Это имеет крайне важное значение для по-
зиционирования модели в перспективе возможности ее аналитического исследо-
вания. Действительно, континуальная интерпретация в данной постановке идей-
но схожа со сведением ансамблей связанных осцилляторов к термодинамическо-
му пределу. Однако для реализации такого подхода в абсолютном большинстве
задач необходимо рассматривать конкретные формы взаимодействия и виды ос-
цилляторов. Супердиффузионное обобщение в такой постановке является идейно
более простым способом исследования динамической системы ввиду понятного
классического прообраза кинетического механизма и его аналитического расши-
рения в область дробных порядков.
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2.1.8. Степенной отклик супердиффузионного уравнения на простейшее воз-
мущение

В то время как степенная организация явно проявляет себя при описании дис-
кретной системы, ее воспроизводство на уровне континуального представления
кинетического механизма менее очевидно. Для демонстрации данного явления в
непрерывном случае можно воспользоваться базовым подходом к определению
«отклика системы» на пространственное дельта-возмущение. При этом мы есте-
ственным образом приходим к задаче определения функции Грина для супердиф-
фузионного уравнения. Определив выражение для функции Грина следующим
образом:

∂G(r⃗, t; r⃗0, t0)

∂t
= −D(−∆)α/2G(r⃗, t; r⃗0, t0) + δ(r⃗ − r⃗0)δ(t− t0), (2.50)

и применив к нему преобразование Фурье по пространственной компоненте и
преобразование Лапласа по временной, получим алгебраическое уравнение на
двойную трансформанту:

p ˜̃G(k⃗, p, r⃗0, t0) = −D|⃗k|α ˜̃G(k⃗, p, r⃗0, t0) + eir⃗0k⃗e−pt0 (2.51)

и, соответственно:
˜̃G =

eik⃗r⃗0e−pt0

p+D|⃗k|α
. (2.52)

Применяя обратное преобразование Лапласа по временной компоненте и Фурье
по пространственной, возможно сформировать решение:

G(r⃗, t; r⃗0, t0) =

[
D(t− t0)

]−3/α

ρ
(α)
3

(
|r⃗ − r⃗0|

[
D(t− t0)

]−1/α
)
H(t− t0). (2.53)

Данное выражение определяет динамику распространения фронта как отклика
кинетической части системы на дельта-функцию. Важной частью данного реше-
ния является функция ρ(α)3 (·)— α-устойчивое сферически симметричное распре-
деление Леви. Эта функция не выражается в виде других элементарных функций,
однако именно она предопределяет формирование тяжелых хвостов в простран-
ственном распределении G(r⃗, t; r⃗0, t0). Существует два более известных вариан-
та данной функции, соответствующих целочисленным значениям показателя α:
распределение Коши (α = 1) и распределение Гаусса (α = 2). Стоит дополни-
тельно отметить, что в последнем случае хвосты перестают быть степенными и
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спадают сверхэкспоненциально, явно регламентируя особенности локальной то-
пологии взаимодействия и в дискретном приближении.

2.2. Организация реакционно-супердиффузионной системы

2.2.1. Идейное обоснование

Дляформирования системы супердиффузионно взаимодействующих нейронов,
помимо организации топологии сетевого взаимодействия, не менее важным яв-
ляется и определение нелинейных динамических моделей точечной активации
осцилляторов. Особая важность данного пункта кроется в нескольких нюансах,
сопряженных с идейным сочетанием теории динамических систем с аппаратом
дробно-дифференциального исчисления дляформирования открытой диссипатив-
ной распределенной многокомпонентной динамической системы.
Существует множество нелинейных моделей активации точечного нейрона, в

различной степени учитывающих внутренние динамические процессы потенци-
алзависимых ионных каналов [206]. Одной из самых биофизически подробных
качественныхмоделей нейронной динамики является динамическая модельHodg-
kin-Huxley [207]. Схожий формализм был использован и в модели Morris–Lecar
[208]. При этом тип организации нелинейностей в данных моделях подразуме-
вает как сложности для аналитического осмысления, так и серьезные требования
к вычислительным мощностям для проверки. Но самый главный нюанс состо-
ит в том, что природа данных динамических нелинейных моделей подразумева-
ет размерности физических переменных, входящих в их состав. Для формиро-
вания качественной модели, организованной на основе супердиффузионной се-
тевой структуры в самом общем виде, необходимо использовать динамические
модели, не подразумевающие присущих динамическим переменным размерно-
стей. К таким моделям можно отнести иную популярную форму задания систем
с автоколебательной динамикой — модель FitzHugh–Nagumo [87]. Прежде чем
перейти к модели, выбранной для построения реакционно-супердиффузионной
структуры, следует упомянуть ряд других нелинейных динамических моделей,
способных воспроизводить различные сценарии активности точечного нейрона.
В частности, стоит отметить дискретные модели Chialvo [209], Rulkov [210], а
также Courbage-Nekorkin [211], организованные на базе двухкомпонентного ите-
рационного отображения. Аналогично была определена модель Izhikevich как в
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непрерывном, так и дискретном времени [212].
Наконец, учитывая вышеизложенные суждения, а также определяя подход, со-

четающий как математическую лаконичность, так и возможность воспроизведе-
ния широкого диапазона возможных режимов точечной активности, нами было
принято решение использовать модель Hindmarsh–Rose нейрона [91].

2.2.2. Организация нелинейных механизмов активации точечных нейронов

Вобщем случае трехкомпонентная динамическая модельHindmarsh–Rose [HR3]3,
ответственная за проявление разнообразной активности точечного нейрона, мо-
жет быть представлена в следующей форме:

d
dtu = v − au3 + bu2 −m+ Iext,

d
dtv = c− du2 − v,

d
dtm = r

[
s(u− u0)−m

]
.

(2.54)

Параметр a в широком смысле отвечает за восстановление потенциала действия,
b связан с процессами активации точечного нейрона. Значения параметров c и
d определяют динамику потенциалозависимых ионных каналов и, как следствие,
динамику быстрых ионных токов, связанных с процессами деполяризации. Iext—
значение внешнего ионного тока, влияющего на динамику потенциала действия
и являющегося некоторым «стабилизационным» параметром в системе. В свою
очередь, параметры s и u0 определяют динамику медленных r ≪ 1 ионных то-
ков. Различные комбинации данных параметров связаны как с широким разнооб-
разием внутренних процессов, происходящих в теле нейрона (с биофизической
точки зрения), так и с возможными динамическими паттернами, включающими
возможность единичного спайка, периодической активности, пачечной активно-
сти, а также возможности воспроизводства хаотических режимов (с точки зрения
задач нелинейной динамики). Важные представления о некоторых комбинаци-
ях данных параметров и связанных с ними динамических реализациях точечного
нейрона можно обнаружить в [213].
С целью более доступной формализации представления в некоторых частях ра-
3Здесь и далее квадратные скобки используются для обозначения конкретных составных частей исследуемой по-

становки.
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боты была использована двухкомпонентная модель Hindmarsh–Rose [HR2]: d
dtu = v − au3 + bu2 + Iext,

d
dtv = c− du2 − v.

(2.55)

Стоит отметить и иные формы определения двухкомпонентной модели с внедрен-
нымимножителями, определяющими временныемасштабы динамических реали-
заций точечной системы. Регламентация двухкомпонентной точечной системы в
соответствующей форме, с одной стороны, была обусловлена базовыми критери-
ями соответствия системе [HR3] в пределе m = 0, с другой стороны, попыткой
формирования динамических реализаций, соответствующих «базовому» времен-
ному масштабу модели. Если дополнительно не оговорено, в качестве парамет-
ров используются следующие значения: (a; b; c; d; Iext) = (1; 3; 1; 5; 1.6) для [HR2,
HR3] и (u0; s) = (−1.6; 4) для [HR3] моделей.

2.2.3. Формирование многокомпонентного распределенного представления
в континуальном смысле

Предложенный в предыдущих разделах кинетический механизм, описываю-
щий взаимодействие элементов как в дискретном, так и в континуальном при-
ближении, был основан на дробном операторе Лапласа и предполагал одну пере-
менную. В то же время модели [HR3] (2.54) и [HR2] (2.55) являются многокомпо-
нентными. Объединяя оба подхода: распределенное взаимодействие и многоком-
понентную нелинейность, можно сформулировать комбинированную постановку
задачи. В пределе распределенная многокомпонентная динамическая модель с
дробной кинетикой в случае [HR3] нелинейности принимает следующий вид:

∂u(x, t)/∂t = −Du(−∆x)
αu/2u(x, t) + v − au3 + bu2 −m+ Iext,

∂v(x, t)/∂t = −Dv(−∆x)
αv/2v(x, t) + c− du2 − v,

∂m(x, t)/∂t = r

[
s(u− u0)−m

]
.

(2.56)

Использование дробного Лапласиана −(−∆x)
αu/2 в первом уравнении системы

регламентирует топологию нелокального типа взаимодействия между нейрона-
ми в дискретном приближении. В свою очередь, внедрение диффузии сразу по
двум компонентам −(−∆x)

αu/2 и −(−∆x)
αv/2 обусловлено несколькими факто-

рами. Прежде всего, имеется необходимость исследования представленной ди-
намической системы в одной из самых полных постановок для всестороннего
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определения динамических режимов в двухпараметрическом пространстве внед-
ренных кинетических показателей (αu, αv). С другой стороны, на качественном
уровне внедрение диффузии по второй компоненте может быть отождествлено с
внесинаптическими процессами передачи возбуждения между нейронами [214].
Отсутствие какой-либо связи по третьей компоненте связано с ее медленной эво-
люцией, а также вспомогательной ролью, расширяющей возможные динамиче-
ские сценарии точечного нейрона при двухкомпонентном описании.
Аналогично, с точки зрения лаконичности, в работе рассматривается и двух-

компонентное представление, соответствующее случаю [HR2]:∂u(x, t)/∂t = −Du(−∆x)
αu/2u(x, t) + v − au3 + bu2 + Iext,

∂v(x, t)/∂t = −Dv(−∆x)
αv/2v(x, t) + c− du2 − v.

(2.57)

2.2.4. Формирование многокомпонентного распределенного представления
в дискретном смысле

Учитывая результаты пункта 2.1.7, а также внедрение явного многокомпонент-
ного представления в континуальной перспективе в пункте 2.2.3, аналогичным
образом необходимо представить и дискретную систему, соответствующую трёх-
компонентному случаю [HR3]:
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и двухкомпонентному случаю [HR2]:
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(2.59)

Чтобы подчеркнуть преемственность непрерывного и дискретного подходов, дис-
кретный шаг по времени здесь и далее обозначается как t. Обобщенные коэффи-
циенты, «модулирующие» силу супердиффузионной связи, задаются в форме:

r(1)q = r(2)q = −sec(παq/2)

2
dt(dx)−αq , q = {u, v}. (2.60)

Весовые коэффициенты, определяющие тип взаимодействия заданы на основе
следующего общего соотношения:

g(j)q = (−1)j

(
αq

j

)
=

(−1)jΓ(αq + 1)

Γ(αq − j + 1)Γ(j + 1)
, q = {u, v}. (2.61)

Можно убедиться, что выражение (2.61) допускает следующую рекуррентную
форму записи:

g(0)q = 1 и g(j)q = −αq − j + 1

j
g(j−1)
q для j = 1, 2, ... . (2.62)

Соотношения (2.58) и (2.59) формируют нелокальное итерационное отображение
с перекрестными связями, организованными на основе нелинейных соотноше-
ний. Индексы i указывают на порядковый номер нейрона в заданной реализации.
Для лаконичности дальнейшего изложения вводятся следующие обозначения для
одномерной двухкомпонентной [1D2C] и одномерной трехкомпонентной [1D3C]
систем.
Cтоит отметить, что форма записи, в которой указывается нелинейная часть в

дискретном случае, соответствует методу Эйлера. Данное представление хорошо
формализует подход в контексте как дискретной, так и континуальной системы.
При этом для повышения точности временной аппроксимации на этапе реализа-
ции данных нелокальных итерационных отображений было осуществлено разде-
ление по физическим процессам, в рамках которого кинетическая часть рассчиты-
валась по явной схеме, а нелинейная составляющая — методом Рунге-Кутты 4-го
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порядка. Как для [1D2C], так и для [1D3C] постановок использовались значения:
(Du;Dv) = (10−4; 10−6).

2.3. Метрики для оценки состояний частичной синхронизации

Для получения исчерпывающего представления о состояниях частичной син-
хронизации крайне важно организовать универсальный подход к их оценке. Для
этого используются различные метрики. При этом стоит отметить, что для все-
стороннего понимания развитого динамического режима, к одной динамической
реализации распределенной нелинейной системы могут быть применены сразу
несколько независимых подходов. Поскольку метрики частичной синхронизации
служат прежде всего инструментом оценки, исследователи часто адаптируют па-
раметры под конкретные задачи или модифицируют существующие подходы. В
рамках данного пункта будут описаны те метрики, которые были непосредствен-
но использованы для исследований состояний частичной синхронизации в сетях,
организованных на базе супердиффузионной топологии.

2.3.1. Фактор синхронизации

Базовое понимание о динамике состояния частичной синхронизации в распре-
деленной системе может быть получено с использованием фактора синхрониза-
ции R, первоначально определенный в [215, 216] следующим образом:

R =
⟨[F t]2⟩t − ⟨F t⟩2t

1/N
∑
i

(⟨[uti]2⟩t − ⟨uti⟩2t )
, (2.63)

где
F t =

1

N

∑
i

uti (2.64)

имеет смысл среднего поля компоненты uti. Операция ⟨·⟩t характеризует усред-
нение по временной составляющей. Основываясь на формулах (2.63) и (2.64),
можно понять, что данная мера использует информацию о всей пространственно-
временной реализации системы и возвращает единственное значение отR ∈ [0, 1]

в соответствии с реализуемым динамическим сценарием. Для системы, воспроиз-
водящей синхронизационный режим характерно значениеR → 1, в свою очередь,
некогерентный режим характеризуетсяR → 0. Для состояния частичной синхро-
низации фактор синхронизации принимает промежуточное значение 0 < R < 1.
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2.3.2. Сила некогерентности

Дополнительное понимание об уровне развития пространственного беспоряд-
ка в системе можно получить с помощью так называемой силы некогерентности
SI [217]. С использованием представлений, указанных в [218], нами данный по-
казатель был определен следующим образом:

SI = 1− 1

M

M∑
p=1

S(p), (2.65)

в котором:

S(p) = H

(
δSI − σ(p)

)
, (2.66)

и

σ(p) =

〈√√√√√1

n

Γ(n,p)∑
i=Ω(n,p)

[W t
i − ⟨W ⟩tr]2

〉
t

. (2.67)

В указанном представлении H(x) — функция Хевисайда, а δSI пороговое зна-
чение, которое подбирается, основываясь на конкретной реализации системы и
заданном уровне некогерентности. Операции ⟨·⟩r и ⟨·⟩t характеризуют усредне-
ние по пространственной и временной компонентам соответственно. Также, в
определениях фигурируют локальные нецентрированные первые разностиW t

i =

uti − uti+1. При этом разбиение исходной системы происходит на подобласти, об-
щее число которыхM и n = N/M , и следовательно Ω(n, p) = n(p − 1). В такой
постановке индекс p = 1, 2, 3, ...M . Как следует из названия, развитой синхрони-
зации соответствует значение SI = 0 (отсутствующая некогерентность), развитой
некогерентности SI = 1, а состояние частичной синхронизации характеризуется
0 < SI < 1. Аналогично фактору синхронизации (2.63), данная метрика ис-
пользует всю информацию о пространственно-временной реализации системы и
сопоставляет ей единственное значение. Использование независимых подобла-
стей (Γ(n, p) = pn−2) для оценки при условии полного усреднения, обусловлено
установленным более точным откликом метрики по отношению к системам, со-
стоящим из N = 100 нейронов. Результаты были дополнительно проверены для
исходной реализации метрики, представленной в [218]. Оба подхода к определе-
нию дают эквивалентное разделение областей синхронизации и некогерентности.
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2.3.3. Параметр локального порядка

Представление об областях с когерентной и некогерентной структурой возмож-
но получить, основываясь на представлении параметра локального порядка [12,
26, 168, 219]. В контексте реакционно-диффузионных задач данную метрику воз-
можно определить на основе [186]. С целью согласования метрики для оценки не
только автоколебательного поведения, но и режимов пачечной активности в ши-
роком диапазоне нелинейных параметров [HRm],m = 2, 3 модели, было принято
решение использовать следующее представление:

Lt
i =

∣∣∣∣ 1

2d+ 1

∑
i′∈Ωi

e
√
−1ϕt

i′

∣∣∣∣, (2.68)

с локальной переменной, которая несет в себе информацию об отношении компо-
нент состояния:

ϕt
i = arctan

(
vti
uti

)
. (2.69)

В выражении (2.68) величина d ответственна за пространственную размерность
рассматриваемой системы. В свою очередь, область Ωi характеризует множество
элементов, локально взаимодействующих с данным i. Как следует из названия,
параметр локального порядка предоставляет возможность разделить когерентные
и некогерентные области в распределенных системах. Сохранение оригинально-
го наименования и обозначений отражает общий подход к построению метрики и
концептуальную преемственность. Значение Lt

i → 1 свидетельствует о том, что
i-й элемент в t-й временной такт находится внутри когерентной группы, опреде-
ленной в широком смысле согласованности отношений амплитуд компонент вви-
ду определения (2.69). Аналогично, значение Lt

i → 0 свидетельствует о принад-
лежности элемента к некогерентной субпопуляции.

2.3.4. Классическая мера корреляции в пространстве

Современной и важной дляширокого набора задач метрикой является мера про-
странственной корреляции [220]. Основная идея, фигурирующая в ее реализации,
заключается в представлении состояния частичной синхронизации как состояния
с различным набором локальных разностей. Действительно, пространственно
скоррелированная структура должна обладать схожим набором разностей между
элементами. Аналогично, интуитивно понятно, что структура, подразумевающая
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развитую некогерентность, должна содержать набор разностей различной вели-
чины в рамках заданной динамической реализации системы. Определить данные
разности можно различными способами, однако для систем, имеющих простран-
ственную размерность, часто выбирают вторую разность для определения локаль-
ной кривизны:

|D̂f | = |f t
i+1 − 2f t

i + f t
i−1|. (2.70)

В данном выражении f t
i обозначает состояние осциллятора с порядковым номе-

ром i в t-й временной такт. В дальнейшем, для определенных в рамках дина-
мической реализации системы наборов разностей |D̂f |, формируется плотность
вероятности g(t, |D̂f |). Наконец, сопоставление динамической реализации кон-
кретному значению, отражающему степень развития некогерентности в системе,
можно построить на основе следующего соотношения:

g0(t) =

δ∫
0

g(t, |D̂f |)d|D̂f |. (2.71)

В указанной формулировке оно имеет понятный смысл, если учесть, что параметр
δg характеризует пороговое значение, разделяющее набор разностей, которые ис-
следователь отождествляет с когерентным и некогерентным режимом. Обычно
данная граница определяется через максимальную разность, в реализации δg =

0.01 × |D̂f |max. Следует отметить, что при определении (2.71) использовалась
форма нотации, представленная в работе [221]. Учитывая явную дискретность
подхода данную метрику можно определить в форме [222]:

g0(t) =
δ∑

|D̂f |=0

g(t; |D̂f |). (2.72)

В таком случае, значения g0 → 1 характерны для режима полной синхронизации,
в то время как g0 → 0 определяют некогерентный режим. Подобно предыдущим
метрикам, значения 0 < g0 < 1 связаны с состояниями частичной синхронизации.

2.4. Выводы главы

В данной главе был определен подход построения системы нейронов с супер-
диффузионной топологией взаимодействия. В частности, описаны основные осо-
бенности задания нелокального типа соединения с помощью дробного оператора
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Лапласа. Определена континуальная одномерная система, организованная на ос-
нове системы реакционно-супердиффузионных уравнений. Продемонстрирован
степенной отклик континуальной системы на дельта-возмущение, предопреде-
ляющий нелокальные особенности взаимодействия в дискретном приближении.
Описан процесс дискретизации, основанный на разностной схеме аппроксимации
дробного оператора Лапласа. Определена двухкомпонентная [1D2C] и трехком-
понентная [1D3C] дискретная система нейронов, организованная на основе раз-
ностной схемы аппроксимации дробного оператора Лапласа, а также нелинейных
функций модели Hindmarsh-Rose. Определены основные метрики в одномерном
приближении для определения и анализа состояний частичной синхронизации,
воспроизведенных на базе супердиффузионной топологии.
Результаты данной главы задают основу для формирования представления о

внедренном параметрическом пространстве (αu, αv) конфигураций супердиффу-
зионных топологий, на основе которых в дальнейшем будет произведен анализ
состояний частичной синхронизации.
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Глава 3

Состояния частичной синхронизации в
системе супердиффузионно связанных
нейронов, организованных на основе
одномерной и двумерной систем

На базе вышеизложенных суждений, формирующих свое концептуальное на-
чало от непрерывных реакционно-супердиффузионных систем [(2.56) и (2.57)]
и сводящихся к дискретной форме представления [(2.58) и (2.59)] имеет смысл
сформировать динамическую систему и предопределить в ней набор параметров,
для которых возможны реализации различных состояний частичной синхрониза-
ции. Основные результаты данной главы отражены в работах [200, 201].

3.1. Состояния частичной синхронизации, полученные на базе
одномерных систем

3.1.1. Двухкомпонентная система с супердиффузией по первой компоненте

Для построения последовательного изложения мы сначала воспроизвели дина-
мику [1D2C] системы с [HR2] нелинейностью. Как уже было указано, реализация
системы воспроизводилась с использованием разделения по физическим процес-
сам, где кинетическая часть была определена на основе явной итерационной нело-
кальной схемы (2.59), а нелинейная часть (2.55) с помощьюметода Рунге-Кутты 4-
го порядка. В качестве начальных условий использовались однородно распреде-
ленные на интервале (−1, 1) случайные начальные условия [Uniformly Distributed
Random Initial Conditions, UDRIC] по u и v компоненте, соответствующие гра-
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нице притяжения предельного цикла для каждого осциллятора, входящего в со-
став распределенной системы. Динамика системы с супердиффузионной связью
по первой компоненте αu < 2 и классической диффузионной связью по второй
αv = 2 представлена на Рис.3.1 и проявляет особенности зарождения некогерент-
ного сценария, в частности при αu = 1.4 1. Значения, определяющие параметры
нелокальности l1 = l2 = l − 1 и l = 10. Если дополнительно не указано, коэффи-
циенты дискретизации в случае [1D2C] и [1D3C] постановок для данной главы:
dt = 0.01 и dx = 0.005. Состояния системы для различных временных фрагмен-

(a) (b) (c) (d) (e)

Рис. 3.1: Динамика одномерной двухкомпонентной системы [1D2C] с супердиффузионной связью
по первой компоненте (αu < 2) и классической диффузионной связью по второй компоненте αv =

2. Продемонстрирован переход от синхронизации (a) при (αu = 2, αv = 2), к химерному (d)
(αu = 1.4, αv = 2) и уединенному (e) (αu = 1.2, αv = 2) состоянию через промежуточные режимы,
характеризующиеся образованием фазовых волн различных масштабов (b) (αu = 1.8, αv = 2) и
(c) (αu = 1.6, αv = 2).

тов явно демонстрирующих переход от синхронизации к образованию химерных
состояний, продемонстрированы на Рис.3.2.

1В целях лаконичности изложения без ущерба общности дополнительные детали указаны в описании к рисункам.
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 3.2: Состояния [1D2C] системы для указанных фрагментов времени t = T , соответствующие
результатам, представленным на Рис.3.1. Синхронизация наблюдается при (αu = 2, αv = 2) (a),
образование химерного состояния при (αu = 1.4, αv = 2) (d) и уединенного состояния, обозна-
ченного зеленым прямоугольником при (αu = 1.2, αv = 2) (e). Изменение масштабов фазовых
волн представлено на рисунках (b) (αu = 1.8, αv = 2) и (c) (αu = 1.6, αv = 2).

3.1.2. Двухкомпонентная система с супердиффузией по первой и второй ком-
поненте

Важные общие суждения о распределенной системе можно вынести на осно-
ве анализа ее параметров. Одними из ключевых переменных супердиффузион-
ной постановки являются показатели дробного оператора Лапласа (αu, αv), от-
ветственные за топологии супердиффузионного взаимодействия. Зависимости
R(αu, αv) (2.63), SI(αu, αv) (2.65), отражающие уровень развития некогерентно-
сти в [1D2C] системе для различных значений Iext, представлены на Рис. 3.3. Для
конкретных конфигураций супердиффузионных сетей (отмеченных в параметри-
ческом пространстве) на рисунке также были представлены динамические реа-
лизации. Для задач текущего исследования было выбрано характерное значение
δSI = 0.4, основываясь на данных Рис.3.4 (c,d) иM = 20.
Представленный анализ и согласованность указанных метрик позволяют сде-

лать важный вывод о связи конфигураций супердиффузионных сетей с динами-
ческими режимами полной синхронизации SI → 0, R → 1, частичной синхро-
низации 0 < SI < 1, 0 < R < 1 и развитой некогерентности SI → 1, R → 0.
В частности, показано, что развитие пространственного беспорядка сопряжено с
развитой нелокальной топологией взаимодействия между элементами обоих ком-
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Рис. 3.3: Значения фактора синхронизации R(αu, αv) (2.63) и силы некогерентности SI(αu, αv)

(2.65) для возможных комбинаций параметров (αu, αv) [1D2C] системы с [HR2] нелинейностью.
(а) Iext = 1.6, (б) Iext = 1.8, (c) Iext = 2.0. R = 1 и SI = 0 соответствуют режиму полной
синхронизации (белая область). В свою очередь, R = 0 и SI = 1 характеризуют режим полной
некогерентности (черная область). Крупномасштабные структуры наблюдаются при 0.3 < R < 1

и SI = 0. Различные виды химерных состояний формируются в диапазоне 0.2 < R < 0.3 и
0 < SI < 1. Переходный режим от химер к развитой некогерентности (или состояниям с изна-
чально развитой некогерентностью) наблюдается при R < 0.2 и SI → 1. На рисунке показано
анизотропное развитие области некогерентности в пространстве параметров (αu, αv), ответсвен-
ных за конфигурации [1D2C] системы.

понент (αu < 1.5, αv < 1.5), в свою очередь полная синхронизация связана с ло-
кальным типом взаимодействия по первой компоненте αu → 2.0 и не так сильно
зависит от топологических особенностей взаимодействия элементов второй ком-
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поненты αv.

(a) (b)

(c) (d)

Рис. 3.4: Метрики, отражающие развитые состояния как полной, так и частичной синхронизации
для различных значений Iext. На рисунке (a) представлен фактор синхронизации [1D2C] системы
R(αu, αv = 2) для Iext = 1.6 (синяя линия), Iext = 2.0 (зеленая линия). Значения R(αu), соот-
ветствующие [1D3C] случаю для Iext = 2.0, отображены фиолетовой линией. Зеленые области
характеризуют диапазон значений R(αu), формируемых в [1D2C] системах, организованных на
базе 15 различных [UDRIC]. На рисунке (b) представлена сила некогерентности SI(αu) для раз-
личных пороговых значений δ в рамках [1D3C] систем и значения Iext = 2.0. Рисунки (с), (d)
описывают зависимость SI(αu) от порогового значения δ в [1D2C] случае с целью оптимальной
калибровки метрики на основе параметров Iext = 1.6 и Iext = 2.0 соответственно.

3.1.3. Трехкомпонентная система

Важное понимание развития динамических режимов в трехкомпонентной си-
стеме [1D3C] с [HR3] нелинейностью можно получить на основе ее сопоставле-
ния с системой двухкомпонентной [1D2C], [HR2]. Сравнительный анализ ключе-
вых метрик представлен на Рис. 3.4. На фрагменте (a) представлено сравнение
фактора синхронизации R(αu ≤ 2, αv = 2.0) для трех систем. Синяя и зеле-
ная линии соответствуют [1D2C] системе с классической диффузией по второй
компоненте αv = 2.0, а также с Iext = 1.6 и Iext = 2.0 соответственно. Видно,
что данный класс систем демонстрирует явный резонансный эффект в диапазоне
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(d)

(c)(a) (b)

(1) (2)

Рис. 3.5: (a) Формирование химерного состояния для [1D3C] системы с параметрами Iext = 2 и
r = 0.001 для случая нелокальной связи, заданной показателями αu = 1.4 и αv = 2 и начальными
условиями [UDRIC] для u и v компонент. Для компонентыm использовались нулевые начальные
условия. Расчеты проводились с параметром дискретизации dt = 10−3. Параметр локального по-
рядка (b), соответствующий реализации (a), отражает развитие некогерентности в системе. Фраг-
мент (c) показывает состояние системы с областями пространственно неоднородной активности, а
также областями повышенной синхронизации для моментов времени t = T . Сравнение участков
[1D3C] и [1D2C] систем, состоящих из Xmax = 103 нейронов отображено на фрагменте (d).

1.2 < αu < 1.6. Зеленые области на графике отражают два возможных паттерна
заполнения метрики R(αu ≤ 2, αv = 2.0) для 15 различных версий [UDRIC]. Это
свидетельствует о важном свойстве [1D2C] системы — селективности по отно-
шению к внешнему стимулу и метастабильности. В свою очередь, кардиналь-
но иной тип поведения демонстрирует [1D3C] система, проявляя более интен-
сивное развитие некогерентности при изменении параметра αu, ответственного
за нелокальность взаимодействия. Сравнительный анализ силы некогерентности
SI(αu ≤ 2, αv = 2.0) для [1D2C] системы с Iext = 1.6 и Iext = 2.0, а также [1D3C]
системы с Iext = 2.0 представлен на фрагментах (c), (d) и (b) соответственно в
зависимости от различных значений δ. Динамическая реализация [1D3C] систе-
мы относительно [UDRIC] представлена на Рис.3.5. Фрагмент (a) демонстрирует
развитие химерной структуры при (αu = 1.4, αv = 2.0), в свою очередь, соот-
ветствующее данному коллективному сценарию множество значений параметра
локального порядка, ответственного за выделение пространственно когерентных
и некогерентных участков, представлено на фрагменте (b). Состояние системы
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для соответствующих временных тактов представлено на фрагменте (c). Сопо-
ставление развития динамических режимов относительно единственного набора
[UDRIC] для [1D3C] (1) и [1D2C] (2) систем, состоящих из N = 103 нейронов,
с конфигурацией, организованной на базе (αu = 1.4, αv = 2.0), представлено
на фрагменте (d). Таким образом, полученные данные свидетельствуют о значи-
тельно более интенсивном развитии некогерентности в [1D3C] системах по срав-
нению с [1D2C] системами.

3.1.4. Случай нулевых граничных условий

С формальной точки зрения, корректное определение дробного лапласиана в
ограниченной области требует рассмотрения функции на отрезке с нулевыми гра-
ничными условиями. При этом, если нелинейная система имеет ненулевое устой-
чивое состояние, то границы будут являться источниками вторичного реакцион-
ного процесса и приведут к возмущению системы. В этом случае форма волно-
вого фронта будет определяться как самим процессом реакции (на который влия-
ют границы), так и взаимодействием с элементами центральной невозмущенной
зоны, динамика которой определяется исключительно начальными условиями и
нелинейнымифункциями [HR2], посредством супердиффузионного кинетическо-
го механизма. Основные результаты отражены на Рис. 3.6 для [1D2C] системы,
с (αu = 1.3, αv = 2.0) и Iext = 1.6 конфигурацией. На фрагменте (a) представ-
лены состояния системы в указанные временные такты, отражающие сформиро-
ванную пространственную некогерентность. Фрагмент (b) демонстрирует значе-
ния параметра локального порядка Lt

i для динамической реализации всей систе-
мы, подтверждая формирование некогерентного волнового фронта. В качестве
начальных условий использовались стационарные значения системы (u∗, v∗), и
поддерживались нулевые граничные условия, являющиеся источником вторич-
ного реакционного возмущения.

3.2. Состояния частичной синхронизации, полученные на базе
двумерных систем

Дальнейшее развитие подхода естественным образом осуществляется в терми-
нах двумерной системы супердиффузионно-связанных нейронов. Следуя введен-
ной системе обозначений, определим [2D2C] как двумерную двухкомпонентную
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(a)

(b)

Рис. 3.6: Динамика [1D2C] системы с фиксированными границами, а также параметрами (αu =

1.3, αv = 2) и Iext = 1.6. Состояния системы в определённые моменты времени представлены на
фрагменте (a). Зелёным прямоугольником обозначена область некогерентного поведения. Синим
прямоугольником обозначена область спонтанной синхронизации. Параметр локального порядка
L (2.68), демонстрирующий распространение фронта некогерентности представлен на фрагменте
(b).

систему с [HR2] нелинейностью, а [2D3C] — как двумерную трехкомпонентную
систему с [HR3] нелинейностью.
Необходимо сразу сказать, что полное задание дробного оператора Лапласа в

двумерном случае, должно обладать инвариантностью относительно вращения.
Однако такой подход, с учетом развитой нелокальной специфики, привел бы к из-
быточно сложной конфигурации связей. Более того, хорошо известно, что струк-
тура кортикальной сети обладает развитой анизотропией, с выделением двух ха-
рактерных направлений, формирующих слои и колонки между ними. Как след-
ствие, мы используем анизотропный подход к формированию кинетической ча-
сти, имеющий приложения в работах [71, 72, 194—198, 223, 224]:

(−∆x,y)
αq/2 := (−∆x)

αq/2 + (−∆y)
αq/2, q = {u, v}. (3.1)

Разностная схема в таком случае может быть модифицирована понятным образом
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(3.2)

Значения параметров, связанных с радиусом взаимодействия, l(x+) = l(y+) = l(x−) =

l(y−) = l − 1 и l = 10. Пространственные индексы обозначены как i и n. Индекс,
соответствующий дискретному временному такту, обозначен как t. Параметры,
связанные с дискретизацией, имеют следующую форму:

r(x+)
q = r(x−)

q = −1

2
sec(παq/2)dt(dx)

−αq , (3.3)

r(y+)q = r(y−)q = −1

2
sec(παq/2)dt(dy)

−αq . (3.4)

Как видно, разностная схема (3.2), соответствующая определению (3.1), связана
с анизотропной конфигурацией связи между нейронами. Весовые коэффициенты
по двум избранным направлениям g

(j)
q , q = {u, v} вводятся аналогично одномер-

ному случаю:

g(j)q = (−1)j

(
αq

j

)
=

(−1)jΓ(αq + 1)

Γ(αq − j + 1)Γ(j + 1)
, q = {u, v}. (3.5)

Параметры дискретизации для [2D2C] и [2D3C] постановок: dt = 0.005, dx =

dy = 0.005.



70

3.2.1. Двумерная двухкомпонентная система с супердиффузионным типом
связи по одной компоненте

Основные результаты, отражающие состояния дискретной [2D2C] системы (3.2)
для случая (αu ≤ 2, αv = 2.0) представлены на Рис.3.7. В частности, рисунок де-

(e)(a) (b) (c) (d)

Рис. 3.7: Состояние [2D2C] системы в момент времени T = 25000 для различных показателей
αu дробного лапласиана с классическим диффузионным типом взаимодействия (αv = 2) для вто-
рой компоненты и Iext = 1.7. Фрагменты (a) и (b) отображают развитие полной синхронизации в
системе для αu = 2.0 и αu = 1.8 соответственно. Фрагмент (c) демонстрирует переходное состоя-
ние при αu = 1.6, характеризующееся изменением масштаба возникающих структур и ярко выра-
женным автоволновым поведением. Наконец, фрагменты (d) и (e) представляют собой химерные
состояния, возникающие при αu = 1.4 и αu = 1.2. Результаты были получены с использованием
единственного набора [UDRIC].

монстрирует независимое развитие нескольких систем с различными конфигура-
циями связи (αu = 2.0, αv = 2.0) (a), (αu = 1.8, αv = 2.0) (b), (αu = 1.6, αv = 2.0)

(c), (αu = 1.4, αv = 2.0) (d), (αu = 1.2, αv = 2.0) (e) для единственного на-
бора [UDRIC]. Видно, что по мере уменьшения показателя αu система прояв-
ляет пространственно некогерентное поведение для определенных групп нейро-
нов. Более подробное отражение динамических особенностей зарождения и раз-
вития состояний частичной синхронизации представлено на Рис.3.8 для случая
(αu = 1.2, αv = 2.0) и Iext = 1.7.
Детальный анализ конкретной конфигурации [2D2C] системы с супердиффу-

зионной связью выявляет ряд особенностей. На фрагментах (a1–a3) показано со-
гласование автоколебательной динамики с некогерентными режимами. Белой ли-
нией на фрагменте (a) выделена одномерная подсистема, динамика и состояния
которой представлены на фрагментах (b) и (c), соответственно. Для наглядного
разделения когерентных и некогерентных групп нейронов на фрагменте (d) пред-
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(b)
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(a1) (a2) (a3)

(c)(d)

Рис. 3.8: Динамика структур, реализованная в [2D2C] системе с αu = 1.2 и αv = 2.0 для
Iext = 1.7. Фрагмент (a) демонстрирует динамические режимы, которые возникли в момент вре-
мени T = 25000 (аналогично фрагменту (e) на Рис.3.7). Развитие динамики в пределах указан-
ной подобласти, отмеченной зеленым прямоугольником, продемонстрировано на фрагментах (a1),
(a2) и (a3). Можно видеть, что система реализует изолированные области с независимой внутрен-
ней динамикой, характеризующиеся меньшими пространственными масштабами. Представление
пространственно-временной динамики для одномерной подсистемы, отмеченной белой линией,
продемонстрировано на фрагменте (b) и наглядно проявляет эволюцию химерного состояния в си-
стеме. Состояния одномерной подсистемы в указанные моменты времени продемонстрированы
на фрагменте (c). Фрагмент (d) демонстрирует параметр локального порядка L (в соответствии
с выражениями (3.6) и (3.7)) для T = 25000. Синий цвет соответствует зоне полной локальной
синхронизации, белый — несинхронизированной зоне.
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ставлен параметр локального порядка L, рассчитанный для двумерного случая
(d = 2), приведенный на основе концептуального обоснования одномерного слу-
чая (d = 1):

Lt
i,n =

∣∣∣∣ 1

2d+ 1

∑
i′,n′∈Ωi,n

e
√
−1ϕt

i′,n′

∣∣∣∣, (3.6)

с соответствующей локальной переменной, агломерирующей в себе информацию
об отношении компонент состояния:

ϕt
i,n = arctan

(
vti,n
uti,n

)
. (3.7)

Область Ωi,n определяет четыре ближайших узла, включая данный (i, n). Основ-
ной результат текущего пункта состоит в том, что состояния частичной синхрони-
зации могут возникать в распределенной двумерной супердиффузионной системе
нейронов с [HR2] нелинейностью и внутренней анизотропией взаимодействия 2

для параметров, эквивалентных реализации состояний частичной синхронизации
в одномерной системе.

3.2.2. Двумерная двухкомпонентная система с супердиффузионной связью
по обоим компонентам

Для расширения общего понимания нелинейно-динамических процессов в си-
стемах с [2D2C] конфигурацией мы внедрили супердиффузию по обеим компо-
нентам. С целью формирования общего представления о динамических реализа-
циях, включающих состояния частичной синхронизации, было исследовано мно-
жество супердиффузионных конфигураций сетей в диапазоне параметров (1.1 ≤
αu ≤ 2.0, 1.1 ≤ αv ≤ 2.0). Для каждой конфигурации (αu, αv) рассчитывалась
соответствующая метрика, отражающая уровень развития некогерентности в си-
стеме: фактор синхронизации R(αu, αv), сила некогерентности SI(αu, αv) (при
δSI = 0.35) и усредненный по пространственно-временной области параметр ло-
кального порядка ⟨L(αu, αv)⟩r,t. В качестве аналитического расширения опреде-
ления фактора синхронизации R на двумерный случай использовались следую-
щие выражения:

R =
⟨[F t]2⟩t − ⟨F t⟩2t

1/N 2
∑
i,n

(⟨[uti,n]2⟩t − ⟨uti,n⟩2t )
, (3.8)

2В данном случае анизотропный характер прямо связан в выделением двух характерных направлений в нелокаль-
ном итерационном отображении.
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Рис. 3.9: Верхняя часть: зависимостиR(αu, αv), SI(αu, αv) и
〈
L(αu, αv)

〉
r,t
для дробных показате-

лей оператора Лапласа (αu, αv), ответственных за тип конфигурации сетевой структуры, органи-
зованной на базе [2D2C] системы. Представлены интерполированные данные соответствующих
метрик для двух наборов [UDRIC], при Iext = 1.9. Заштрихованная область демонстрирует разни-
цу в динамике в зависимости от начальных условий. Нижняя часть: примеры пространственно-
временной динамики, организованной на базе начальных условий первого образца, относящиеся
к определенным точкам в параметрическом пространстве конфигураций (αu, αv).

F t =
1

N 2

∑
i,n

uti,n. (3.9)
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В свою очередь, двумерный аналог силы некогерентности SI был определен на
основе следующих выражений:

SI = 1− 1

M 2

M∑
p,q=1

s(p, q), (3.10)

σ(p, q) =

〈√√√√√1/m2

Γ(m,p)∑
i=Ω(m,p)

Γ(m,q)∑
n=Ω(m,q)

[W t
i,n − ⟨W ⟩tr]2

〉
t

, (3.11)

W t
i,n =

√
(uti,n − uti+1,n)

2 + (uti,n − uti,n+1)
2. (3.12)

и
s(p, q) = H

(
δSI − σ(p, q)

)
. (3.13)

Как и для одномерной реализации, в данных формулах содержится функция Хе-
висайда H(x), а также параметр, определяющий порог некогерентности δSI . Ис-
пользование независимых подобластей, связано c соответствующимидейнымрас-
ширением одномерной метрики (2.65). Значения параметра локального поряд-
ка для конкретных нейронов и временных фрагментов рассчитывались на основе
(3.6).
Основные результаты зависимости соответствующих метрик от сетевых кон-

фигураций отражены в верхней части Рис. 3.9 для двух различных конфигураций
[UDRIC]. Заштрихованная область иллюстрирует различия в соответствующих
реализациях. В нижней части рисунка представлены примеры динамических ре-
ализаций, соответствующих указанным конфигурациям. В частности, продемон-
стрирован переход от развития некогерентных режимов (a, b) к состояниям ча-
стичной синхронизации (c), дальнейшему развитию автоволновых процессов (d)
и, наконец, развитию синхронизации при соответствующем изменении парамет-
ров (αu, αv) [2D2C] системы.

3.2.3. Двумерная трехкомпонентная система

Наконец, важно рассмотреть полный случай задания [2D3C] системы с [HR3]
нелинейностью. В заданной полной формулировке на реализуемую динамику
влияет параметр скорости изменения третьей компоненты r, существенно моди-
фицируя автоколебательный режим точечной подсистемы по мере своего изме-
нения. Состояние двумерной подсистемы (a), а также состояния (b) и динамика
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(a)
(b)

(c)

Рис. 3.10: Демонстрация основных динамических особенностей на примере состояний [2D3C]
системы с параметрами αu = 1.4, αv = 2.0, Iext = 1.7, r = 0.001 в момент T = 25000. Кон-
фигурации, организованные на базе [2D3C] систем, демонстрируют более интенсивный переход
к полной некогерентности при соответствующих значениях параметров. Фрагмент (a) представ-
ляет собой состояние системы в момент времени T=25000 с синхронизированной центральной
частью и неоднородной внешней зоной. Фрагмент (b) — состояния одномерных подсистем, за-
данных вдоль соответствующих направлений и отмеченных белыми линиями на фрагменте (a).
Фрагмент (c) — динамика одномерных подсистем за весь период моделирования.

(c) одномерных подсистем, заданных вдоль основных направлений, представле-
ны на Рис.3.10 для значения r = 10−3 и Iext = 1.7. Видно, что внедрение слабого
влияния третьей компоненты приводит к иному процессу, характеризующемуся
более ярко выраженным сценарием развития некогерентной области.
Принципиально иная картина наблюдается при увеличении темпа эволюции

третьей компоненты r = 10−2. Стоит отметить, что трехкомпонентная природа
системы (при заданных параметрах) сопряжена с переходом от регулярных авто-
колебаний к режиму пачечной активности. Следствием этого является закономер-
ный переход каждого элемента системы в предпороговое (релаксационное) состо-
яние со временем. При этом коллективная динамика в рамках заданного процесса
может демонстрировать состояния частичной синхронизации. Основные резуль-
таты, соответствующие данному случаю, представлены на Рис.3.11. В частности,
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(a) (b) (b1)(c)

(d) (e) (f)

Рис. 3.11: Состояния [2D3C] системы с дробными показателями Лапласа (αu < 2, αv = 2) для
параметра скорости изменения третьей компоненты r = 0.01. Фрагменты (a) (αu = 1.1), (b)
(αu = 1.3) и (c) (αu = 1.5) представляют собой состояния системы в момент времени T = 9000

с параметром внешнего ионного тока Iext = 1.7. Фрагмент (b1) соответствует одномерной под-
системе, обозначенной горизонтальной линией на рисунке (b), и демонстрирует динамику фор-
мирования состояния частичной синхронизации и последующего перехода к состоянию полной
синхронизации, связанного с локальным затуханием. Прямоугольник на фрагменте (b1) представ-
ляет приблизительное время, в течение которого химеры были отчетливо различимы. Фрагменты
(d) (αu = 1.1), (e) (αu = 1.3) и (f) (αu = 1.5) показывают состояния системы в финальный мо-
мент времени T = 29999 для параметра Iext = 2.0. В отличие от (b1), система вышла из режима
глобальной синхронизации с образованием структур, похожих на кольцевые химеры. Квадратные
вставки на фрагментах (b) и (e) сделаны для удобства демонстрации наиболее характерных обла-
стей.

фрагменты (a), (b) и (c) отражают возникновение некогерентных участков при пе-
реходе системы к предпороговому состоянию для момента T = 9000 и значения
Iext = 1.7. В свою очередь, при проявлении пачечной активности в системе реа-
лизуются кольцевые химеры после выхода системы из предпорогового состояния
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на поздних временах T = 29999 для Iext = 2.0. Всё вышеизложенное свиде-
тельствует о возможном богатстве пространственно-динамических реализаций,
поддерживающих различные виды состояний частичной синхронизации на базе
двумерных систем.

3.3. Выводы главы

В рамках данной главы были рассмотрены ансамбли нелокально связанных
нейронов, сформированные на базе [nDmC], n = 1, 2; m = 2, 3 систем с су-
пердиффузионной связью. Нелокальный тип взаимодействия в такой постановке
для каждой компоненты u и v характеризуется показателями αu и αv дробного
оператора Лапласа −(−∆)αq/2, q = {u, v}. В двух- и трехкомпонентных одно- и
двумерных системах был обнаружен широкий спектр химерных состояний, зави-
сящих как от характерных параметров нелинейных функций модели Hindmarsh-
Rose, так и от показателей дробного лапласиана αu и αv. В рамках данного пара-
метрического пространства удалось обнаружить существование синхронизации,
волновых процессов разного масштаба, химерных и химероподобных структур.
Было установлено, что изолированные некогерентные области могут оказы-

вать влияние на крупномасштабные пульсации. Данный процесс предполагает
возможную взаимную связь между химерами и крупномасштабными кортикаль-
ными волнами, которые имеют важное значение для задач нейробиологии (см.,
например [225]).
Для [nDmC], n = 1, 2; m = 2, 3 систем были вычислены: фактор синхрониза-

ции R(αu, αv), параметр локального порядка L(αu, αv) (для одномерного случая)
и ⟨L(αu, αv)⟩r,t (для двумерного случая) и проведена оценка силы некогерентно-
сти SI(αu, αv). Все три метрики дают единое представление о параметрических
областях, для которых характерно развитие полной некогерентности, химерных
состояний и синхронизации. Наконец, результаты, представленные для [2D2C]
и [2D3C] систем, хорошо согласуются с результатами для [1D2C] и [1D3C] си-
стем. Как следствие, можно утверждать, что состояния частной синхронизации
без потери общности могут быть исследованы на базе структурно более простых
одномерных систем с супердиффузионной связью.
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Глава 4

Однородные и неоднородные
синхронизационные переходы,

воспроизведенные на базе ансамблей
нейронов с супердиффузионной

конфигурацией

Результаты предыдущей главы помогли сформировать четкое представление о
возможности возникновения состояний частичной синхронизации, включая хи-
мерные и уединенные состояния, на базе сетей с супердиффузионной топологи-
ей связи. Данный подход базировался на использовании разностной схемы для
дробного оператора Лапласа −(−∆)αq/2, q = {u, v}, а также на одномерных
[1D2C], [1D3C] и двухмерных [2D2C], [2D3C] многокомпонентных конфигураци-
ях. При этом имеется особая необходимость в формировании более комплексного
представления о нелинейно-динамических особенностях реализации состояний
частичной синхронизации, связанной с бифуркационными процессами в супер-
диффузионных сетях. Данная задача имеет принципиальное значение для после-
дующего развития модели и возможности формировать на ее основе сети с мо-
дульной топологией, более приближенные к актуальным задачам теоретической
нейронауки, а также глобально к теории сложных систем.
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4.1. Подробный анализ параметрического пространства супер-
диффузионных конфигураций

В предыдущей главе была продемонстрирована связь между реализацией со-
стояний частичной синхронизации, воспроизведенных на базе [1D2C] и [2D2C]
систем для схожего диапазона динамических параметров, а также параметров, от-
ветственных за кинетическую часть. Следствием данного факта является возмож-
ность исследования ключевых особенностей формирования состояний частичной
синхронизации на базе одномерных систем, что привносит явные преимущества
как в рамках аналитического, так и практического контекста.
Для задач текущей главы мы рассмотрели [nDmC], n = 1, 2; m = 2, 3 системы

c [HRm] нелинейностью и супердиффузионной топологией связи, состоящую из
N = 50 нейронов, формируя ярко выраженную дискретную основу с [UDRIC]
начальными условиями. Данные суждения позволили существенно увеличить
точность разбиения параметрического пространства и сформировать детальную
карту бифуркационных процессов в параметрическом пространстве показателей
дробного оператора Лапласа (αu, αv). В рамках данной главы использовались
значения дискретизации: dt = dx = 0.005. Результаты для полного диапазо-
на параметров, соответствующих супердиффузионной конфигурации, представ-
лены на Рис.4.1, а также изучены в статье [226]. В частности, для формирова-
ния исчерпывающего представления на рисунке продемонстрировано сопостав-
ление трех различных метрик: Фактора синхронизации R(αu, αv) (2.63), Силы
некогерентности SI(αu, αv) (2.65) (для случая δSI = 0.4 и M = 10), а также
классическойМеры пространственной корреляции g0(αu, αv) (2.71). Рисунок до-
полнен соответствующими обозначениями реализованных динамических режи-
мов для сетей с заданной конфигурацией (αu, αv): Inc — некогерентность, Ch
— химерное состояние, SS — уединенное состояние, PW — организация в виде
фазовых волн, Sync — синхронизация, Ch+PW — согласованное существование
химер и фазовых волн. Результаты, полученные в рамках данного исследования,
имеют топографическое сходство с предыдущими реализациями параметрическо-
го пространства для [1D2C] (Рис. 3.3) и [2D2C] (Рис. 3.9) систем, однако де-
монстрируют новое свойство, наиболее выраженное в диапазоне конфигураций
(1.4 < αu < 1.6, 1.8 < αv ≤ 2), заключающееся в резком разбиении парамет-
рического пространства. Сопоставление данной резконеоднородной области с



80

Ch
Ch Ch

(a) (b)
Inc

Inc Ch

Sync

Sync

PW

P
W

P
W

PW

SS C
h+

P
W

C
h+

P
W

Inc
SS

Sync and PW

(c) (d) (e)

Рис. 4.1: Динамические режимы, возникающие в параметрическом пространстве дробных показа-
телей оператора Лапласа (αu, αv), ответственных за особенности конфигурации сети для N = 50

нейронов. В качестве индикаторов развития состояний с различной степенью синхронизации, ис-
пользуются три метрики: Фактор синхронизацииR(αu, αv) (a), Сила некогерентности SI(αu, αv)

(b) иМера пространственной корреляции g0(αu, αv) (c–e). Пунктирные прямоугольники на фраг-
менте (а) обозначают области, которые будут исследованы более подробно на Рис.4.2. Обозначе-
ния связывают конкретные конфигурации сетей (αu, αv) с формированием динамических режимов
синхронизации (Sync), фазовых волн (PW), химер и фазовых волн (Ch+PW), уединенных состоя-
ний (SS) и химер (Ch). Вставка на фрагменте (b) демонстрирует область неоднородного синхрони-
зационного перехода для указанного диапазона параметров (1.4 ≤ αu ≤ 1.6, 1.8 ≤ αv ≤ 2). Фраг-
менты (c)-(e) демонстрируют значения g0(αu, αv) для финального момента времени T = 29999

эволюции системы. Фрагменты (d) и (e) проявляют нитевидные структуры в параметрическом
пространстве, характерные для диапазона параметров между областью однородного и неодно-
родного синхронизационного перехода, и связанные с развитием уровня некогерентности для кон-
кретных конфигураций (αu, αv) в финальный момент времени.
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New representation

(a) (b) (c)

(d) (b1) (b2)

Ch

Ch

.

.

.

.

PW

SS

SS

SS
SS

Sync

Sync
PW

PW

PW

Inc

Ch

Ch

Ch

Ch

Ch+PW

Ch+PW

PW

Ch+
SS

Рис. 4.2: Бифуркационные диаграммы конкретных областей, продемонстрированных на Рис. 4.1
(а), на основе фактора синхронизации R(αu, αv). На фрагменте (a) [снизу вверх] продемонстри-
рован переход от фазовых волн (PW) к развитию пространственного когерентного режима (Sync)
с дальнейшим развитием химерных состояний (Ch) и некогерентных режимов (Inc). Фрагмент (b)
иллюстрирует область, включающую области химер (Ch) и фазовых волн (PW), а также режимы,
сочетающие химеры и крупномасштабные фазовые волны (Ch+PW). Фрагмент (b1) — это допол-
нительное представление, демонстрирующее небольшие вариации в метрикеR(αu, αv). Фрагмент
(b2) отображает отмеченную область из (b1) и выявляет неоднородную структуру параметриче-
ского пространства при малых изменениях конфигураций супердиффузионных сетей. Фрагмент
(c) соответствует области, которая аналогична вставке на Рис.4.1 (b), с неоднородным синхрони-
зационным переходом. Фрагмент (d) иллюстрирует область, соответствующую различным скоро-
стям развития некогерентного режима. Обозначения: (Sync) — синхронизация, (PW) — фазовые
волны, (Ch) — химерное состояние, (SS) — одиночные состояния, (Ch+PW) — сосуществование
химер и фазовых волн, (Inc) — развитие некогерентного состояния, (Ch+SS) — неидеальное хи-
мерное состояние (сосуществование химер и уединенных состояний).

однородными областями характеризует реализации динамической системы с раз-
личным уровнем развитой некогерентности и с формальной точки зрения может
быть сопряжено с различными бифуркационными процессами. В частности, в
случае однородного синхронизационного перехода мы обнаруживаем суперкри-
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тическую бифуркацию, в свою очередь, резконеоднородный синхронизационный
переход может быть отождествлен с каскадом субкритических бифуркаций 1.
Для более детального сопоставления сетевых конфигураций, принадлежащих

параметрической области однородного и неоднородного синхронизационного пе-
рехода, на Рис.4.1 также указаны параметрические области (белые прямоуголь-
ники), отраженные на Рис.4.2 для R(αu, αv). На фрагменте (a) продемонстри-
рован синхронизационный переход от конфигураций, поддерживающих образо-
вание фазовых волн и синхронных режимов, к химерным состояниям. Особое
внимание следует уделить фрагментам (b) и (c). На них явно представлены об-
ласти с динамическими режимами, характерными для однородного и неоднород-
ного синхронизационных переходов. Белые круги указывают на конкретные кон-
фигурации, которые представлены на Рис.4.3. В частности, фрагменты (b1) и (b2)
демонстрируют карту развитых динамических режимов в другой цветовой шка-
ле для более удобного разделения развитых динамических режимов. Наконец,
фрагмент (d) иллюстрирует однородность в параметрической области, соответ-
ствующей развитию некогерентности.

(a) (b)

Рис. 4.3: Динамика развития химерных состояний для двух разных областей параметрическо-
го пространства (αu, αv). Шаг по параметру между соответствующими значениями показателя
δαu = 0.02 дробного оператора Лапласа (для каждой области) одинаков. Как видно из участ-
ков, обозначенных белыми прямоугольниками, конфигурации сети, организованные на основе
(αu = 1.34, αv = 1.9) и (αu = 1.36, αv = 1.9) (a), показывают схожую динамику. В то же вре-
мя конфигурации с (αu = 1.48, αv = 1.9) и (αu = 1.5, αv = 1.9) (b) демонстрируют развитие
различных режимов. Точки в пространстве параметров дробных показателей оператора Лапласа
(αu, αv), соответствующие данным конфигурациям, дополнительно помечены на Рис.4.2 (b, c).

1Заметим при этом, что последнее сопоставление является в некотором смысле «приближенным», ибо явление
гистерезиса, в общепринятом ключе связанное с субкритическим типом бифуркаций, дополнительно исследовано не
было.
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4.2. Модификация метрики и выявление дополнительных осо-
бенностей параметрического пространства

Нелокальная форма взаимодействия между нейронами, организованная на ба-
зе супердиффузионной схемы взаимодействия, может быть идейно-независимым
образом использована для модификации классической меры пространственной
корреляции g0(αu, αv) (2.71). При этом принципиальная значимость данной по-
становки не ограничивается использованием модифицированной метрики лишь
для систем с супердиффузионной конфигурацией, а может быть применена для
более широкого спектра задач, связанных с выявлением и анализом состояний
частичной синхронизации в сложных системах с различной конфигурацией внут-
ренних связей. Основные результаты данного пункта изложены в работе [227].

4.2.1. Формирование спектра дробных мер пространственной корреляции

Первоначальный подход к обобщению может быть определен через дробный
оператор Лапласа F̂{(−∆)α/2f(r⃗)}(k⃗) = |⃗k|αF̂{f(r⃗)}(k⃗), где F̂(·)(k⃗) — оператор
преобразования Фурье [191]. Как уже было продемонстрировано в предыдущих
главах, в одномерном случае при рассмотрении величин внутри конечной области
можно прийти к определению, выраженному через левостороннюю и правосто-
роннюю производные Римана–Лиувилля (см. [110, 228, 229]):

−(−∆)α/2f = − 1

2cos(πα/2)

[
aD

α
xf + xD

α
b f

]
, (4.1)

и, как следствие, в дискретном случае, на основе представления, связанного с чис-
ленной аппроксимацией дробных производных Грюнвальда-Летникова со здвиго-
вой конфигурацией [230, 231]:

− (dx)α(−∆)α/2f → − 1

2cos(πα/2)

(
i+1∑
j=0

J (j)
α f t

i+1−j+

N−i+1∑
j=0

J (j)
α f t

i−1+j

)
, α ∈ (1, 2]. (4.2)

Следует дополнительно отметить, что данный переход от континуального пред-
ставления к дискретному осуществляется при соблюдении определенных усло-
вий, указанных в [228]. С точки зрения задач текущей работы, мы опираемся ис-
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ключительно на дискретный подход как на самостоятельную и независимую еди-
ницу. Континуальное представление было введено в качестве наводящей идеи
перехода от классического определения к дробному. В частности, из последнего
соотношения можно определить конечную разность:

D̂αf =
1

2

(
R1(i)∑
j=0

J (j)
α f t

i+1−j +

R2(i)∑
j=0

J (j)
α f t

i−1+j

)
, (4.3)

с R1(i) = i+ 1, R2(i) = N − i+ 1 и весовыми коэффициентами, определенными
в следующей форме:

J (j)
α = (−1)j

(
α

j

)
=

(−1)jΓ(α + 1)

Γ(α− j + 1)Γ(j + 1)
. (4.4a)

Последняя формулировка может быть сведена к итерационному соотношению:

J (0)
α = 1 и J (j)

α = −α− j + 1

j
J (j−1)
α for j = 1, 2, ... . (4.4b)

Нетрудно заметить, что при дробном показателе α = 2 выражения (2.70), (4.2)
и (4.3) становятся эквивалентными друг другу:

D̂f ≡ D̂2f =
1

2

[
d̂ 2
h

{
f(x+ h)

}
+ d̂ 2

−h

{
f(x− h)

}]
=

1

2

[ 2∑
j=0

(−1)j

(
2

j

)
f(x− [j − 1]h) +

2∑
j=0

(−1)j

(
2

j

)
f(x+ [j − 1]h)

]
=

1

2

[
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h) + f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

]
=

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h) → f t
i+1 − 2f t

i + f t
i−1. (4.5)

Поскольку большинство дискретных динамических реализаций f(·) связанных
осцилляторов организовано с периодическими граничными условиями, имеет осо-
бый смысл ввести эту особенность в соответствующую разностную схему. При
такой постановке задачи удобно выбрать значения R1(i) = R2(i) = R, сопостави-
мыми с линейными размерами N рассматриваемых систем. В рамках представ-
ленных ниже реализаций использовались значения R = N − 1.
С учетом вышеизложенного, становится возможным перейти от сравнения ло-

кальной кривизны |D̂f | близлежащих элементов к определению некоторой обоб-
щённой метрики |D̂αf |, в пределе сводящейся к классической (|D̂2f | ≡ |D̂f |).
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На базе новых реализаций |D̂αf | аналогичным образом могут быть построены
нормированные плотности: g(|D̂αf |) для различных показателей α. Основные
различия между классическим и дробным подходами отображены на Рис. 4.4.
Двойственность определений (4.2) и (4.3) обусловлена двойственным подходом

к обобщению дробных разностей, которые, в свою очередь, основаны на опреде-
лении дробного оператора Лапласа и на прямом подходе соответственно. В силу
аддитивной природы соответствующего множителя в (4.2), а также сравнитель-
ной простоты построения g(|D̂αf |) при α → 1, в качестве базового определения
разумно выбрать (4.3).

Classical measure of spatial correlation Fractional measure of spatial correlation
(a) (b)

Рис. 4.4: Пример, иллюстрирующий основные различия между классической (a) и дробной (b)
мерами пространственной корреляции. Сравнение проводится относительно заранее выбранного
элемента f t

i (обозначен пунктирной красной линией) предварительно сгенерированной выборки
f t
(·). Как показано в части (a), сравнение в классическом смысле основывается на значениях бли-
жайших элементов (f t

i−1, f
t
i , f

t
i+1). В свою очередь, введение дробной центральной разности зада-

ет нелокальное сопоставление (..., f t
i+1−j, ..., f

t
i , ..., f

t
i−1+j, ...) с j = 0, 1, 2, ... и соответствующими

весами, зависящими от параметра α (b). Ослабление цветов пунктирных линий соответствует
уменьшению весов для удаленных элементов при конкретной реализации α < 2. В пределе α → 2

часть (b) преобразуется в часть (a).

Выражение для дробной меры пространственной корреляции может быть пред-
ставлено в общем виде:

g0(α, t) =

δα∫
0

g(t; |D̂αf |)d|D̂αf |. (4.6)

Учитывая дискретную природу изучаемых реализаций динамических систем, а
также конечное число разностных значений, возникающих при повышении точ-
ности разбиения, и принимая во внимание форму обозначений, использованную
в [222], мы можем записать следующее выражение:

g0(α, t) =

δα∑
|D̂αf |=0

g(t; |D̂αf |). (4.7)
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4.2.2. Применение дробной меры пространственной корреляции

Дробнаямера пространственной корреляции g0(α) использует дополнительный
параметр α, который определяет организацию нелокальной специфики соответ-
ствующих дробных разностей |D̂αf | в соответствии с (4.3).2 В данном контексте
особый интерес представляет исследование отклика этой метрики g0(α) как функ-
ции параметра α для различных типичных выборок f(·), содержащих режимы ча-
стичной синхронизации.

(a1) (b1)(a2) (b2)

(c2)(c1)

Рис. 4.5: Связь режимов частичной синхронизации со значением дробной меры пространственной
корреляции g0(α). Фрагменты (a1) и (a2) показывают предварительно сгенерированные выбор-
ки, объединяющие области синхронизации с различным количеством некогерентных элементов.
Фрагменты (b1) и (b2) представляют спектр дробных мер пространственной корреляции g0(α) для
различных параметров α, включая классическую меру пространственной корреляции (при α = 2).
Фрагменты (c1) и (c2) демонстрируют спектр g(|D̂αf |), который определяет реализацию конкрет-
ных дробных разностей |D̂αf | в выборке f(·) [(a1) и (a2), соответственно] как функцию параметра
α.

Результаты для состояний с различным уровнем пространственно ограничен-
ной некогерентности представлены на Рис. 4.5 (a1) и (a2). Как показано на фраг-

2Параметр α не следует путать с показателями дробного оператора Лапласа (αu, αv), которые предопределяют
конфигурации супердиффузионных сетей. Использование такого же символа, без каких-либо индексов компонент,
отсылает первичной общей постановке, основанной на разностной схеме аппроксимации дробного оператора Лапла-
са.
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ментах (b1) и (b2), эти состояния с сильной когерентностью порождают практиче-
ски постоянный отклик g0(α) для всего диапазона параметров α. Это справедливо
для выборок с областями полной когерентности, имеющими ненулевые постоян-
ные значения. На фрагментах (c1) и (c2) показаны значения g(|D̂αf |) для детек-
тирования α-дробной разности |D̂αf |, соответствующей определённым значени-
ям α в выборке f(·) [(a1) и (a2) соответственно]. Значения g(|D̂αf |) отображены
цветом. Белые области означают, что в данной реализации f(·) не наблюдалось
соответствующих α-дробных разностей |D̂αf |.
Здесь и далее для построения более детальных графиков (c1, c2) использовал-

ся более точный алгоритм оценки принадлежности дробной разности |D̂αf | за-
данному диапазону для генерации gα(|D̂αf |). Представленные значения спектра
дробных мер пространственной корреляции g0(α) (b1, b2) были вычислены для
∆|D̂αf | = 10−4.

(a1) (b1)(a2) (b2)

(c2)(c1)

Рис. 4.6: Спектр дробных мер пространственной корреляции g0(α) для состояний с совместным
существованием фазовых волн и некогерентности. Фрагменты (a1) и (a2) демонстрируют приме-
ры состояний с различными уровнями предварительно сгенерированной некогерентности. Фраг-
менты (b1) и (b2) показывают значения меры g0(α) для различных значений α. Фрагменты (c1) и
(c2) отображают спектр g(|D̂αf |), которые определяют реализацию конкретных разностей |D̂αf |
в выборке f(·) [(a1) и (a2), соответственно] как функцию параметра α.

Дробная мера пространственной корреляции начинает вести себя иначе, когда
фазовые волны и режимы частичной некогерентности сосуществуют. Результа-
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ты обобщены на Рис. 4.6. Фрагменты (a1) и (a2) демонстрируют примеры дис-
кретных выборок f(·), содержащих различное количество некогерентных элемен-
тов и элементов с фазово-волновой организацией. Области рисунка (b1) и (b2)
демонстрируют дробные меры пространственной корреляции g0(α) для различ-
ных параметров α, характеризующих нелокальную специфику дробных разно-
стей |D̂αf |. Эти фрагменты явно проявляют разрыв в значениях g0(α) в диапазоне
1.05 < α < 1.8. Данное обстоятельство связано с тем, что при уменьшении пара-
метра α влияние локальных элементов на значения разности ослабевает, в то вре-
мя как влияние дальнодействующих элементов, напротив, усиливается. Следова-
тельно, дробные разности, связанные с удалёнными элементами, образованными
фазово-волновой организацией, не равны нулю и модифицируют значения дроб-
ной меры. Дальнейший рост g0(α) при α → 1 связан с переходом к локальному
типу взаимодействия в соответствии с (4.3), (4.4a) и (4.4b). Иными словами, дроб-
ная мера пространственной корреляции реагирует на крупномасштабные прояв-
ления в динамической системе. Фрагменты (c1) и (c2) представляют g(|D̂αf |) для
конкретных α-дробных разностей |D̂αf | в выборках f(·) как функцию парамет-
ра α. Представление данных g(|D̂αf |), организованное таким образом, выявляет
ряд закономерностей организации. В частности, для состояния с низкой степенью
некогерентности и доминированием фазово-волновой структуры (a1) наблюдают-
ся упорядоченные значения малых разностей (|D̂αf | < 0.1) (c1). В то же время
для состояний с развитой некогерентностью (a2) наблюдается неоднородный ре-
жим малых разностей (|D̂αf | < 0.02) (c2), связанный с их неоднородностью в
области некогерентности. Сравнивая (c1) и (c2), можно найти примеры схожего
заполнения g(|D̂αf |) в другом диапазоне дробных разностей (|D̂αf | > 0.2).
Как следствие, можно утверждать, что классическая мера пространственной

корреляции g0(α = 2) на Рис. 4.5 и 4.6 корректно описывает уровень некогерент-
ности в системе. В то же время её совместное рассмотрение с дробной мерой
пространственной корреляции g0(α < 2) способно обеспечить более полную ин-
формацию о развитых динамических режимах, связанных с возникновением фа-
зовых волн и некогерентностей различной природы.
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Рис. 4.7: Пример параметрического пространства (αu, αv) с демонстрацией состояний частичной
синхронизации, организованных на основе классической [α = 2] (a,c) и дробной [согласно (4.3)
α = 1.2] (b,d) мер пространственной корреляции. Данные основаны на дискретном временном
такте T = 29000. Фрагменты (c) и (d) соответствуют выделенным областям на фрагментах (a) и
(b). На рисунке показаны различия для определенных областей параметрического пространства.
Фрагменты (e1) – (e6) представляют состояния системы в заданный момент времени для конфи-
гураций, отмеченных на (c) и (d).

4.2.3. Выявление дополнительной информации о супердиффузионных кон-
фигурациях нейронов при применении дробной меры пространствен-
ной корреляции

Применяя модифицированную метрику g0(α, t) к исследованию системы с су-
пердиффузионной [1D2C] конфигурацией, [HR2] нелинейностью и [UDRIC] на-
чальными условиями позволяет выделить скрытые свойства параметрического
пространства (αu, αv). Основные результаты представлены на Рис. 4.7. В част-
ности, различие между классической мерой пространственной корреляции (a,c) и
дробной (b,d) заключается в более контрастном выделении (в дробном случае) ди-
намических режимов, отображенных на примере определенного фрагмента вре-
мени T = 29000.
Демонстрация конкретных паттернов, которые способна распознать новая мет-
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рика, представлена в правой части рис. 4.7. Видно, что обе метрики дают экви-
валентные результаты для химер с выраженными областями синхронизации (e1),
(e2), а также для некоррелированных пространственных структур (e3). С другой
стороны, на фрагментах (e4) – (e6) показано уменьшение некогерентных участков
химер в системе и формирование фазово-волновой организации. В то же время
в соответствующей параметрической области рисунка (d) по сравнению с (c) на-
блюдается значительный отклик новой метрики g0(α = 1.2, t = T ) на формиро-
вание фазовых волн в системе, связанный с нелокальной спецификой |D̂αf |.
Глобально, данная дополнительная аналитика свидетельствует о высокой сте-

пени ”организации” параметрических зон (αu, αv) развития динамических режи-
мов, включающих как состояния полной синхронизации, в частности, их вариа-
цию с формированием крупномасштабных фазовых волн, так и состояния частич-
ной синхронизации, а также развитой некогерентности.
Как уже обсуждалось, крупномасштабные фазовые волны являются одним из

наиболее распространенных проявлений коллективного поведения систем нейро-
нов (см., например [42, 116, 120, 124, 225]). Их взаимодействие с некогерентными
зонами может быть крайне значимым и представляет потенциальный интерес для
задач нейронаук. Поскольку исследователи имеют дело с большими наборами
данных, которые необходимо оптимально обрабатывать, сравнение классических
и дробных мер, а также рассмотренных выше метрик, могло бы помочь выявить
возникновение этих комбинированных режимов в параметрическом пространстве
различных распределенных динамических систем, с последующим применением
иных методов анализа (например, [119]).

4.3. Выводы главы

В данной главе представлено подробное исследование взаимосвязи между раз-
личными супердиффузионными конфигурациями (αu, αv) сетей взаимодейству-
ющих нейронов и динамическими режимами, организованными на их основе.
Структуры сетей были воспроизведены на базе [1D2C] систем с супердиффузи-
онной конфигурацией, организованной с помощью дробного оператора Лапласа
−(−∆)αq/2, q = {u, v}, и [HR2] нелинейной обратной связью для [UDRIC] на-
чальных условий.
Были подробно исследованы динамические режимы в параметрическом про-
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странстве показателей дробного оператора Лапласа (αu, αv). Установлено сосу-
ществование как однородного, так и неоднородного процесса перехода от режи-
ма синхронизации к развитию некогерентности в данном параметрическом про-
странстве. В рассматриваемой системе были обнаружены одиночные состояния,
химерные состояния, фазово-волновые режимы, а также их различные комбина-
ции, наблюдаемые в рамках одной динамической реализации. Замечено, что хи-
мерные состояния могут развиваться как в областях однородных, так и неодно-
родных синхронизационных переходов.
Предполагается, что режимы неоднородного синхронного перехода связаны с

формированием мелкомасштабных фазовых волн. Их появление в системе и вза-
имодействие с химерными состояниями приводят к сложной динамике, которая
может характеризоваться как подавлением, так и ростом некогерентности. По-
казано, что непредсказуемое развитие характерно исключительно для определен-
ных сетевых конфигураций. Их слабая реструктуризация приводит к развитию
иного динамического режима. Аналогичным образом мы определяем типы сете-
вых конфигураций, изменение которых не приводит к существенному изменению
динамики.
Вышеизложенное может быть критичными для сетей с адаптивной формой со-

единений [60, 61, 232, 233], где топология взаимодействия изменяется в зависи-
мости от динамики точечных элементов. Неокортекс является частным примером
такой сети. Полученная взаимосвязь между динамическими режимами и конфи-
гурациями сети делает результаты данной главы актуальными для задач модели-
рования сложных систем. Особый интерес представляют исследования синхрон-
ного перехода в пространстве дробных показателей Лапласа для других нелиней-
ных моделей.
Было продемонстрировано, что в параметрической области, находящейся меж-

ду однородным и неоднородным синхронизационным переходом, структура па-
раметрического пространства образует нитевидную конфигурацию. Этот про-
цесс крайне организованным образом дифференцирует динамические режимы по
уровню развитой синхронизации в системе и наиболее отчетливо проявляется на
поздних временах.
С одной стороны, в связи с важностью сетевых конфигураций, поддерживаю-

щих мультистабильный и метастабильный режимы [32, 234], обнаружение одно-
родных и неоднородных синхронизационных переходов в системах с супердиф-
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фузионной конфигурацией является крайне значимым. С другой стороны, со-
гласованное существование динамических режимов, подразумевающих частич-
ную синхронизацию с фазовыми волнами, важно для задач нейронаук. В част-
ности, связь между процессами синхронизации и формирования крупномасштаб-
ных волн, а также процессы десинхронизации при обработке информации различ-
ными кортикальными структурами являются весьма актуальными направления-
ми исследований [32, 117, 140, 225]. С точки зрения вышеизложенных результа-
тов, пространство параметров дробных показателей оператора Лапласа является
важным звеном, связывающим обобщенные конфигурации сети с допустимыми
динамическими проявлениями. Эти результаты позволяют идентифицировать те
конфигурации супердиффузионных сетей, даже слабое изменение которых влечет
к существенным изменения внутренней динамики системы.
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Глава 5

Развитие аналитических представлений о
супердиффузионных сетях, основываясь на
реакционно-супердиффузионном подходе

В предыдущих главах было продемонстрировано развитие различных состо-
яний как полной, так и частичной синхронизации в сетях с супердиффузионной
конфигурацией, организованной на основе как одномерной реакционно-диффузи-
онной модели ([1D2C] и [1D3C]), так и двухмерной ([2D2C] и [2D3C]) с различной
организацией нелинейных функций ([HR2] и [HR3] соответственно). При этом
для всестороннего понимания того, как зарождаются и развиваются простран-
ственный порядок и беспорядок в системах с различными супердиффузионными
конфигурациями становится особенно важным аналитическое понимание приро-
ды самой модели. В рамках данной постановки реакционно-диффузионный под-
ход может быть весьма перспективным, а сама задача имеет тенденцию свестись к
анализу устойчивости пространственных мод в реакционно-супердиффузионном
приближении.
При этом стоит явно отметить обстоятельство, которое существенно отлича-

ет классическую диффузионную парадигму от супердиффузионной в контексте
рассматриваемого приближения. Дело в том, что классический реакционно-диф-
фузионный подход использует систему диффузионных уравнений с заданными
и, что более важно, однотипными кинетическими операторами. Другими слова-
ми, в контексте разностного представления классический реакционно-диффузи-
онный подход обладает определенной конструкционной симметрией, в которой
изменению поддаются исключительно коэффициенты диффузии (Du, Dv). С дру-
гой стороны, в рамках супердиффузионной парадигмы мы апеллируем к систе-
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мам с различной кинетикой по соответствующим компонентам, организованной
не только за счет различных коэффициентов диффузии, но и различных показате-
лей дробного оператора Лапласа (αu, αv;Du, Dv). Именно данное обстоятельство
приводит к фундаментальным различиям и вынуждает использовать специальный
термин для аналитического подхода к описанию супердиффузионной системы—
расширенный линейный анализ устойчивости. Говоря иначе, в рамках данного
расширенного подхода учитываются устойчивости не только пространственных
мод, но еще и рассматривается конфигурационный контекст, на базе которого дан-
ный тип устойчивости проявляет себя. Как будет показано далее, исследование
системы в таком ключе позволяет получить важные результаты, связанные с раз-
витием динамической устойчивости (неустойчивости) в линейном приближении
для строго определённых конфигураций супердиффузионных сетей. Основные
результаты данной главы отражены в работе [235].

5.1. Анализ расширенной линейной устойчивости

Для полной формализации данного приближения, а также его отождествления
с предыдущими результатами, мы воспользуемся подходом, основанным на од-
номерной ([1D2C] и [HR2]) реакционно-супердиффузионной модели. Для это-
го необходимо ввести в рассмотрение реакционно-супердиффузионную систему
уравнений: ∂tu(x, t) = −Du(−∆x)

αu/2u(x, t) + fu(u, v),

∂tv(x, t) = −Dv(−∆x)
αv/2v(x, t) + fv(u, v),

(5.1)

fu(u, v) = v − au3 + bu2 + Iext,

fv(u, v) = c− du2 − v.
(5.2)

Стандартным образом определяя устойчивое стационарное состояние точечной
системы:  d

dtu
∗ = fu(u

∗, v∗) = 0,

d
dtv

∗ = fv(u
∗, v∗) = 0,

(5.3)

возможно проанализировать устойчивость слабого возмущения относительно за-
данного стационарного состояния (u∗, v∗):u(x, t) = u∗ + ηu(x, t),

v(x, t) = v∗ + ηv(x, t),
(5.4)
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и в линейном приближении сформировать следующие выражения на предельно
малую компоненту возмущения:∂tηu = −Du(−∆)αu/2ηu + auuηu + auvηv,

∂tηv = −Dv(−∆)αv/2ηv + avuηu + avvηv,
(5.5)

aij = ∂jfi(u, v)

∣∣∣∣∣
u=u∗,v=v∗

, где i, j = {u, v}. (5.6)

Применяя интегральное преобразование Фурье по пространственной компоненте
F̂{f(x)}(k) и Лапласа по временной L̂{f(t)}(p), возможно прийти к следующему
матричному выражению на двойную трансформанту функции возмущения:(

auu auv

avu avv

)(
˜̃ηu
˜̃ηv

)
+

(
−Du|k|αu 0

0 −Dv|k|αv

)(
˜̃ηu
˜̃ηv

)
−

(
p 0

0 p

)(
˜̃ηu
˜̃ηv

)
= 0. (5.7)

Подразумевая в рамках данного подхода малые, но ненулевые значения (ηu, ηv),
ненулевое значение двойной трансформанты достигается путем выполнения усло-
вия:

det

∣∣∣∣∣auu − p−Du|k|αu auv

avu avv − p−Dv|k|αv

∣∣∣∣∣ = 0, (5.8)

приводящего к характеристическому уравнению, записанному в форме:

p2 + σ(αu, αv; k)p+ d(αu, αv; k) = 0. (5.9)

Двухкомпонентная структура модели, и как следствие, квадратичная форма ха-
рактеристической функции позволяет стандартными методами определить реше-
ния:

p1,2 =
1

2

(
− σ(αu, αv; k)±

√
σ2(αu, αv; k)− 4d(αu, αv; k)

)
, (5.10)

в которых заранее выделяются зависимости не только от волновых чисел k (со-
ответствующих конкретным пространственным модам), но еще и от показателей
дробного оператора Лапласа (αu, αv), относящихся к конфигурационным особен-
ностям организации супердиффузионных сетей:

σ(αu, αv; k) = Du|k|αu +Dv|k|αv − auu − avv, (5.11)

d(αu, αv; k) = DuDv|k|αu+αv − avvDu|k|αu − auuDv|k|αv + auuavv − auvavu. (5.12)
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5.2. Формальное разделение конфигураций

Сопоставляя парадигму, отсылающую к формированию нелокальных итера-
ционных отображений, определяющих динамику соответствующих компонент,
и подход к их построению, организованный на основе явной разностной схемы
аппроксимации дробного оператора Лапласа, в пределе формирующий систему
реакционно-супердиффузионных уравнений, возможно выдвинуть несколько суж-
дений. Прежде всего, в линейном приближении непрерывной системы (5.1) бу-
дет существовать широкий набор пространственных мод k, диапазон и устойчи-
вость которых существенно зависят от показателей дробного оператора Лапласа
(αu, αv). В этом случае реализация устойчивых мод k ≥ kcr должна приводить к
процессам синхронизации в дискретной системе. Это происходит потому, что все
малые неустойчивые моды k < kcr, которые могут быть полноценно реализова-
ны в дискретной системе, приведут к образованию крупномасштабных фазовых
волн. Аналогично, если как высокие моды, так и некоторая критическая мода
k ≥ kcr неустойчивы, это приведет к ярко выраженной некогерентной картине.
В то же время критические значения kcr, с точки зрения построения конечно-
разностной схемы, могут в общем случае быть оценены по порядку параметра
пространственной дискретизации kcr ∝ 1/dx. Расчеты нелокального итераци-
онного отображения в рамках данной главы были произведены для параметров:
dt = dx = 0.005.
Дальнейшее развитие идеи заключается в подборе зависимостей параметров

(αu, αv), ответственных за конфигурации супердиффузионных сетей, для которых
наблюдаются конкретные режимы устойчивостей (неустойчивостей) простран-
ственных мод k.

5.2.1. Конфигурации, соответствующие фокусному типу неустойчивости

В линейном приближении наиболее ярко выраженным примером неустойчи-
вости может служить неустойчивость фокусного типа (Focus type Instability, FI).
Ожидается, что именно данная природа неустойчивости должна быть сопряжена
с развитием некогерентности, наряду с неустойчивостью нулевой моды для то-
чечной системы. Необходимое условие для возникновения (FI) неустойчивости в
пространстве супердиффузионных конфигураций задаётся выражением:

σ(αu, αv; k) = 0, (5.13)
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и, следовательно
Du|k|αu +Dv|k|αv − auu − avv = 0. (5.14)

Выделяя пространственные моды, соответствующие конкретным конфигураци-
ям:

|k|αu =
auu + avv −Dv|k|αv

Du
, (5.15)

возможно проявить связь между соответствующими показателями дробного опе-
ратора Лапласа:

αulog(|k|) = log

(
auu + avv −Dv|k|αv

Du

)
. (5.16)

Вводя обозначение для критического значения параметра первой компонентыαu →
α
(FI)
u (αv; k) в мелкомасштабном приближении (для k ≫ 1), при удовлетворении

условия вещественности показателей, можно получить уравнение:

α(FI)
u (αv; k) = log(|k|)−1log

(
auu + avv −Dv|k|αv

Du

)
. (5.17)

Полученное равенство в явном смысле определяет границу в пространстве су-
пердиффузионных конфигураций (αu, αv) для заданных пространственных мод
k, разделяющую режимы фокусной неустойчивости (FI) с режимами фокусной
устойчивости (FS). Как будет показано далее, именно режимы фокусной неустой-
чивости для широкого диапазона пространственных мод сопряжены с возникно-
вением развитой некогерентности в системе.

5.2.2. Конфигурации, соответствующиережимунесогласованной дробнойТью-
ринговской неустойчивости

Производя формализацию, эквивалентную реализованной в предыдущем пунк-
те, возможно выделить специфический тип неустойчивости, в полном смысле су-
ществующий лишь в непрерывной системе, при этом оказывающий влияние на
дискретную систему посредством нелинейного взаимодействия между соответ-
ствующими k.

d(αu, αv; k) ≤ 0. (5.18)

Данное условие является необходимым для формирования так называемой несо-
гласованной дробной Тьюринговской неустойчивости (Inconsistent Fractional Turing
Instability, IFTI), в частности, определяющей тип конфигураций, для которых на-
блюдается седловой тип неустойчивости соответствующих пространственныхмод.
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Отдельное внимание стоит уделить самому термину. Процессы классической Тью-
ринговской неустойчивости были представлены в [81] и традиционно исследова-
лись на базе систем с единым типом кинетики по соответствующим компонентам.
Дальнейшие исследования выявили более сложные процессы формообразования
на базе коллективных проявлений, сочетающих автоволновые процессы с фор-
мированием структур. Данный тип неустойчивости получил название: псевдо-
Тьюринговская неустойчивость [236]. Поскольку потенциальное развитие струк-
тур исследуется в перспективе континуальной модели, вообще говоря, с различ-
ным типом кинетики, то новое понятие должно отражать свойство несогласован-
ности. Ввиду общего подхода к организации кинетической части, основанного на
дробно-дифференциальном подходе [−(−∆)αq/2, q = {u, v}], новый термин дол-
жен еще и конкретизировать конкретный тип несогласованности и отождествить
его с дробным механизмом. Поскольку в рамках данной системы речь идет о
неустойчивости пространственных мод, определенных в седловом смысле, то мы
говорим еще и о Тьюринговской неустойчивости. В результате получаем термин:
несогласованная дробная Тьюринговская неустойчивость.
Расписывая свободное слагаемое:

DuDv|k|αu+αv − avvDu|k|αu − auuDv|k|αv + auuavv − auvavu ≤ 0, (5.19)

и выделяя связь показателя дробного оператора Лапласа первой компоненты с k,
при условии сохранения вещественности показателя получаем:

|k|αu ≤ auuDv|k|αv − [auuavv − auvavu]

[DuDv|k|αv − avvDu]
. (5.20)

Внедряя специальное обозначение для показателей, определяющих границу фор-
мирования несогласованной дробной Тьюринговой неустойчивости αu → α

(IFTI)
u ,

возможно определить следующее неравенство:

α(IFTI)
u (αv; k) ≤ log(|k|)−1log

(
auuavv − auvavu − auuDv|k|αv

Du

[
avv −Dv|k|αv

] )
. (5.21)
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5.3. Сопоставление развитых динамических режимов с анали-
тическими представлениями об устойчивости пространст-
венных мод

Представленныефункциональные зависимостиα(FI)
u (αv; k) иα(IFTI)

u (αv; k), опре-
деляющие параметры, задающие конкретные конфигурации супердиффузионных
сетей, разделяют параметрическое пространство на области с характерной дина-
микой.
В данном пункте, как предельный случай дискретной модели супердиффузи-

онных нейронных сетей исследуется непрерывная система с различными конфи-
гурациями (αu, αv), основанная на супердиффузионном кинетическом механиз-
ме. Континуальная модель предопределяет ряд особенностей развития состоя-
ний частичной синхронизации в супердиффузионных сетях. Далее мы выделим
конкретные закономерности, которые были получены в результате расширенного
линейного анализа этой системы.

5.3.1. Точечная система

Ввиду автоколебательной динамики локальной (нераспределенной) подсисте-
мы, определяемой параметрами нелинейной [HR2] модели, случай k = 0 является
неустойчивым в фокусном смысле (FI).

5.3.2. Взаимосвязь между некогерентностью и неустойчивостью в фокусном
смысле

При наличии супердиффузионной связи, заданной комбинациями параметров
(αu, αv), для некоторых пространственных мод k > 0 сохраняется неустойчивость
фокусного типа (FI), которую также можно назвать колебательной неустойчиво-
стью [Re(p1) = Re(p2) > 0 и Im(p1,2) ̸= 0]. Данная область дополнительно обо-
значена как Prebifurcation value на Рис.5.1, а также продемонстрировано ее запол-
нение параметрического пространства при изменении значений k. Как следствие,
диапазон неустойчивых [в (FI) смысле] мод k существенно зависит от конфигура-
ций дробных показателей оператора Лапласа (αu, αv).
Части параметрического пространства, в которых развивается некогерентность,

преимущественно связаны с нелинейными эффектами. Самые широкие диапазо-
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Рис. 5.1: Решения характеристического уравнения (5.9) p(αu, αv; k), а также представление дина-
мических проявлений структуры сети, основанных на силе некогерентности SI(αu, αv) (2.65). В
столбцах (a), (b) и (c) показаны значения |Im(p1,2)|, Re(p1) и Re(p2) для всех допустимых конфи-
гураций (αu, αv). На рисунках дополнительно показаны типы устойчивости / неустойчивости для
конкретных пространственных мод k, реализованных в рамках различных супердиффузионных
конфигураций (αu, αv). В частности, (FI) - неустойчивость фокусного типа, (IFTI) - несогласован-
ная дробная Тьюринговская неустойчивость, (FS) - устойчивость фокусного типа, (NS) - узловой
тип устойчивости. Фрагменты (d1), (d2) и (d3) иллюстрируют силу некогерентности SI(αu, αv)

для систем, состоящих из N = 100, N = 200 и N = 300 нейронов соответственно. Был исполь-
зован единый набор начальных условий [UDRIC]. Белыми точками на (d3) обозначены конфигу-
рации сети, состояния которых будут показаны на Рис.5.2. Сила некогерентности SI(αu, αv) для
различных конфигураций сети (αu, αv) с начальными условиями, соответствующими слабому воз-
мущению относительно стационарного состояния [WPSSIC], представлена на фрагменте (e). На
диаграммах SI также указан вклад различных типов устойчивости / неустойчивости (в порядке их
формальной значимости) в формирование режимов синхронизации, некогерентности и частичной
синхронизации.
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ны неустойчивых мод k в (FI) смысле расположены в области с развитым нело-
кальным типом связи для обоих компонент (αu < 1.7, αv < 1.7) 1. Именно в
этой области неустойчивых [в смысле (FI)] значений k > 0 в системе развива-
ется некогерентность. Утверждение справедливо как по отношению к единому
предсгенерированному набору однородно распределенных на интервале (−1, 1)

[UDRIC] (d1), (d2), (d3), так и слабо возмущенных относительно стационарного
состояния (u∗, v∗) [Weak Perturbation Stationary State Initial Conditions, WPSSIC]
(e) начальных условий, указанных на Рис.5.1.

5.3.3. Взаимосвязьмеждуполной, а также частичной синхронизациейи устой-
чивостью узлового типа

В то же время существуют конфигурации системы (αu > 1.7, αv ≤ 2), для кото-
рых большинство пространственных мод k приобретают устойчивость в узловом
смысле (Node type Stability, NS) в линейном приближении [Re(p1) < 0,Re(p2) < 0

и Im(p1,2) = 0; белая зона на фрагментах Рис.5.1 (a)]. Данный тип устойчивости
для широкого диапазона 0 < k ≤ kcr подразумевает, что конфигурации (αu, αv)
на базе которых реализуется динамика, характеризуются режимами развития син-
хронизации, связанными с формированиемфазовых волн [см. Рис. 5.2 (a1) и (а2)].
Эта тенденция подтверждается расчетами дляSI(αu, αv) (для δSI = 0.3 иM = 20)
в соответствующих параметрических областях (белые области) как для [UDRIC]
(d1-d3), так и для [WPSSIC] (e).

5.3.4. Взаимосвязь между устойчивостью фокусного типа и развитием неко-
герентности

Особое внимание следует уделить областям в которых наблюдается широкий
диапазон устойчивых в фокусном смысле (Focus type Stability, FS) k мод в линей-
ном приближении [Re(p1) = Re(p2) < 0 и Im(p1,2) ̸= 0].
На Рис. 5.1 показано, что возникновение некогерентной зоны (область чер-

ного цвета) для единого набора [UDRIC], представленного на фрагментах (d1),
(d2) и (d3), четко коррелирует с областью |Im(p1,2)| ̸= 0 (синяя зона) (a) для раз-
личных значений k. Это обстоятельство позволяет сделать вывод о том, что не

1Усиление нелокального взаимодействия сопровождается ослаблением локального в соответствии с кинетическим
механизмом супердиффузии и весовой организацией в дискретном случае (2.61) и (4.4b). Такие конфигурации делают
систему более «разреженной», и ее поведение определяется в первую очередь точечными нелинейными особенностя-
ми (FI) при k = 0.
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только неустойчивые, но и устойчивые в (FS) смысле (в рамках линейной аппрок-
симации) k моды оказывают существенное влияние на процессы возникновения
некогерентности из-за нелинейных эффектов обменного взаимодействия. Ввиду
существенной нелинейности системы, вполне возможно взаимодействие данных
(FS) мод также с нулевой модой, (FI) модами и критической модой kcr.
Данная параметрическая область приобретает особое значение в контексте опре-

деленного выше явления неоднородного синхронизационного перехода в супер-
диффузионных сетях. Как следствие, выводы можно сделать на основе взаимо-
связи резкого изменения динамической репрезентации системы при слабом изме-
нении конфигураций (αu, αv). Это приводит к предположению, что параметриче-
ская граница областей (FI/FS) и (FS/NS) связана с возможным воспроизведением
квази-критичности [134] и максимизацией метастабильных режимов [141].

5.3.5. Несогласованная дробная Тьюринговская устойчивость как возмож-
ное динамическое явление, воспроизводимое на базе супердиффузион-
ных конфигураций

Фрагмент (c) на Рис.5.1 демонстрирует постбифуркационные решения (гори-
зонтальные белые линии) для единственного корняRe(p2), соответствующего ре-
жимам с высоким значением k > kcr и асимметричным конфигурациям сети
(αu, αv). Следуя формальному подходу:

>0︷ ︸︸ ︷
DuDv|k|αu+αv −avvDu|k|αu − auuDv|k|αv + auuavv − auvavu︸ ︷︷ ︸

>0

< 0 (5.22)

можно получить еще одно необходимое условие:

avvDu|k|αu + auuDv|k|αv > 0. (5.23)

Поскольку мы имеем дело с разными показателями (αu, αv) и при наличии ком-
поненты - активатора u с (auu > 0), условие (5.23) также может выполняться при
αu < αv для больших k, даже еслиDu > Dv. Последнее обстоятельство подробно
описано в [237].
С нашей точки зрения, вышеизложенное принципиально отличается от клас-

сической задачи устойчивости по Тьюрингу, сформулированной для симметрич-
ных конфигураций (идентичные пространственные дифференциальные операто-
ры для всех компонент распределенной системы, а также устойчивость локальной
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(a1)
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Рис. 5.2: Состояния дискретной системы в различные моменты времени t для различных конфи-
гураций сетевой структуры (αu, αv). На фрагментах (a1, a2) - продемонстрировано формирование
крупномасштабных фазовых волн, связанных с процессами синхронизации для системы с локаль-
ной связью (αu = 2.0, αv = 2.0). На фрагментах (b1, b2) - представлено развитие химерного со-
стояния в дискретной системе, связанного с уменьшением характерных масштабов фазовых волн,
вызванных нелокальной природой супердиффузионного взаимодействия. На фрагментах (c1, c2) -
проиллюстрировано химерное состояние с высоким уровнем некогерентности. Наконец, на фраг-
ментах (d1, d2) - изображено развитие синхронизации, связанной с процессами (NS) и (IFTI).
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Рис. 5.3: На фрагменте (a) представлены действительныеRe(p1),Re(p2) имнимые |Im(p1,2)| части
решения (5.10), демонстрирующие условия для возникновения (IFTI). В частности, указаны доби-
фуркационные и послебифуркационные области, показанные на Рис. 5.1. Вставка отражает спе-
цифическую особенность (NS) в пределах указанного диапазона k для (αu = 1.5, αv = 2.0). Фраг-
мент (b) иллюстрирует моды, неустойчивые в (IFTI) смысле k(IFTI)(αu, αv) (расположены внутри
цветовой области, соответствующей указанным значениям αu и αv).
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подсистемы). По аналогии с работой [236], в которой впервые было введено по-
нятие псевдо-Тьюринговской неустойчивости для описания волновых режимов с
образованием структур на фронте, мы используем термин несогласованная дроб-
ная Тьюринговская неустойчивость (IFTI) для описания развития структур в си-
стемах с асимметричной конфигурацией (многокомпонентные системы, органи-
зованные на основе дробно-дифференциальных операторов с разными порядка-
ми).
Примеры неустойчивости типа (IFTI) [Re(p1) < 0, Re(p2) > 0 и Im(p1,2) = 0]

для различных конфигураций связи (αu < 2.0, αv = 2.0) представлены на Рис.5.3
(a) (и наблюдаются для некоторых конфигураций (αu, αv) в постбифуркационной
области на Рис.5.1) для k > kcr. Диапазоны неустойчивых в смысле (IFTI) значе-
ний k (цветные области) для некоторых допустимых значенийαu иαv отображены
на Рис.5.3 (b).
Мы хотим дополнительно отметить, что из-за высоких значений (IFTI) k > kcr

мод, в данной формулировке они могут наблюдаться только в непрерывной си-
стеме (5.1). В то же время нет противоречия в том, что в системах с другими
нелинейностями этот тип неустойчивости может наблюдаться в областях малых
значений волновых чисел k и приводить к появлению различимых комбиниро-
ванных структур. Пример такого явления, численно проанализирован в работе
[238].
Важная взаимосвязь с широким набором динамических реализаций также про-

слеживается в исследованиях [97, 98], посвященных формированию различных
пространственно-временных режимов в трехкомпонентной системе с классиче-
ской диффузией и некоторыми иммобильными компонентами. Есть основания
предполагать, что такое сходство связано с ослаблением локального и усилением
нелокального взаимодействия между элементами при переходе от классической
диффузии к супердиффузии.

5.3.6. Синхронизация, вызванная нелинейными эффектами. Влияние устой-
чивости узлового типа и несогласованной дробной Тьюринговской не-
устойчивости

Важной задачей является идентификация синхронизации, вызванной нелиней-
ными эффектами, с информацией, полученной в рамках линейного приближения.
Динамика, воспроизведенная на основе нелокального итерационного отображе-



106

ния, соответствующего [1D2C] постановке убедительно демонстрирует корреля-
цию развития явления синхронизации [а также области однородного синхрони-
зационного перехода в диапазоне (αu < 1.4, αv > 1.6)] [226] с (NS) и (IFTI) об-
ластями [см. Рис. 5.1 (c) и постбифуркационную область и Рис.5.2 (d1), (d2)].
Видно, что ширина диапазона неустойчивых режимов [в (IFTI) смысле] имеет
некоторую связь с развитием некогерентности в системе. Анализ полученных
данных показывает, что широкая область (IFTI) для k может быть связана с раз-
витием синхронизации из-за повышенного количества надкритических (NS) мод
(αu → 1.2, αv = 2.0), в то время как некогерентность сопряжена с широкими об-
ластями значений (IFTI) k [см. Рис. 5.1 (c) (αu → 1.01, αv = 2.0)]. При этом,
для начальных условий, соответствующих слабому возмущению вблизи стацио-
нарного состояния [WPSSIC] [Рис. 5.1 (e)] в зоне (αu → 1.2, αv = 2.0) данные
процессы синхронизации не наблюдаются.
Стоит отметить, что данный эффект требует дальнейшего изучения. На данном

этапе можно лишь предположить, что отсутствие области однородного синхрони-
зационного перехода в случае [WPSSIC] связано со слабым обменным взаимодей-
ствием между k > kcr модами, устойчивыми в (NS) смысле, и теми, которые дис-
кретная система может поддерживать k ≤ kcr для соответствующих показателей
(αu, αv).
Есть основания полагать, что по мере увеличения отклонения начальных усло-

вий от стационарного состояния (u∗, v∗) проявляются более выраженные процес-
сы синхронизации (αu → 1.2, αv = 2.0), обусловленные нелинейным взаимодей-
ствием между модами. С точки зрения функциональных особенностей нейрон-
ных сетей, этот эффект может быть чрезвычайно важным. Его можно интерпре-
тировать как динамическую избирательность различных конфигураций супердиф-
фузионных нейронных сетей по отношению к внешнему поступающему стимулу.
Данное обстоятельство требует дальнейшего изучения.

5.4. Выводы главы

Конфигурации связанных систем нервных клеток характеризуются чрезвычай-
но сложной и многогранной структурой. С формальной точки зрения, многие ис-
следования демонстрируют актуальность нелокального подхода к определению
взаимодействия между нейронами. Многочисленные эмпирические исследова-
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ния нейронных систем, в своюочередь, выявляют важныефундаментальные свой-
ства, связанные с их структурной и функциональной организацией, а также свой-
ствами, основанными на распределениях с тяжелыми хвостами и степенных зако-
номерностях. С этой точки зрения особенно важно представить математическую
модель, отражающую эти важные особенности, предполагающую в то же время
возможность аналитического осмысления в дополнение к численному анализу.
Основной результат исследования заключается в возможности аналитического

описания развития состояний частичной синхронизации в супердиффузионных
сетях. Данный подход основан на связи между системой реакционно-супердиф-
фузионных уравнений и разностными схемами их аппроксимации, реализующи-
мися при определенных условиях. Супердиффузионные нейронные сети постро-
ены на основе этих конечно-разностных схем и могут найти широкий спектр при-
менений в задачах нейронауки.
В частности, показано, что на развитие синхронизации в супердиффузионных

сетях влияют устойчивые режимы k > 0. Диапазон этих устойчивых режимов
существенно зависит от особенностей конфигурации сети и, следовательно, от
показателей дробного оператора Лапласа (αu, αv). В то же время оказывается,
что процессы развития синхронизации и некогерентности для различных конфи-
гураций (αu, αv) имеют, вообще говоря, различную природу. В частности, син-
хронизация может возникать из-за наличия устойчивых в узловом смысле (NS)
k > 0 мод. В свою очередь, параметрические области (αu, αv), для которых раз-
вивается некогерентность, связаны с наличием неустойчивости фокусного типа
(FI) в широком диапазоне значений k. Эта особенность связана с (FI) природой
локальной системы (k = 0) и указывает на «разреженную в динамическом смыс-
ле» природу элементов распределенной дискретной системы, более восприимчи-
вых к внутренним нелинейным эффектам активации. Наконец, установлено, что
процессы устойчивости фокусного типа (FS) способствуют развитию состояний
частичной синхронизации и некогерентности. Это явление может быть вызвано
нелинейными эффектами взаимодействия (FS) мод (в линейном приближении) с
неустойчивыми модами, а также (FS) модами между собой.
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Заключение

Данная диссертация посвящена построению модели супердиффузионно-свя-
занной системы нейронов, всестороннему исследованию состояний полной и ча-
стичной синхронизации, а также развитой некогерентности, которые могут быть
воспроизведены на базе данной конфигурации. Полученные результаты, идей-
ные методы и методологические подходы лежат в области задач нелинейной ди-
намики, теоретической биофизики, задач нейронаук, а также теории открытых
диссипативных распределенных сложных систем, далеких от термодинамическо-
го равновесия. К важным аспектам научной новизны, с одной стороны, можно
отнести как формулировку и аналитическое исследование самой модели системы
взаимодействующих нейронов, основанной на разностной схеме аппроксимации
дробного оператора Лапласа, с другой стороны — получение фундаментальных
результатов, связанных с возникновением широкого класса состояний частичной
синхронизации, включающих химерные и уединенные состояния, на базе данной
схемы взаимодействия.
В результате проведенных исследований, были получены и разобраны в тексте

диссертации следующие новые результаты:

1. Впервые определена супердиффузионная схема взаимодействия между ос-
цилляторами, точечная динамика которых задана на основе как двухкомпо-
нентной [HR2], так и трехкомпонентной [HR3] нелинейноймоделиHindmarsh-
Rose. Данная схема взаимодействия организована на основе разностной схе-
мы аппроксимации дробного оператора Лапласа и предопределяет удобный
и универсальный способ задания нелокального типа взаимодействия, осно-
ванного на регулярной топологии специального вида. В частности, были вве-
дены схемы взаимодействия, основанные на одномерном двухкомпонентном
[1D2C], двумерном двухкомпонентном [2D2C], одномерном трехкомпонент-
ном [1D3C] и двумерном трехкомпонентном [2D3C] представлении. Прове-
дены идейные параллели супердиффузионной схемы взаимодействия, а так-
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же лежащих в ее основе степенных функций, с различными биологически-
ми аспектами организации нервной ткани. Организовано позиционирование
данной модели в рамках общего контекста актуальных как теоретических,
так и прикладных моделей сложных систем взаимодействующих осциллято-
ров различной природы, в том числе ансамблей связанных нейронов.

2. Установлена возможность возникновения и развития различных состояний
как полной и частичной синхронизации, а также развитой некогерентности
на базе супердиффузионных конфигураций. В частности, определены про-
цессы развития химерных и уединенных состояний, а также состояний, под-
разумевающих совместное существование химер и фазовых волн для ши-
рокого спектра однородно распределенных случайных начальных условий
[UDRIC] и конфигураций супердиффузионных сетей [nDmC],n = 1, 2; m =

2, 3. Предопределен универсальныйметод изучения нелинейно-динамических
свойств многокомпонентной распределенной системы с супердиффузионной
конфигурацией в широком смысле, основанный на исследовании параметри-
ческого пространства показателей дробного оператора Лапласа (αu, αv).

3. Выявлены области параметрического пространства (αu, αv), определяющие
конфигурацию взаимодействия супердиффузионного типа, в рамках которых
возможно формирование конкретных реализаций состояний частичной син-
хронизации. В частности, определены такие конфигурации [nDmC], n =

1, 2; m = 2, 3 систем с супердиффузионной связью, которые допускают воз-
можность развития химерных и уединенных состояний, фазовых волн раз-
личных масштабов, а также их совместных реализаций для широкого мно-
жества однородно распределенных случайных начальных условий [UDRIC].
Установлено сходство организации параметрического пространства для клас-
сов [1DmC] и [2DmC], m = 2 систем с супердиффузионной конфигурацией.

4. Определены параметрические области однородного и неоднородного син-
хронизационных переходов, отражающих сложное влияние изменения су-
пердиффузионных конфигураций по отношению к процессам формирования
и развития различных состояний полной и частичной синхронизации, а так-
же некогерентности. Модифицирована широко используемая классическая
мера пространственной корреляции g(t) на случай спектра дробных мер про-
странственной корреляции g(α; t). В результате применения модифициро-
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ванного подхода были определены более сложно различимые динамические
процессы в параметрическом пространстве. В частности, появилась допол-
нительная возможность определять химерные состояния с когерентной ча-
стью, организованной в виде крупномасштабной фазовой волны с различ-
ными характерными масштабами. Данная модифицированная метрика не
ограничена исключительно применением к супердиффузионным конфигура-
циям и может быть использована для анализа широкого спектра состояний
частичной синхронизации, возникающих на базе распределенных динамиче-
ских систем с произвольной топологией взаимодействия между элементами.

5. Произведен расширенный линейный анализ рассматриваемой системы с су-
пердиффузионной конфигурацией связи. Определено соответствие между
типами устойчивости пространственных k-мод в линейном приближении и
развитием различных динамических режимов, воспроизведенных на базе до-
пустимых (αu, αv) конфигураций супердиффузионных сетей. Установлена
взаимная связь между неустойчивостями пространственных k-мод в линей-
ном приближении, а также участками параметрического пространства пока-
зателей дробного оператора Лапласа, ограничивающими области однород-
ного и неоднородного синхронизационных переходов. Введено понятие но-
вого динамического явления—несогласованной дробнойТьюринговской не-
устойчивости (IFTI), которое потенциально может наблюдаться в распреде-
ленных динамических системах с дробно-несогласованным типом взаимо-
действия элементов соответствующих компонент.

Полученные результаты, используемые модели и методы для их анализа, а так-
же концептуальные параллели с задачами нейронаук четко предопределяют связь
данной диссертации с направлением 1.3.3 — «Теоретическая физика». В частно-
сти, постановка задачи с [HR2] и [HR3] нелинейностями, связанными с процес-
сами активации точечного нейрона, определенная на базе (αu, αv) конфигураций
[nDmC] (с n = 1, 2; m = 2, 3) систем схема их связи, а также идейная иденти-
фикация с изменением топологий взаимодействия и откликом на первичное воз-
мущение - определяют, что работа выполнена в рамках исследований по созда-
нию физических моделей когнитивных процессов (п.12). При этом, реализуемые
динамические явления и аналитические подходы к классификации состояний ча-
стичной синхронизации, в частности химерных состояний, характеризующихся
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гиперхаотической динамикой, отсылают к задачам теории неравновесных систем
и теории хаоса (п.10). Наконец, для решения поставленных задач проведено мо-
делирование физических процессов на решетке (п.8) с использованием явной раз-
ностной схемы для уравнений с нелокальной супердиффузией.
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