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Введение

Актуальность темы. Лагранжев формализм является крайне эффек­

тивным способом работы с теоретикополевыми задачами в физике. Например, в

классической физике, где вполне можно обойтись без записи действия, Лагран­

жев формализм является крайне удобным способом задания взаимодействия

в системе, поскольку в отличие от уравнений движения, куда взаимодействия

могут входить сложным образом, в Лагранжиан взаимодействие добавляется

аддитивно. В то же время в квантовой теории поля решение задач без записи

действия (или какого-либо аналога действия) во множестве примеров являет­

ся крайне затруднительным. В связи с этим оказывается актуальным вопрос

о построении действия (или, что эквивалентно, Лагранжиана) по заранее за­

данным уравнениям движения, которые обычно представляют собой систему

дифференциальных уравнений в частных производных (PDE). Данная пробле­

ма называется обратной вариационной задачей. В более общем смысле она

формулируется так: можно ли по заданным уравнениям движения построить

функционал, равенство нулю вариационной производной которого воспроизво­

дило бы эти заранее заданные уравнения?

Известно, что PDE могут быть рассмотрены в инвариантных геоме­

терминах терминах, как поверхность на расслоении джетов (стационарная

поверхность) и распределение Картана на ней. Подробнее с этим можно ознако­

миться в работах [1—3]. С другой стороны, Лагранжева формулировка теории

существенно зависит от набора переменных, в которых она строится. Действи­

тельно, поиск Лагранжевой формулировки традиционно сопряжён с введением

в теорию (или исключением из неё) вспомогательных полей, от выбора которых

впоследствии Лагранжева формулировка зависит. В частности, для массивных

спиновых теорий при 𝑠 ⩾ 2 Лагранжева формулировка не может быть по­

строена без введения вспомогательных полей, поскольку количество уравнений

движения для подобных теорий превышает количество полей, в терминах кото­

рых записаны эти уравнения.[4—7] Именно с этой неинвариантностью связана

одна из ключевых сложностей обратной вариационной задачи.

Одновременно с этим массивные теории, частным случаем которых явля­

ются массивные спиновые теории, являются объектом повышенного интереса в

последнее время. Даже с точки зрения классической теории поля массивные по­
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ля являются крайне полезными моделями в задачах, в которых предполагается

конечный радиус взаимодействия, что, например, актуально в космологии. При

этом безмассовые поля естественно рассматривать, как гладкий предел массы

к нулю (и, соответственно, радиуса взаимодействия к бесконечности) массив­

ных теорий. В квантовой же теории поля массивные поля зачастую являются

даже в большей степени предпочтительными по сравнению с безмассовыми в си­

лу отсутствия в них нетривиальной калибровочной симметрии, благодаря чему

для квантования подобных полей не нужно вводить никакие дополнительные

структуры. Более того, интерес к массивным теориям также связан и с тео­

рией струн, которая является одним из многообещающих кандидатов на роль

единой теории фундаментальных взаимодействий. Этот интерес связан с тем,

что спектр теории струн содержит массивные поля в секторе 𝑠 ⩾ 2.[8; 9] Всё

это лишь усиливает интерес к методам построения инвариантной Лагранжевой

формулировки для массивных теорий.

Существует инвариантный подход к построению Лагранжевой форму­

лировки. Он основан на задании вместе со стационарной поверхностью и

распределением Картана дополнительной математической структуры. Есте­

ственным кандидатом на роль подобной структуры является симплектическая

(или её вырожденный аналог - предсимплектическая) структура. Подробнее об

этом подходе можно узнать из работ [10; 11], а также предшествовавших им

классических работ [12—15]. В случае механики, когда имеется лишь одна неза­

висимая переменная, стационарная поверхность оказывается конечномерной, и

роль предсимплектической структуры играет симплектическая форма. Для си­

стем без связей симплектическая форма полностью задаёт динамику. Однако в

случае теории поля стационарная поверхность в общем случае бесконечномер­

на, что существенно усложняет работу с подобным объектом.

Крайне важной в данном направлении является работа [16], в которой

показано, что для PDE без дифференциальных следствий низшего порядка

можно определить действие на сечениях самой стационарной поверхности (так

называемое внутреннее действие), которое воспроизведёт исходную PDE. Таким

образом было показано, что для подобных теорий Лагранжева формулировка

закодирована в геометрических структурах, а именно в соответствующей ста­

ционарную поверхность с определёнными на ней распределением Картана и

предсимплектической структурой.
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Вместе с тем, Лагранжева формулировка массивных теорий часто содер­

жит дифференциальные следствия низшего порядка. Более того, массивные

спиновые теории уже начиная с 𝑠 = 2 содержат дифференциальные след­

ствия нулевого порядка, которые значительно влияют на вид стационарной

поверхности. Вследствие этого нет гарантий того, что внутреннее действие для

массивных спиновых теорий будет полным, а значит возникает вопрос о постро­

ении инвариантной Лагранжевой формулировки для данных теорий.

Тем не менее, существует способ исключить дифференциальные следствия

низшего порядка из Лагранжевой формулировки массивных спиновых теорий

путём трюка Штюкельберга. Штюкельбергова формулировка теории может

быть получена, например, при помощи размерной редукции теории или же

напрямую при помощи перевода дифференциальных следствий исходной тео­

рии во вспомогательные поля, инвариантные относительно Штюкельберговых

(иначе говоря, сдвиговых) калибровочных преобразований.[17] При этом Штю­

кельбергова калибровочная симметрия является достаточно тривиальной в том

смысле, что может быть исключена, например, заменой переменных. В связи с

этим возникает более общая задача изучения инвариантных Лагранжевых фор­

мулировок для калибровочных теорий. При этом крайне удобным языком для

изучения калибровочных систем является формализм Баталина-Вилковыского

(BV, [18—21]), который, будучи изначально инструментом для квантования тео­

рий, смог проявить себя также в исследовании симметрий и взаимодействий в

теоретикополевых системах в том числе и на классическом уровне. В связи с

этим вызывает интерес модель Александрова-Концевича-Шварца-Заборонского

(AKSZ, [22]), которая позволяет получить BV-формулировку исходной теории в

терминах градуированных многообразий и определённой на них 𝑄-структуры.

Тем не менее, применение модели AKSZ при требовании конечномерности

таргет-пространства и локальности ограничено топологическими и диффеомор­

физм инвариантными системами. Для того, чтобы обойти данное ограничение,

можно заменить в конструкции AKSZ симплектическую структуру на предcим­

плектическую. Более того, так как Лагранжиан системы не зависит от

переменных, находящихся в ядре предсимплектической структуры, от данных

переменных можно избавиться, проведя соответствующую факторизацию. В

этом заключается предсимплектический BV-AKSZ формализм. Более того,

оказывается возможным модифицировать набор аксиом, лежащих в основе

предсимплектического BV-AKSZ формализма, заменив требование нильпо­
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тентности 𝑄-дифференциала на более общее условие, являющееся аналогом

мастер-уравнения формализма BV. Полученная таким образом конструкция

называется обобщённым предсимплектическим BV-AKSZ формализмом.[23; 24]

Преимущество обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализ­

ма раскрывается при рассмотрении приводимых калибровочных теорий, напри­

мер, электродинамики старших форм. Как известно, калибровочные параметры

данной теории оказываются инвариантны относительно собственных калибро­

вочных преобразований, вследствие чего необходимый набор переменных для

построения BV формулировки включает в себя помимо полей и духов также

духи для духов и все соответствующие антиполя. Таким образом, BV форму­

лировка электродинамики старших форм оказывается крайне громоздкой. А

потому оказывается актуальной задача о записи BV-формулировок подобных

теорий в более компактном виде, что и позволяет сделать обобщённый пред­

симплектический BV-AKSZ формализм.

Ещё одним примером калибровочной, но в то же время массивной теории,

с которой обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм хорошо себя

показывает, является массивная гравитация. С начала прошлого века массив­

ная гравитация являлась интересной альтернативой для описания Вселенной на

космологических масштабах. Изначальной целью модификации теории грави­

тации было решение проблемы согласования массы галактик с распределением

их скоростей вращения: полагалось, что введение характерного масштаба дей­

ствия для гравитационного поля способно разрешить возникший парадокс без

введения альтернативного вида материи.

Позднее, с развитием методов квантовой теории поля, мотивация раз­

вития массивной теории гравитации изменилась. Причиной тому стала так

называемая проблема космологической постоянной. Данная проблема состоит в

следующем. При помощи методов квантовой теории поля из естественного пред­

положения, что материя, ответственная за ускоренное расширение Вселенной,

описывается скалярным полем, следует оценка для космологической постоян­

ной Λ𝑄𝐹𝑇 . В то же время из наблюдения следует не согласующаяся с Λ𝑄𝐹𝑇

оценка космологической постоянной Λ𝑒𝑥𝑝, причём
Λ𝑄𝐹𝑇

Λ𝑒𝑥𝑝
∼ 10122, что является

на данный момент самым серьёзным расхождением между квантовой теорией

поля и теорией гравитации. Конечно, данную проблему можно решить при помо­

щи перенормирования Λ, однако перенормировка в случае стандартной подели

гравитации является аддитивной, и столь тонкая "настройка"космологических



8

параметров сложна с точки зрения интерпретации получаемых результатов. В

то же время в случае массивной теории гравитации параметр 𝑚, перенормиру­

ется мультипликативно, что существенно облегчает интерпретацию.

Однако теория массивной гравитации за свою историю исследования

столкнулась с целой массой проблем. Первую подобную проблему в 1970 году

описали независимо Х. ван Дам с М. Вельтманом в работе [25] и В.И. Захаров

в работе [26]. Дело в том, что теория Фирца-Паули, являясь линеаризованной

теорией массивной гравитации, обладает пятью степенями свободы, в то время

как обычная линеаризованная гравитация обладает, как известно, двумя. В то

же время предел теории Фирца-Паули 𝑚 → 0 не является гладким, в результа­

те чего в безмассовом пределе остаётся третья, лишняя степень свободы. Она

приводит к тому, что в одночастичной амплитуде рассеяния (а следователь­

но и в законе Ньютона) возникает лишний множитель 4
3 , а значит массивная

гравитация в безмассовом пределе описывает более сильное притяжение, чем

стандартная, безмассовая гравитация.

Решение данной проблемы предложено А.И. Вайнштейном в работе [27].

Он показал, что линеаризованная массивная гравитация справедлива лишь на

очень больших расстояниях. Это расстояние было названо радиусом Вайнштей­

на, 𝑟𝑉 = (
𝑟𝑔
𝑚)

1
5 , где 𝑟𝑔 - гравитационный радиус, описываемый стандартной

общей теорией относительности. Внутри же радиуса Вайнштейна оставшиеся

три степени свободы характеризуются сильным самодействием, а потому не

взаимодействуют с оставшимися двумя.

Другое решение данной проблемы предложил М. Поррати в работе [28]. В

своей работе он рассмотрел линеаризацию массивной теории гравитации вокруг

пространства анти-де Ситтера. В таком случае в одночастичной амплитуде рас­

сеяния возникает дополнительный свободный параметр Λ, и пределы Λ → 0 и

𝑚 → 0 оказываются неперестановочными. Таким образом если в одночастичной

амплитуде стремить к нулю сначала 𝑚, а затем Λ, то скачок степеней свободы

не наблюдается. В противном же случае наблюдается решение ван-Дама-Вельт­

мана-Захарова.

Тем не менее, в том же 1972 году вышла работа [29] за авторством Д.

Бульвара и С. Дезера, которая поставила перед исследователями массивной

теории гравитации куда более серьёзную проблему. Проведя разложение Ар­

новитта-Дезера-Мизнера для массивной теории гравитации и посчитав степени

свободы, Д. Бульвар и С. Дезер пришли к выводу, что у данной теории не пять,
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а шесть степеней свободы. Более того, они пришли к выводу, что в общем случае

массивной гравитации лишняя степень свободы обладает отрицательной кине­

тической энергией (то есть является духом), что приводит к неустойчивости

решений в этой теории. Данное открытие остановило рассмотрение массивной

гравитации, как альтернативной космологической модели, почти на 40 лет.

Ситуация изменилась в 2010 году с выходом работы [30] за авторством К.

де Рам, Г. Габададзе и А. Толли. В данной работе авторы обратили внимание на

то, что линеаризованная массивная гравитация обладает пятью степенями сво­

боды, и задались вопросом о механизме отщепления данной лишней, духовой

степени свободы. Им удалось найти частный случай потенциала в массивной

теории гравитации, который теперь в их честь называется потенциалом де Рам­

Габададзе-Толли (dRGT).

Потенциал dRGT крайне сложно записывается в метрическом формализ­

ме. Однако оказалось, что он приобретает не столь громоздкий вид в реперном

формализме. Более того, оказалось, что интерес представляет версия массивной

бигравитации с потенциалом dRGT, в которой фоновый репер, необходимый

для построения массивного потенциала, также является динамической перемен­

ной. Таким образом была построена бездуховая массивная бигравитация.

Бездуховая массивная бигравитация, в отличие от массивной гравитации

с потенциалом dRGT, в которой фоновый репер не является динамической пе­

ременной, обладает калибровочной симметрией. Однако несмотря на наличие

двух различных реперов, описывающих в себя нетривиальным образом пять

степеней свободы массивной гравитации и две степени свободы безмассовой,

калибровочные преобразования данной теории включают в себя лишь один па­

раметр для диффеоморфизмов и один параметр для преобразований Лоренца.

Несмотря на упрощение вида теории в реперном формализме, данная

теория всё ещё является малоизученной. Вместе с тем, обобщённый предсим­

плектический BV-AKSZ формализм предоставляет собой мощный инструмент

для исследования калибровочных теорий, а потому его применение к бездухо­

вой массивной бигравитации является актуальной задачей.

Степень проработанности темы. Мультисимплектический подход

(стоит напомнить, что внутреннее действие является частным случаем мульти­

симплектического действия) берёт начало с работы Т. де Дондера [31], в которой

автор предложил обобщение Гамильтонового формализма, хорошо зарекомен­

довавшего себя в одномерном случае - механике, на многомерные системы -
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теорию поля, и продолжившей её работы Г. Вейля [32], в которой автор развил

идею т. де Дондера и обобщил на многомерный Гамильтонов формализм подход

Гамильтона-Якоби. В дальнейшем подход де Дондера-Вейля был рассмотрен с

на языке расслоения джетов, что позволило, например, в инвариантных тер­

минах сформулировать для обобщённого Гамильтонового формализма аналог

преобразований Лежандра. В качестве основных работ в данном направлении

можно выделить [33—39]. Особое внимание стоит обратить на работы [40], в ко­

торой был представлен набор различных мультисимплектических расслоений,

использующихся в мультисимплектическом формализме, [41], в которой обсуж­

дается применение мультисимплектического формализма к гравитации, [42], в

которой описана факторизация по ядру в случае вырожденной мультисимплек­

тической формы, а также [16], в которой было введено понятие внутреннего

действия и таким образом для большого спектра систем была решена обрат­

ная вариационная задача. Однако несмотря на существенный вклад в развитие

обобщённого Гамильтонового подхода, сделанного в данных работах, в них

рассматривались исключительно неградуированные объекты, что затрудняет

систематическое исследование калибровочных систем.

С другой стороны, в области инвариантного геометрического подхода к

рассмотрению калибровочных систем нельзя не отметить работу [24], в которой

было показано, что, исключив требование невырожденности у симплектической

структуры (то есть рассмотрев предсимплектическую структуру), можно обоб­

щить конструкцию AKSZ на нетопологические теории. В дальнейшем данный

подход, а именно предсимплектический BV-AKSZ формализм, был развит в ра­

ботах [43—45]: в частности, на примере гравитации в работе [43] и конформной

гравитации в работе [44]. Также важно отметить работы [46—48] в которых не

рассматривается Лагранжев формализм, однако исследуется математический

аппарат, который сильно связан с предсимплектическим BV-AKSZ формализ­

мом.

Важной работой в области построения минимальных предсимплектиче­

ских моделей является статья [23], в которой описывается способ ослабить

аксиомы предсимплектического BV-AKSZ формализма, а именно заменить

требование нильпотентности 𝑄-дифференциала на аналог мастер-уравнения.

Таким образом 𝑄-дифференциал, предсимплектическая структура ω и ковари­

антный Гамильтониан ℋ оказываются подчинены соотношениям
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dω = 0 , 𝑖𝑄ω− dℋ ∈ ℐ , 𝑖𝑄𝑖𝑄ω = 0 , 𝑖𝑄𝐿𝑄ω ∈ ℐ , (1)

где 𝐿𝑄 - производная Ли, а идеал ℐ порождён формами с базы расслое­

ния (обычно базой является пространство-время). Данный подход является

многообещающим в исследовании массивной гравитации, поскольку позволяет

получать минимальные предсимплектические формулировки теорий, которые

при этом являются BV-полными. В то же время, исследование BV-формулиро­

вок массивной гравитации на данный момент ограничивается рассмотрением

конечного (и вполне ограниченного) количества поправок к линейной теории

(в качестве примера можно привести работы [49; 50]).

Исследование гравитации напрямую связано также с исследованием дру­

гих спиновых систем с 𝑠 ⩾ 2. В области безмассовых спиновых систем

важнейшей работой является статья [51], в которой была предложена Лагран­

жева формулировка для безмассовой теории произвольного спина. Следующей

качественной ступенью в развитии безмассовых спиновых теорий стало по­

явление развёрнутого формализма, в рамках которого удалось построить

взаимодействие безмассовых высшеспиновых полей с гравитацией в произволь­

ной размерности. Для этого было рассмотрен случай искривлённого фонового

пространства, поскольку как было известно из литературы ранее, в плоском про­

странстве в принципе невозможно построить теорию калибровочных высших

спинов.[52] В качестве основных работ в данном направлении можно выделить

статьи [53—56], а также обзор [57]. Также важно отметить, что в работе [58] рам­

ках развёрнутого формализма была решена обратная вариационная задача.

В области массивных спиновых полей нельзя не отметить пионерскую

работу [4], в которой был предложен способ построения Лагранжевой фор­

мулировки массивной теории спина 2 путём введения вспомогательного поля,

которое можно интерпретировать, как след исходнного поля, в терминах кото­

рого записаны уравнения движения. Дальнейшее обобщение данного подхода

на случай произвольного спина было предложено в работе [5].

Существует также нековариантный подход к построению Лагранжевой

формулировки. В работе [59] рамках подобного подхода можно построить дей­

ствие для массивных спиновых полей без привлечения вспомогательных полей.

Однако, помимо того, что подобная Лагранжева формулировка является неко­

вариантной, она также содержит производные вплоть до 20 порядка, а её

Лагранжиан вмещается на 30 страницах.
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Наконец, интересно отметить киральный подход к рассмотрению массив­

ных высшеспиновых систем, описанный в работе [60]. Данный подход позволяет

продвинуться в построении взаимодействия в массивных спиновых системах,

однако существенно усложняет учёт симметрий полей. Более того, на данный

момент подход, описанный в работе [60], пусть и является многообещающим,

на данный момент был применён лишь к массивным теориям спинов 1
2 , 1,

3
2 и 2.

Цели исследования:

1. Исследовать предсимплектические формулировки теорий с нетривиаль­

ными дифференциальными следствиями нулевого порядка в терминах

стационарной поверхности.

2. Построить минимальное предсимплектическое действие для массивных

теорий спина 2 и 3.

3. Построить в рамках обобщённого предсимплектического BV-AKSZ

формализма минимальные формулировки приводимых калибровоч­

ных, а также некалибровочных теорий.

4. Применить обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм к

бездуховой массивной теории бигравитации.

Для достижения поставленных целей были сформулированы следующие

задачи исследования:

1. Построить минимальную предсимплектическую формулировку в тер­

минах стационарной поверхности для массивных спиновых теорий и

получить их минимальное расширение для случаев массивных теорий

спинов 2 и 3.

2. Исследовать недавно предложенные аксиомы обобщённого предсимм­

плектического BV-AKSZ формализма и предложить их обобщение.

3. Явно проследить, как в случае, когда 𝑄-дифференциал не содержит ин­

формации о калибровочной симметрии теории, предсимплектический

BV-AKSZ формализм восстанавливает внутреннее действие.

4. Построить минимальную формулировку электродинамики 𝑝-формы и

модели Фридмана-Таунсенда в терминах обобщённого предсимплекти­

ческого BV-AKSZ формализма.

5. Построить минимальную формулировку бездуховой массивной бигра­

витации в терминах обобщённого предсимплектического BV-AKSZ

формализма.

Основные положения, выносимые на защиту:
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1. Найденные расширения стационарной поверхности и предсимплектиче­

ской структуры для массивных теорий спина 2 и 3 позволяют построить

минимальную полную (то есть воспроизводящая все уравнения движе­

ния) предсимплектическую формулировку в терминах стационарной

поверхности для массивных теорий спина 2 и 3.

2. Показано, что предсимплектический BV-AKSZ формализм воспроизво­

дит внутреннее действие в случае, когда 𝑄-дифференциал не содержит

информации о калибровочной симметрии теории.

3. Обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм позволяет

построить минимальные формулировки электродинамики 𝑝-формы в

произвольной размерности и её неабелевой модификации для 𝑝 = 2,

𝑛 = 4 - модели Фридмана-Таунсенда.

4. Для построения бездуховой массивной теории бигравитации в рамках

обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма необходи­

мо введение нерегулярных связей на слое 𝐸 расслоения 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋,

приводящих к регулярной симплектической структуре на суперотобра­

жениях. Это позволяет получить спектр переменных, необходимых для

построения BV-формулировки бездуховой массивной теории бигравита­

ции.

Достоверность. Достоверность полученных в рамках диссертационной

работы результатов обеспечивается надёжностью математического аппарата,

используемого в исследовании, включающего в себя дифференциальную гео­

метрию, теорию супермногообразий и суперотображений.

Научная новизна. Все представленные в диссертационной работе ре­

зультаты являются новыми. Полученные в диссертационной работе результаты

используются в научных исследованиях как российскими, так и зарубежными

учёными и научными группами.

Научная значимость. Изучаемые в диссертационной работе пробле­

мы представляют научный интерес в области теоретической и математической

физики. Полученный в диссертационной работе метод построения минималь­

ных предсимплектических формулировок для массивных теорий спинов 2 и

3 без изменений обобщается на случаи старших спинов. Полученные в рам­

ках обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма формулировки

электродинамики 𝑝-форм, модели Фридмана-Таунсенда и бездуховой массивной

бигравитации записаны в минимальном наборе переменных и содержат явно
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определяющие теорию геометрические структуры, что позволяет существенно

облегчить их дальнейшее исследование.

Апробация результатов работы. Результаты, полученные в ходе ра­

боты над диссертацией, были представлены и обсуждены на международных

конференциях:

1. "The International Workshop Supersymmetries and Quantum Symmetries

– SQS’22"(Дубна, 2022)

2. "International Conference Quantum Field Theory and Gravity (QFTG

2023)" (Томск, 2023)

Личный вклад автора. Все представленные в диссертации результаты

являются оригинальными и получены автором лично или при его непосред­

ственном участии.

Публикации. По материалам диссертации опубликовано три рабо­

ты [61—63], все в изданиях из перечня рецензируемых научных журналов

ВАК и находящемся в белом списке изданий, индексируемых базами данных

Scopus и Web of Science.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 3 глав

и заключения. Полный объём диссертации составляет 118 страниц.

Глава 1 посвящена построению инвариантных Лагранжевых формулиро­

вок для массивных спиновых теорий. В разделе 1.1 описываются необходимые

для дальнейшей работы математические структуры, главной из которых

является расслоение джетов. Раздел 1.2 содержит описание понятия Лагран­

жевой формулировке на языке расслоения джетов. Раздел 1.3 вводит понятие

внутреннего действия - частного случая мультисимплектического действия,

определённого на сечениях стационарной поверхности теории, после чего приме­

нение данной конструкции раскрывается на примерах в разделе 1.4. В разделе

1.5 описывается построение внутреннего действия для теории, не являющейся

естественной в смысле определения, полученного в разделе 1.3 - массивной тео­

рии спина 2. Также в данном разделе показывается, что внутреннее действие

для данной теории не является полным. Раздел 1.6 посвящён построению ми­

нимальной предсимплектической формулировки для массивной теории спина 2

на основе так называемой Parent-формулировки действия. И, наконец, раздел

1.7 посвящён построению внутреннего действия (которое ожидаемо оказывается

неполным) и минимальной предсимплектической формулировки для массивной

теории спина 3.
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Глава 2 посвящена методу построения инвариантных Лагранжевых фор­

мулировок, учитывающему калибровочные симметрии теории - обобщённому

предсимплеткическому BV-AKSZ формализму. Разделы 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 и 2.5

посвящены структурам, необходимым для формулировки обобщённого пред­

симплектического BV-AKSZ формализма. В разделе 2.6 вводится понятие

обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма, после чего доказы­

вается, что при помощи него можно восстановить полную BV-формулировку

теории в случае квазирегулярной предсимплектической структуры. Раздел

2.7 посвящён рассмотрению в рамках обобщённого предсимплектического BV­

AKSZ формализма теорий, для которых 𝑄-дифференциал не содержит данных

о калибровочных преобразований. Доказывается, что в данном случае обоб­

щённый предсимплектический BV-AKSZ формализм воспроизводит внутреннее

действие. В разделе 2.8 данный формализм используется для построения мини­

мальной предсимплектической формулировки для приводимой калибровочной

теории - электродинамики 𝑝-форм. Наконец, раздел 2.9 посвящён рассмотрению

минимальной предсимплектической формулировки для неабелевой модифика­

ции электродинамики 𝑝-форм - модели Фридмана-Таунсенда.

Глава 3 посвящена построению минимальной предсимплектической фор­

мулировки для бездуховой массивной теории бигравитации. Разделы 3.1 и 3.2

посвящены исторической справке о проблемах, которые были выявлены в мас­

сивной теории бигравитации, а именно скачку ван Дама-Вельтмана-Захарова

(также в разделе 3.1 описываются решения данной проблемы) и духу Буль­

вара-Дезера. В разделе 3.3 описывается способ построения потенциала для

массивной теории бигравитации, который не приводит к появлению в теории

лишней духовой степени свободы. Раздел 3.4 посвящён реперному формализму,

который позволяет сформулировать бездуховую массивную теорию бигравита­

ции в более компактной форме. В разделе 3.5 рассматривается альтернативный

способ получения потенциала бездуховой массивной теории бигравитации пу­

тём размерной редукции через дискретизацию пространства. Наконец, разделы

3.6 и 3.7 посвящены применению к бездуховой массивной теории бигравита­

ции обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма. В частности,

в разделе 3.6 описывается поиск связей, позволяющих удовлетворить аксио­

мам обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма, в разделе 3.7

предоставляется доказательство того, что данная поверхность связей являет­
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ся квазирегулярной, а в разделе 3.8 полученные результаты обобщаются на

трёхмерный случай.
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Глава 1. Внутреннее действие

1.1 Расслоение джетов

Любая теоретикополевая система с точки зрения математики описывается

на языке расслоений. Расслоение ℱ → 𝑋 - тройка (ℱ ,𝑋,π), где топологическое

пространство 𝑋 называется базой расслоения, топологическое пространство ℱ
- тотальным пространством расслоения, а π : ℱ → 𝑋 - каноническая проек­

ция. В подавляющем большинстве содержательных теоретикополевых систем

ℱ и 𝑋 являются многообразиями, и в качестве 𝑋 выступает пространство-вре­

мя. Более того, в данной работе каждое тотальное пространство расслоения ℱ
можно будет представить (во всяком случае локально), как Декартово произ­

ведение 𝑋 × 𝐹 , где 𝐹 носит название слоя расслоения. Подобные расслоения

называются (локально) тривиальными.

Пусть 𝑥𝑎 - координаты на базе 𝑋, а φ𝑖 - координаты на слое 𝐹 (соответ­

ственно, координатами на ℱ будут (𝑥𝑎,φ𝑖)). Полями системы будут называться

сечения теории: отображения σ : 𝑋 → ℱ . Компоненты полей обозначаются как

σ𝑖(𝑥) (или σ(φ𝑖)), но чаще для удобства вводится обозначение φ𝑖(𝑥).

Для работы с уравнениями движения (в том числе Лагранжевыми) тео­

ретикополевой системы удобно ввести дополнительную конструкцию, а именно

расслоение джетов, ассоциированное с расслоением ℱ → 𝑋. По определению,

𝑘-е расслоение джетов 𝐽𝑘(ℱ) - это расслоение, координаты слоя которого - это

классы эквивалентности сечений, у которых производные совпадают до 𝑘-го

порядка включительно. Иными словами, точка в расслоении 𝐽𝑘(ℱ) - это па­

ра (𝑥𝑎, [σ𝑖]𝑘, где [σ𝑖]𝑘 - класс эквивалентности сечений, у которых в точке 𝑥𝑎

совпадают первые 𝑘 производных.

Пусть 𝑙 ⩽ 𝑘. В таком случае легко определить сюрьективную проекцию

π𝑘𝑙 : 𝐽
𝑙(ℱ) → 𝐽𝑘(ℱ) из 𝑙-го расслоения джетов в 𝑘-е. Можно также определить

обратный проективный предел, а именно 𝐽∞(ℱ) - бесконечное расслоение дже­

тов. В качестве его координат удобно выбрать (𝑥𝑎,φ𝑖,φ𝑖
𝑎,φ

𝑖
𝑎𝑏,...) = (𝑥𝑎,φ𝐴), где

φ𝑖
𝑎 - координата, ассоциированная с 𝜕𝑎σ

𝑖(𝑥), а 𝐴 - мультииндекс.



18

Касательное расслоение к расслоению джетов можно разбить на два

подрасслоения: вертикальное (касательное расслоение вдоль слоя) и комплимен­

тарное ему горизонтальное. Последнее можно определить следующим образом:

̂︀𝐷𝑎 =
𝜕

𝜕𝑥𝑎
+φ𝑖

𝑎

𝜕

𝜕φ𝑖
+φ𝑖

𝑎𝑏

𝜕

𝜕φ𝑖
𝑏

+ ... (1.1)

Данное векторное поле называется распределением Картана. Это рас­

пределение очевидным образом инволютивно. В данном, координатном, виде

очевидно, что ̂︀𝐷𝑎 задаёт полную производную на 𝐽∞(ℱ).

Вместе с разбиением касательного пространства на вертикальную и го­

ризонтальную составляющие аналогичным образом можно задать разбиение

алгебры дифференциальных форм Ω(𝐽∞(ℱ)).

Ω(𝐽∞(ℱ)) =
⨁︁

0⩽ℎ⩽𝑛

⨁︁
𝑣⩾0

Ω(ℎ,𝑣)(𝐽∞(ℱ)) (1.2)

ℎ и 𝑣 называются горизонтальным и вертикальным рангом формы

соответственно. Проще говоря, элементами Ω(ℎ,𝑣)(𝐽∞(𝑐𝐹 )) являются дифферен­

циальные (ℎ,𝑣)-формы. Вместе с введением двух градуировок для дифферен­

циальных форм удобно также разбить дифференциал де Рама на сумму двух

дифференциалов: d = dℎ + d𝑣:

dℎ : Ω(ℎ,𝑣)(𝐽∞(ℱ)) → Ω(ℎ+1,𝑣)(𝐽∞(ℱ))

d𝑣 : Ω
(ℎ,𝑣)(𝐽∞(ℱ)) → Ω(ℎ,𝑣+1)(𝐽∞(ℱ)) (1.3)

Из нильпотентности дифференциала d, а также опрделения dℎ и d𝑣 выте­

кают следующие соотношения на данные дифференциалы:

d2ℎ = d2𝑣 = 0 , dℎd𝑣 + d𝑣dℎ = 0 (1.4)

В координатах произвольная дифференциальная форма ранга (ℎ,𝑣), а

также горизонтальный и вертикальный дифференциалы де Рама выглядят сле­

дующим образом соответственно.

𝑤 = 𝑤𝑎1...𝑎ℎ𝐴1...𝐴𝑣
𝑑𝑥𝑎1...𝑑𝑥𝑎ℎd𝑣φ

𝐴1...d𝑣φ
𝐴𝑣 (1.5)

dℎ = 𝑑𝑥𝑎 ̂︀𝐷𝑎 (1.6)
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d𝑣 = d𝑣φ
𝑖 𝜕

𝜕φ𝑖
+ d𝑣φ

𝑖
𝑎

𝜕

𝜕φ𝑖
𝑎

+ ... (1.7)

Уравнения движения теоретикополевой системы, будучи дифференци­

альными уравнениями в частных производных (PDE), - это равная нулю

комбинация полей и их производных. На языке расслоения джетов 𝐽∞(ℱ) PDE

задаётся равенством нулю функций 𝐸𝑖 от координат слоя. Данное условие мо­

жет быть бесконечно продолжено.

𝐸𝑖 = 0̂︀𝐷𝑎𝐸𝑖 = 0̂︀𝐷𝑏
̂︀𝐷𝑎𝐸𝑖 = 0

... (1.8)

Данный набор уравнений вместе со всеми их возможными линейными

комбинациями задаёт на 𝐽∞(ℱ) подрасслоение ℳ, которое называется стаци­

онарной поверхностью. Таким образом PDE эквивалентным образом задаётся

парой (ℳ, ̂︀𝐷𝑎). Стоит отметить, что, несмотря на привязку к координатам в

определении ℳ и ̂︀𝐷𝑎, сам объект (ℳ, ̂︀𝐷𝑎) является координатно независимым.

Наконец осталось поговорить о решениях уравнений движения на данном

языке. Для этого введём 𝐷𝑎 - проекцию ̂︀𝐷𝑎 на ℳ, как на расслоение над 𝑋.

Решениями уравнений движений в таком случае будут такие сечения σ : 𝑋 →
ℳ, что𝐷𝑎 будет касателен к ним. В инвариантных терминах это условие можно

записать следующим образом.

d ∘ σ* = σ* ∘ dℎ (1.9)

Здесь dℎ = 𝑑𝑥𝑎𝐷𝑎. Вводя локальные координаты ψ
𝐴 на ℳ, можно задать

решение уравнений движения, как связь на ℳ вида ψ𝐴−σ𝐴(𝑥) = 0. В данных

координатах можно выписать и 𝐷𝑎: 𝐷𝑎 = 𝜕𝑎 +Γ𝐴
𝑎 (ψ,𝑥)

𝜕
𝜕ψ𝐴 , где Γ

𝐴
𝑎 (ψ,𝑥) можно

интерпретировать, как коэффициенты связности. Таким образом условие (1.9)

легко выписывается в введнных ранее локальных координатах:

𝜕𝑎σ
𝐴(𝑥)− Γ𝐴

𝑎 (σ(𝑥),𝑥) = 0 (1.10)

Таким образом мы ввели все математические конструкции, которые поз­

воляют рассматривать уравнения движения в инвариантных геометрических
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терминах. Следующим естественным шагом является обобщение рассмотрен­

ных конструкций на Лагранжев формализм.

1.2 Лагранжев формализм

Как известно, PDE ℰ𝑖 называются Лагранжевыми, если они могут быть

получены варьированием некоторого функционала 𝑆[φ(𝑥)], называемого дей­

ствием, то есть выполняется равенство ℰ𝑖 = δ𝑆[φ(𝑥)]
δφ𝑖(𝑥) . Тем не менее важно

помнить, что даже если ℰ𝑖 является Лагранжевой системой PDE, нет гаран­

тий, что Λ𝑖
𝑗ℰ𝑖 будет Лагранжевой системой даже при условии обратимости

дифференциального оператора Λ𝑖
𝑗. Данная проблема в литературе носит назва­

ние проблемы множителя (multiplier problem). В этом смысле сама постановка

задачи определения, являются ли уравнения движения какой-либо теоретико­

полевой системы Лагранжевыми, не инвариантна. Для удобства работы с этим

вопросом удобно сформулировать его на более инвариантном, геометрическом

языке в терминах расслоения джетов.

Пусть на 𝐽∞(ℱ) определена такая (𝑛,0)-форма ℒ, что 𝐸𝑖 = δ
𝐸𝐿
𝑖 ℒ, где

δ𝐸𝐿
𝑖 =

𝜕

𝜕φ𝑖
− ̂︀𝐷𝑎

𝜕

𝜕φ𝑖
𝑎

+ ̂︀𝐷𝑎
̂︀𝐷𝑏

𝜕

𝜕φ𝑖
𝑎𝑏

− ... (1.11)

Пусть имеется две системы PDE 𝐸𝑖 и 𝐸 ′
α. Они называются эквивалентны­

ми тогда, когда изоморфны друг другу две стационарные поверхности (ℳ, ̂︀𝐷𝑎)

и (ℳ′, ̂︀𝐷′
𝑎). В этом смысле система PDE (ℳ, ̂︀𝐷𝑎) называется Лагранжевой, ко­

гда существует такие расслоение джетов 𝐽∞(ℱ) и определённая на нём (𝑛,0)

форма ℒ, что бесконечно продолженная система 𝐸𝑖 = δ𝐸𝐿
𝑖 ℒ эквивалентна

(ℳ, ̂︀𝐷𝑎).

Оператор δ𝐸𝐿
𝑖 обязан удовлетворять следующему соотношению

d𝑣ℒ = d𝑣φ
𝑖δ𝐸𝐿

𝑖 ℒ − dℎ̂︀χ (1.12)

Данное равенство называется первой вариационной формулой, которую

можно интерпретировать следующим образом: при интегрировании Лагранжи­

ана по частям возникает граничный член (нужно ли это?). Её также можно

интерпретировать, как определение (𝑛 − 1,1)-формы ̂︀χ. Так как большинство
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физических Лагранжианов (как и все Лагранжианы, рассмотренные в данной

работе) не содержат производных от полей старше второго порядка, найдём

для примера вид для ̂︀χ для подобного случая.

dℎ̂︀χ = d𝑣φ
𝑖𝐸𝑖 − d𝑣ℒ =

= d𝑣φ
𝑖(− ̂︀𝐷𝑎

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

+ ̂︀𝐷𝑎
̂︀𝐷𝑏

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)(𝑑𝑥)𝑛 − (d𝑣φ
𝑖
𝑎

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

+ d𝑣φ𝑎𝑏
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)(𝑑𝑥)𝑛 (1.13)

d𝑣φ
𝑖(− ̂︀𝐷𝑎

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

+ ̂︀𝐷𝑎
̂︀𝐷𝑏

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)(𝑑𝑥)𝑛 = dℎ(
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

− ̂︀𝐷𝑏
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)d𝑣φ
𝑖(𝑑𝑥)𝑛−1

𝑎 (1.14)

(d𝑣φ
𝑖
𝑎

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

+ d𝑣φ
𝑖
𝑎𝑏

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)(𝑑𝑥)𝑛 =

= ((
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

− ̂︀𝐷𝑏
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)dℎd𝑣φ
𝑖 + dℎ(

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

d𝑣φ
𝑖
𝑏))(𝑑𝑥)

𝑛−1
𝑎 (1.15)

В итоге получаем

̂︀χ = ((
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎

− ̂︀𝐷𝑏
𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

)d𝑣φ
𝑖 +

𝜕ℒ
𝜕φ𝑖

𝑎𝑏

d𝑣φ
𝑖
𝑏)(𝑑𝑥)

𝑛−1
𝑎 = ̂︀χ𝑎𝐴d𝑣φ𝐴(𝑑𝑥)𝑛−1

𝑎 , (1.16)

где в данном случае ̂︀χ𝑎𝐴 ̸= 0 только в случае, когда мультииндекс 𝐴 пробегает

значения (𝑖), (𝑖,𝑎) и (𝑖,𝑎,𝑏). Также здесь для удобства было введено следую­

щее обозначение для базисных элементов горизонтальных дифференциальных

форм.

(𝑑𝑥)𝑛−𝑘
𝑎1...𝑎𝑘

=
1

(𝑛− 𝑘)!
ε𝑎1...𝑎𝑘𝑏1...𝑏𝑛−𝑘

𝑑𝑥𝑏1...𝑑𝑥𝑏𝑛−𝑘 (1.17)

(𝑛 − 1,1)-форма ̂︀χ называется предсимплектическим потенциалом. При

помощи него можно ввести предсимплектическую структуру - (𝑛− 1,2)-форму̂︀ω, определённую следующим образом:

̂︀ω = d𝑣̂︀χ = ̂︀ω𝑎
𝐴𝐵d𝑣φ

𝐴d𝑣φ
𝐵(𝑑𝑥)𝑛−1

𝑎 . (1.18)

Подставив в определение предсимплектической структуры первую вариа­

ционную формулу, можно получить

̂︀ω = (d− dℎ)̂︀χ = d(̂︀χ+ ℒ)− d𝑣φ
𝑖𝐸𝑖 , (1.19)
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где второе равенство выполняется благодаря dℎℒ = 0, поскольку ℒ -

(𝑛,0)-форма.

Пусть ω, χ и 𝑙 - ограничение на ℳ ̂︀ω, ̂︀χ и ℒ соответственно. Ограничив

предыдущее выражение ℳ, получим

ω = d(χ+ 𝑙) (1.20)

Несложно увидеть, что χ+ 𝑙, будучи прообразом ω относительно d, явля­

ется обобщённой формой Пуанкаре-Картана, ограниченной на ℳ.

1.3 Внутреннее действие

Прежде, чем дать определение внутреннему действию, рассмотрим сна­

чала более общую ситуацию. Пусть 𝐹 × 𝑋 → 𝑋 - тривиальное расслоение.

В силу тривиальности расслоения на алгебре дифференциальных форм мож­

но ввести горизонтальную и вертикальную градуировку. Из этого следует, что

и дифференциал де Рама можно представить в виде суммы горизонтального и

вертикального дифференциалов d = d𝑋+d𝐹 . Пусть 𝑥
𝑎 - координатный базис на

𝑋, а φ𝑖 - координатный базис на 𝐹 . Тогда в данных координатах d𝑋 = 𝑑𝑥𝑎 𝜕
𝜕𝑥𝑎 и

d𝐹 = 𝑑φ𝑖 𝜕
𝜕φ𝑖 . Если на 𝐹×𝑋 → 𝑋 определены также две формы: (𝑛−1,2)-форма̃︀χ и (𝑛,0)-форма ̃︀ℋ, то на сечениях σ : 𝑋 → 𝐹 ×𝑋 можно определить действие

следующего вида:

𝑆[σ] =

∫︁
(σ*(̃︀χ)− σ*( ̃︀ℋ)) (1.21)

Данное действие называется предсимплектическим или мультисимплек­

тическим. Последнее название связано с тем, что в суммарная градуировка

предсимплектического потенциала ̃︀χ равна 𝑛+ 1, а не 2. В частном случае вид

(1.21) имеют Гамильтоново действие, AKSZ-действие и многие другие.

В координатах φ𝑖 и 𝑥𝑎 действие (1.21) может быть переписаным следу­

ющим образом:

𝑆[φ] =

∫︁
(𝑑φ𝑖(𝑥)̃︀χ𝑖(𝑥,𝑑𝑥,φ)− ̃︀ℋ(𝑥,𝑑𝑥,φ)) (1.22)
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Варьируя действие (1.22) по φ𝑖 и вводя ̃︀ω = d𝐹̃︀χ, можно получить сле­

дующие уравнения движения

̃︀ω𝑖𝑗(𝑥,𝑑𝑥,φ(𝑥))𝑑φ
𝑗(𝑥)− 𝜕𝑖 ̃︀ℋ(𝑥,𝑑𝑥,φ) = 0 (1.23)

Если ̃︀ω𝑖𝑗 обратима, можно ввести 𝑄𝑗 = ̃︀ω𝑖𝑗𝜕𝑖 ̃︀ℋ и переписать уравнение

движения в виде

̃︀ω𝑖𝑗(𝑥,𝑑𝑥,φ(𝑥))(𝑑φ
𝑗(𝑥)−𝑄𝑗(𝑥,𝑑𝑥,φ(𝑥))) = 0 (1.24)

Ещё одним определением, которое нужно дать перед тем, как перейти ко

внутреннему действию, является определение естественной системы.

Определение 1.3.1. Естественной называется Лагранжева теоретикополе­

вая система, удовлетворяющая трём требованиям:

1. Действие данной системы может быть записано в мультисим­

плектическом виде (возможно, при помощи введения в систему

вспомогательных полей).

2. Среди уравнений движения системы нет алгебраических соотноше­

ний на φ𝑖.

3. (𝑛−1,2)-форма ̃︀ω не вырождена в следующем смысле: условие 𝑖𝑉 ̃︀ω = 0

выполняется тогда и только тогда, когда 𝑉 = 0.

Последнее условие можно переформулировать следующим эквивалент­

ным способом: действие (1.21) (и, соответственно, следующие из него уравнения

движения) не содержат алгебраических (или, иначе говоря, Штюкельберговых)

калибровочных симметрий, а именно симметрий вида δφ𝑖(𝑥) = 𝑅𝑖(𝑥,φ)ε(𝑥),

причём 𝑅𝑖(𝑥,φ) такое, что 𝑅𝑖(𝑥,φ)ε(𝑥) = 0 тогда и только тогда, когда ε(𝑥) = 0.

Наконец, перейдём к построению внутреннего дйствия. Пусть имеется

сформулированная на языке джетов система PDE (ℳ, ̂︀𝐷𝑎). Пусть также на

ℳ определена предсимплектическая структура ω. В силу точности ω по её

определению, d𝑣ω = 0. Более того, предположим, что предсимплектическая

структура сохраняется, что на данном языке означает выполнение условия

dℎω = 0. Данное условие сохранения означает существование (𝑛,0)-формы 𝑙,

причём такой, что dℎχ = d𝑣𝑙. Действительно, dℎω = dℎd𝑣χ = −d𝑣dℎχ = 0, а

значит в силу нильпотентности d𝑣 dℎχ определена с точностью до добавления

произвольной формы d𝑣𝑙. Из этого следует, что у предсимплектической струк­

туры ω существует прообраз относительно дифференциала d: ω = d(χ + 𝑙).
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Данное утверждение легко проверить: d(χ + 𝑙) = d𝑣χ + dℎχ + d𝑣𝑙 + dℎ𝑙 = ω.

Если χ получено из какого-либо Лагранжиана (например, по формуле (1.16)),

в качестве 𝑙 в соответствии с (1.20) можно выбрать ограничение Лагранжиана

на стационарную поверхность ℳ.

Учитывая, что χ+ 𝑙 является ограничением на ℳ формы Пуанкаре-Кар­

тана, на сечениях стационарной поверхности σ : 𝑋 → ℳ можно построить

следующее мультисимплектическое действие:

𝑆𝐶 [σ*] =

∫︁
σ*(χ+ 𝑙) (1.25)

Чтобы убедиться, что данное действие является мультисимплектическим,

введём координаты 𝑥𝑎 и ψ𝐴 на ℳ. Используя данные координаты, можно пе­

реписать (1.25) следующим образом:

𝑆𝐶 [σ*] =

∫︁
σ*(χ𝐴d𝑣ψ

𝐴 + 𝑙) =

∫︁
σ*(χ𝐴(d− dℎ)ψ

𝐴 + 𝑙) =

=

∫︁
(σ*(χ𝐴dψ𝐴)− σ*(χ𝐴dℎψ𝐴 − 𝑙)) (1.26)

Вводя (𝑛,0)-форму ℋ = χ𝐴dℎψ
𝐴 − 𝑙, перепишем действие в следующем

виде (1.21):

𝑆[σ*] =

∫︁
σ*(χ𝐴dψ𝐴)− σ*(ℋ) (1.27)

Действие (1.25) называется внутренним действием теории. Его преимуще­

ством является тот факт, что оно построено в терминах внутренней геометрии

самой стационарной поверхности ℳ: для его построения необходимы только

стационарная поверхность ℳ, а также определённые на ней предсимплектиче­

ская структура ω и распределение Картана 𝐷𝑎.

Введя обозначение 𝑄𝐴(𝑥,𝑑𝑥,ψ(𝑥)) = σ*(dℎψ
𝐴), легко выписать уравнения

движения, следующие из внутреннего действия.

ω𝐴𝐵(𝑥,𝑑𝑥,ψ(𝑥))(𝑑ψ
𝐵(𝑥)−𝑄𝐵(𝑥,𝑑𝑥,ψ(𝑥))) = 0 (1.28)

Несмотря на то, что стационарная поверхность ℳ в общем случае бес­

конечномерна, внутреннее действие (1.25) зависит лишь от конечного набора

полей. Чтобы доказать этот факт, предположим, что вектора 𝑅µ формируют
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базис векторов, лежащих в ядре ω: ω𝐴𝐵𝑅
𝐴
µ = 0. Данное распределение по сво­

ему построению инволютивно, ведь из 𝑖𝑅µ
ω = 0 следует 𝑖[𝑅µ,𝑅ν]. Это означает,

что как минимум локально можно выбрать новую систему координат (ψ𝑖,ψα)

таким образом, чтобы 𝑅µ = 𝑅αµ
𝜕

𝜕ψα . В этих координатах калибровочные преоб­

разования для полей ψ𝑥 представляются в виде δψ𝑖 = ε𝑖(𝑥). Можно выбрать

произвольные функции ε𝑖(𝑥) и тем самым зафиксировать калибровку таким

образом, чтобы занулить все поля ψ𝑖(𝑥) и таким образом исключить их из

действия.

В случае, если (1.25) воспроизводит все уравнения движения исходной

системы, соответствующая предсимплектическая структура ω называется пол­

ной. В дальнейшем будет показано, что естественная теоретикополевая система

всегда приводит к полной предсимплектической структуре. Тем не менее, в

теории встречаются системы, не попадающие под данное выше определение

естественных. Например, существуют системы, среди уравнений движения ко­

торых имеются алгебраические.
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1.4 Примеры естественных систем

1.4.1 Гамильтонова механика

В качестве первого, простейшего примера рассмотрим Гамильтонову меха­

нику с конечномерным фазовым пространством 𝐹 (тотальным пространством в

таком случае будет 𝐹 ×R1), на котором введём координаты 𝑧𝑎 = (𝑥𝑖,𝑝𝑖). Также

мы предположим, что система является консервативной, а связи отсутствуют.

Уравнения движения в таком случае будут иметь следующий вид:

�̇�𝑎 = 𝑉 𝑎(𝑧(𝑡),𝑡) , (1.29)

где точкой обозначена полная производная по времени, а 𝑉 𝑎 можно тракто­

вать, как координаты некоторого векторного поля 𝑉 = 𝑉 𝑎 𝜕
𝜕𝑧𝑎 на 𝐹 × R1.

Введя расслоение джетов 𝐽∞(𝐹 ×R1) с определённым на нём горизонтальным

дифференциалом dℎ = 𝑑𝑡( 𝜕
𝜕𝑡 + 𝑧𝑎𝑡

𝜕
𝜕𝑧𝑎 + 𝑧𝑎𝑡𝑡

𝜕
𝜕𝑧𝑎𝑡

), можно перейти к стационарной

поверхности ℳ, горизонтальный дифференциал на которой будет иметь вид

dℎ = 𝑑𝑡(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑉 𝑎 𝜕

𝜕𝑧𝑎
) (1.30)

Как можно заметить, простота данной задачи заключается также в том,

что несмотря на бесконечномерность 𝐽∞(𝐹 ×R1), ℳ оказывается конечномер­

ной. Введём на ℳ симплектическую структуру ω = ω𝑎𝑏(𝑧)d𝑣𝑧
𝑎d𝑣𝑧

𝑏. ω𝑎𝑏(𝑧),

вообще говоря, может зависить и от времени 𝑡, но ранее было оговорено, что

рассматриваемая механическая система является консервативной. Заметим, что

в силу одномерности 𝑋 = R1 симплектическая структура ω является верти­

кальной.

Наконец, введём симплектический потенциал χ черезω = d𝑣χ и Гамильто­

ниан 𝐻 = 𝑖𝑉 χ− 𝑙 (так как 𝑉 сохраняет симплектическую структуру, 𝐿𝑉ω = 0,

откуда при подстановке dℎχ = −d𝑣𝑙 и независимости χ и ω от времени автома­

тически следует данное выражение) и при помощи них построим внутреннее

действие

𝑆𝐶 [𝑧𝑎] =

∫︁
𝑑𝑡(�̇�𝑎χ𝑎 −𝐻) , (1.31)
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Очевидно, что данное действие является стандартным Гамильтоновым

действием для механической системы. В силу оговоренного ранее отсутствия

у системы связей ω𝑎𝑏 обратима, а потому уравнениями движения, следующими

из действия, являются (1.29).

1.4.2 Естественная мультисимплектическая система

Рассмотрим более общий пример, затрагивававшийся в обсуждении ранее,

а именнно мультисимплектическую систему. Предположим, что рассматривае­

мая система удовлетворяет всем требованиям определения (1.3.1) и, следова­

тельно, является естественной. Согласно (1.16) выпишем предсимлектический

потенциал данной теории на 𝐽∞(𝐹 × 𝑋)

̂︀χ = χ̄𝑖d𝑣φ
𝑖 (1.32)

В силу определенния естественной системы координаты φ𝑖 на стационар­

ной поверхности остаются независимыми. Из этого следует, что, во-первых, в

качестве координат на ℳ можно выбрать 𝑥𝑎, φ𝐴, где мультииндекс 𝐴 вклю­

чает в себя индексы джетов. Во-вторых, ограничение предсимплектического

потенциала на стационарную поверхность не меняет его: χ = χ̄𝑖d𝑣ψ
𝑖. Также

изменений не претерпит и гамильтонниан �̄�.

ℋ = χ̄𝑖dℎφ
𝑖 − ℒ(𝑑𝑥)𝑛 = ℋ̄ . (1.33)

Из этого следует, что внутреннее действие для рассматриваемой систе­

мы имеет вид

𝑆[ψ] =

∫︁ (︀
𝑑ψ𝐵χ̄𝐵(ψ(𝑥),𝑥,𝑑𝑥)− ℋ̄(ψ(𝑥),𝑥,𝑑𝑥)

)︀
(1.34)

Все остальные поля, порождённые координатами джетов, лежат в ядре

предсимплектической структуры d𝑣χ и, соответственно, являются Штюкель­

берговыми и могут быть исключены выбором калибровки. Таким образом мы

приходим к выводу, что внутреннее действие эквивалентно исходному.
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1.4.3 Механическая система со связями

Рассмотрим вновь механическую систему, однако пусть теперь в теории

присутствуют связи. Иными словами, пусть 𝐹 является фазовым простран­

ством некоторой Гамильтоновой системы со связями. Динамика подобной

системы по определению определяется расширенным Гамильтоновым действи­

ем:

𝑆[𝑧𝑎,λα] =

∫︁
𝑑𝑡(�̇�𝑏χ𝑏 −𝐻 − λα𝑇α) , (1.35)

где 𝑧𝑎 - координаты фазового пространства, χ𝑏 и 𝐻 - симплектический по­

тенциал и Гамильтониан, λα - множители Лагранжа, а 𝑇α(𝑧) - связи. Скобка

Пуассона на 𝐹 , определяемая симплектической структурой ω = dχ, в данном

разделе будет обозначаться, как { · , · }. Для произвольных функций 𝑓(𝑧) и

𝑔(𝑧) {𝑓,𝑔} = 𝜕𝑓
𝜕𝑧𝑎ω

𝑎𝑏 𝜕𝑓
𝜕𝑧𝑏
, где ω𝑎𝑏 определяется по симплектической структуре

из условия ω𝑎𝑏ω𝑏𝑐 = δ𝑎𝑐 .

Для простоты можно предположить, что связи данной системы являют­

ся неприводимыми связями (то есть нет вторичных связей) первого рода, то

есть на поверхности связи Σ, определяемой условиями 𝑇α(𝑧) = 0,
{︀
𝑇α,𝑇β

}︀
= 0

и {𝑇α,𝐻} = 0. Это можно сделать без ограничения общности, поскольку если

среди связей есть связи второго рода 𝑇α′ с соответствующими им множителями

Лагранжа λα′, можно проварьировать действие (1.35) по 𝑇α′ и λα′ и получить

уравнения

λα′ = Δα′β′ {𝑇β′,𝐻} ,

𝑇α′ = 0 ,
(1.36)

где Δα′β′ определяется из условия Δα′β′Δβ′γ′ = δα′γ′, Δα′β′ = {𝑇α′,𝑇β′} |𝑇α′=0 -

матрица Дирака. Уравнения (1.36) определяют поверхность связей второго ро­

да Σ′. Данные уравнения являются алгебраическими и могут быть разрешены

относительно 𝑇α′ и λα′. Таким образом 𝑇α′ и λα′ являются вспомогательными

полями, от которых можно избавиться, подставив решение (1.36) в действие

(1.35). В результате вновь получится расширенное Гамильтоново действие с
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симплектическим потенциалом ̃︀χ = χ|Σ′ и Гамильтонианом ̃︀𝐻 = 𝐻|Σ′. Посколь­

ку Σ′ определяется связями второго рода, подобное действие никак не повлияет

на ранг соответствующей симплектической структуры.

Для построения внутреннего действия для рассматриваемой теории удоб­

но ввести на фазовом пространстве 𝐹 особую систему координат: 𝑦α = 𝑇α

(таким образом 𝑦α = 0 задаёт поверхность связей Σ) и 𝑦𝑖, дополняющие 𝑦α до

базиса (то есть набор координат 𝑦𝑖 является базисом на Σ), а также соответству­

ющие Лагранжевы множители λα. Поскольку уравнения движения выражают

�̇�𝑖 через 𝑦𝑖, стационарная поверхность ℳ представляет собой Σ × R1, коорди­

натами на стационарной поверхности являются 𝑡, 𝑦𝑖 и λα.

Несложно убедиться, что предсимплектическим потенциалом и Гамильто­

нианом, следующим из (1.35), будут χ′ = χ′𝑖(𝑦,𝑡)𝑑𝑦
𝑖 = χ|ℳ и 𝐻 ′ = 𝐻|ℳ. Тогда

внутреннее действие для механики со связями примет вид

𝑆𝐶 [𝑦𝑖,λα] =

∫︁
𝑑𝑡(�̇�𝑖χ′𝑖 −𝐻 ′) . (1.37)

Это не общепринятое Гамильтоново действие, поскольку из-за связей пер­

вого рода исходная симплектическая структура ω = dχ на 𝐹 на ℳ стала

вырожденной. Это означает, что векторные поля 𝑅α = {𝑇α, · } |Σ, являющие­
ся генераторами калибровочных преобразований, формируют ядро ω′ = dχ′.

Хорошо известно, что если исходная симплектическая структура расширенно­

го Гамильтонового действия ω обратима и 𝑇α регулярны, векторные поля 𝑅α

исчерпывают ядроω′ = dχ′ (подробно об этом написано в работе [64]). Посколь­

ку ℳ = Σ × R1, данные векторные поля исчерпывают ядро симплектической

структуры в вертикальном подпространстве.

Согласно описанному в разделе 1.3, для интерпретации полученного

действия необходимо также ограничиться на фиксирующее калибровку подпро­

странство поверхности связи Σ. Если ограничиться лишь локальным анализом,

забыв о проблемах, которые могут возникнуть с перспективы глобальной гео­

метрии, это означает ограничение на симплектический фактор поверхности

связи. Пусть 𝑢𝑖 - координаты на этом симплектическом факторе. Тогда внутрен­

нее действие (в терминах редуцированного фазового пространства) примет вид:

𝑆𝐶 ′
[𝑢𝑖] =

∫︁
𝑑𝑡(χ′′𝑖 �̇�

𝑖 −𝐻 ′′) , (1.38)
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где χ′′ и𝐻 ′′ симплектический потенциал и Гамильтониан, ограниченные на фик­

сирующее калибровку подмногообразие поверхности связей.

Действие в терминах редуцированного может быть получено множеством

хорошо известных в литературе способов. Например, можно было бы ввести

фиксирующие калибровку условия 𝐺α, такие, что {𝑇α,𝐺β} - обратимая на по­

верхности связей Σ матрица. В таком случае набор 𝑇α, 𝐺β (в котором и 𝑇α,

и 𝐺β понимаются, как связи) является набором связей второго рода, и в та­

ком случае от этих связей можно избавиться описанным выше способом при

помощи редуцирования фазового пространства.

Другим способом получить (1.38) является исключение 𝑇α,λα, как вспо­

могательных полей, из действия (1.35), что приводит сразу к действию (1.37).

Далее можно заметить, что калибровочные преобразования для 𝑧𝑎, δ𝑧𝑎 =

{𝑇α,𝑧𝑎} |Σεα, следующие из связей первого рода, являются алгебраическими (то
есть Штюкельберговыми). Это означает, что данные переменные могут быть за­

фиксированы (или даже исключены) соответствующим выбором калибровки, в

результате чего получится действие (1.38).

То, что рассмотренные выше калибровочные преобразования являются

Штюкельберговыми и следовательно соответствующие переменные могут быть

исключены исключительно алгебраическими операциями (т.е. процедурой ис­

ключения вспомогательных полей), может создать у читателя впечатление, что

локально и при соблюдении всех необходимых условий регулярности системы

со связями первого рода эквивалентны некалибровочным системам. Однако это

особенность исключительно одномерных систем, то есть механики. В общем

случае локальная калибровочная теория не эквивалентна некалибровочной (то

есть не сводится к некалибровочной при помощи исключения вспомогательных

полей). В этом можно убедиться на примере электродинамики, в которой су­

ществуют нетривиальные классы БРСТ когомологий в секторе положительной

градуировки, что не связано с глобальной геометрией (подробнее об этом мож­

но прочитать в работе [65]). В то же время в системах со связями первого рода в

рамках механики нетривиальные БРСТ когомологии могут возникать лишь из­

за особенностей глобальной геометрии фазового пространства или поверхности

связей или из-за нерегулярности связей.
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1.4.4 Уравнение Кортевега-де Фриза

Уравнение Кортевега-де Фриза (КдВ) - это известное нелинейное уравне­

ние третьего порядка в частных производных. Данное уравнение имеет вид:

𝜕𝑡𝑢+ 6𝑢𝜕𝑥𝑢+ 𝜕3
𝑥𝑢 = 0 , (1.39)

где 𝜕𝑡 = 𝜕
𝜕𝑡 и 𝜕𝑛

𝑥 = 𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛 .

Как известно, данное уравнение является нелагранжевым в наивном смыс­

ле, поскольку оно содержит производную третьего порядка 𝑥, и одновременно

с этим в уравнении отсутствует вторая производная по 𝑥. Подобное уравнение

не может быть получено варьированием по 𝑢(𝑥,𝑡) из какого-либо функциона­

ла. Тем не менее, Лагранжиан для данной теории можно написать в терминах

функции ψ(𝑥,𝑡) = 𝜕𝑥𝑢(𝑥,𝑡):

ℒ =
1

2
𝜕𝑥ψ𝜕𝑡ψ+ (𝜕𝑥ψ)

3 − 1

2
(𝜕2

𝑥ψ)
2 (1.40)

При варьировании данного действия по ψ получается уравнение

𝜕𝑡𝜕𝑥ψ+ 6𝜕𝑥ψ𝜕
2
𝑥ψ+ 𝜕4

𝑥ψ = 0 , (1.41)

которое совпадает с уравнением КдВ с точностью до замены ψ(𝑥,𝑡) = 𝜕𝑥𝑢(𝑥,𝑡).

Для того, чтобы построить внутреннее действие для данной теории, необ­

ходимо для начала определить её стационарную поверхность. База расслоения

𝑋 очевидным образом параметризуется координатами 𝑦𝑎 = (𝑡,𝑥), а слой 𝐽∞(ℱ)

параметризуется координатами ψ, ψ𝑡, ψ𝑡𝑡, . . ., ψ𝑥, ψ𝑥𝑥, . . .. Однако на стаци­

онарной поверхности удобно вместо "временной"части координат ψ𝑡, ψ𝑡𝑡, . . .

использовать их сдвинутые версии: ̃︀ψ𝑡 =
1
2ψ𝑡 + ψ𝑥𝑥𝑥, . . .. Таким образом коор­

динатами стационарной поверхности ℳ являются 𝑦𝑎, ψ, ̃︀ψ𝑡, . . ., ψ𝑥, . . ., в то

время как координата ̃︀ψ𝑡𝑥 и её последующие джеты из данного базиса выпада­

ет в силу уравнений движения.

Далее, использовав (𝑛,0)-форму ℒ = 1
2ψ𝑥ψ𝑡 + (ψ𝑥)

3 − 1
2(ψ𝑥𝑥)

2, выпишем

предсимплектический потенциал для данной теории и его ограничение на ста­

ционарную поверхность ℳ:

̂︀χ =
1

2
ψ𝑥𝑑𝑣ψ𝑑𝑥+ ((̃︀ψ𝑡 + 3ψ2

𝑥)𝑑𝑣ψ−ψ𝑥𝑥𝑑𝑣ψ𝑥)𝑑𝑡 (1.42)
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χ =
1

2
ψ𝑥𝑑𝑣ψ𝑑𝑥+ ((̃︀ψ𝑡 + 3ψ2

𝑥)𝑑𝑣ψ−ψ𝑥𝑥𝑑𝑣ψ𝑥)𝑑𝑡 . (1.43)

Несложно убедиться, что ковариантный Гамильтониан для данной тео­

рии имеет вид

ℋ = (
1

2
ψ𝑥

̃︀ψ𝑡 + 2ψ3
𝑥 +ψ𝑥ψ𝑥𝑥𝑥 −

1

2
ψ2

𝑥𝑥)𝑑
2𝑦 . (1.44)

Наконец, можно выписать внутреннее действия для уравнения КдВ:

𝑆𝐶 [ψ,ψ𝑥,ψ𝑥𝑥,̃︀ψ𝑡] =

∫︁
𝑑2𝑦(

1

2
𝜕𝑡ψψ𝑥+𝜕𝑥ψ̃︀ψ𝑡+3ψ2

𝑥𝜕𝑥ψ−ψ𝑥𝑥𝜕𝑥ψ𝑥−ψ𝑥
̃︀ψ𝑡−2ψ3

𝑥+
1

2
ψ2

𝑥𝑥) .

(1.45)

Для того, чтобы убедиться, что внутренее действие (1.45) действительно

приводит к уравнениям КдВ, нужно проварьировать это действие по ̃︀ψ𝑡, ψ𝑥𝑥,

ψ𝑥 и ψ. В результате получатся соответственно уравнения

𝜕𝑥ψ−ψ𝑥 = 0 , (1.46)

ψ𝑥𝑥 − 𝜕𝑥ψ𝑥 = 0 , (1.47)
1

2
𝜕𝑡ψ+ 6ψ𝑥𝜕𝑥ψ+ 𝜕𝑥ψ𝑥𝑥 − 6ψ2

𝑥 − ̃︀ψ𝑡 = 0 , (1.48)

1

2
𝜕𝑡ψ𝑥 − 𝜕𝑥̃︀ψ𝑡 − 6ψ𝑥𝜕𝑥ψ𝑥 = 0 . (1.49)

Данные уравнения позволяют исключить переменные ψ𝑥, ψ𝑥𝑥 и ̃︀ψ𝑡, в

результате чего действие (1.45) сведётся к действию с Лагранжианом (1.40).

Таким образом полученное внутреннее действие (1.45) является полным.

1.4.5 Метрическая гравитация

Рассмотрим теперь общую задачу о построении действия первого порядка

для гравитационного поля на примере действия Эйнштейна-Гильберта. Плот­

ность лагранжиана данного действия имеет вид:

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥

√
−𝑔(𝑅− 2Λ) , (1.50)
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где 𝑅 = 𝑔αβ𝑅αβ, 𝑅αβ - это стандартным образом определённая кривизна Риччи

𝑅αβ = 𝜕λΓ
λ
αβ −

1

2
𝜕αΓ

λ
βλ −

1

2
𝜕βΓ

λ
αλ + ΓγαβΓ

λ
γλ − ΓγαλΓ

λ
βγ , (1.51)

а Γλ αβ - символы Кристоффеля (компоненты связности Леви-Чивита),

определённые по метрике 𝑔µν

Γλαβ =
1

2
𝑔λγ(𝜕α𝑔βγ + 𝜕β𝑔αγ − 𝜕γ𝑔αβ) . (1.52)

Действие (1.50) инвариантно относительно следующих калибровочных

преобразований:

δ𝑔αβ = ∇(αξβ), (1.53)

Круглыми скобками в (1.53) обозначена симметризация по индексам, а

∇𝑎 - ковариантная производная.

∇αξβ = 𝜕αξβ − Γγ αβξγ (1.54)

При калибровочных преобразованиях (1.53) символы Кристоффеля так

же преобразуются:

δΓλµν =
1

2
𝑔ρλ(∇µδ𝑔νρ +∇νδ𝑔µρ −∇ρδ𝑔µν) (1.55)

Несложно убедиться, что (1.53) и (1.55) - преобразования метрики и коэф­

фициентов связности при инфинитезимальных диффеоморфизмах.

Варьируя данное действие по 𝑔αβ, мы получим уравнения Эйнштейна для

вакуума

𝑅αβ −
1

2
𝑅𝑔αβ + Λ𝑔αβ = 0 , (1.56)

где 𝑅 = 𝑔αβ𝑅αβ - скалярная кривизна Риччи.

Действие (1.50) содержит как первые, так и вторые производные от мет­

рического тензора. Для простоты последующих вычислений можно привести

данное действие к виду, в котором в нём содержатся лишь первые производные

метрического тензора, путём добавления полной производной:
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ℒ =
√
−𝑔(−1

2
𝑔κξ𝜕λ𝑔κξ𝑔

αβΓλαβ − 𝜕λ𝑔
αβΓλαβ +

1

2
𝑔κξ𝜕α𝑔κξ𝑔

αβΓλλβ+

+ 𝜕α𝑔
αβΓλλβ + 𝑔αβΓγαβΓ

λ
γλ − 𝑔αβΓγαλΓ

λ
βγ) (1.57)

Первая производная метрики может быть выражена через символы Кри­

стоффеля, а значит и дальнейшие её производные могут быть выражены

через символы Кристоффеля и их производные. Таким образом координата­

ми на стационарной поверхности ℳ удобно выбрать 𝑥µ, 𝑔µν, Γ
λ
µν, Γ

ρλ
µν, ...

(стоит отметить, что, хоть метрический тензор и коэффициенты связности -

приципиально другой объект по сравнению с координатами на стационарной

поверхности 𝑔µν, Γ
λ
µν, здесь и далее они обозначаются одинаково для того, что­

бы не вводить лишние, препятствующие пониманию обозначения).

Наконец, мы можем вычислить форму χ. Так как действие теперь содер­

жит лишь первые производные метрического тензора, в данную форму, как и

в предыдущих примерах, войдёт только первое слагаемое из (1.16):

̂︀χ =
√
−𝑔(Γρµν − 1

2
𝑔ρµΓ λν

λ − 1

2
𝑔ρνΓ λµ

λ +
1

2
𝑔µνΓ λρ

λ −

− 1

2
𝑔µνΓρλ λ)𝑑𝑣𝑔µν(𝑑𝑥)

𝑑−1
ρ (1.58)

Ограничение данной формы на стационарную поверхность не исключает

ни одного слагаемого из предсимплектического потенциала.

χ =
√
−𝑔(Γρµν − 1

2
𝑔ρµΓ λν

λ − 1

2
𝑔ρνΓ λµ

λ +
1

2
𝑔µνΓ λρ

λ −

− 1

2
𝑔µνΓρλ λ)𝑑𝑣𝑔µν(𝑑𝑥)

𝑑−1
ρ (1.59)

Ковариантный гамильтониан имеет вид:

ℋ =
√
−𝑔(ΓρµνΓνµρ − ΓνµµΓ

λ
λν)(𝑑𝑥)

𝑑 (1.60)

И наконец мы можем записать внутреннее действие для метрической гра­

витации:

𝑆𝐶 =

∫︁
𝑑𝑑𝑥

√
−𝑔(𝜕ρ𝑔µν(Γ

ρµν − 1

2
𝑔ρµΓ λν

λ − 1

2
𝑔ρνΓ λµ

λ +
1

2
𝑔µνΓ λρ

λ −

− 1

2
𝑔µνΓρλ λ)− ΓρµνΓνµρ + ΓνµµΓ

λ
λν) (1.61)
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Данное действие является действием первого порядка по построению, и по­

тому содержит метрический тензор и символы Кристоффеля, как независимые

переменные. По порядку и составу полей оно идентично действию Палатини[20].

Чтобы увидеть это нагляднее, приведём (1.61) к виду действия Палатини. Для

этого выделим в нём 𝑔µν в качестве общего множителя. Это можно сделать

интегрированием по частям, что эквивалентно выбору другого представителя

предсимплектического потенциала χ из класса эквивалентности.

𝑆𝐶 =

∫︁
𝑑𝑑𝑥

√
−𝑔𝑔µν(𝜕λΓ

λ
µν − 𝜕µΓ

λ
νλ + Γγ µνΓ

λ
γλ − Γγ µλΓ

λ
νγ) (1.62)

Легко убедиться, что данное действие также инвариантно относительно

инфинитезимальных диффеоморфизмов (1.53) и (1.55), а уравнения движения,

которые получаются варьированием (1.62) по 𝑔αβ и Γλ
αβ - это (1.56) и (1.52)

соответственно. Таким образом мы приходим к выводу, что внутреннее действие

(1.62) является полным.

1.4.6 Теория Фронсдала

Рассмотрим более сложный пример - безмассовое поле произвольного

целого спина 𝑠 в произвольной размерности. Данная теория впервые была рас­

смотрена Фронсдалом [51]. Ранее предсимплектические формулировки данного

действия были рассмотрены в работах [24; 45; 66; 67]. Также альтернативная

формулировка первого порядка в рамках развёрнутого формализма была по­

лучена в работе [68].

Плотность Лагранжиана теории Фронсдала выглядит следующим обра­

зом:

ℒ = (−1

2
𝜕ρφµ(𝑠)𝜕ρφ

µ(𝑠)+
1

2
𝑠𝜕νφνµ(𝑠−1)𝜕λφ

λµ(𝑠−1)+
1

4
𝑠(𝑠−1)𝜕ρφννµ(𝑠−2)𝜕

ρφ
λµ(𝑠−2)
λ −

− 1

2
𝑠(𝑠−1)𝜕ρφνµ(𝑠−2)

ν 𝜕λφρλµ(𝑠−2)+
1

8
𝑠(𝑠−1)(𝑠−2)𝜕ρφννρµ(𝑠−3)𝜕λφ

τλµ(𝑠−3)
τ )(𝑑𝑥)𝑛 ,

(1.63)

где для более компактной записи было введено обозначениеφµ(𝑠) для полностью

симметричного и дважды бесследового тензора φµ1...µ𝑠(𝑥) (имеется в виду, что
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след данного тензора по любым двум индексам не равен 0, но если взять след

сразу по двум парам индексам, то получится 0).

Варьируя действие Фронсдала по φµ(𝑠), получим уравнение Фронсдала

𝐹µ(𝑠) −
1

2
η(µµ𝐹

ν
νµ(𝑠−2) ) = 0 , (1.64)

где 𝐹µ(𝑠) - тензор Фронсдала.

𝐹µ(𝑠) = □φµ(𝑠) − 𝜕(µ𝜕
νφνµ(𝑠−1) ) + 𝜕(µ𝜕µφ

ν
νµ(𝑠−2) ) (1.65)

Теория Фронсдала является калибровочной. Её калибровочные преобра­

зования имеют вид

δφµ(𝑠) = 𝜕(µλµ(𝑠−1) ) (1.66)

В качестве координат стационарной поверхности ℳ удобно выбрать 𝑥µ,

φµ(𝑠), φµ(𝑠)|ρ, φµ(𝑠)|ρλ, где чертой отделены индексы джетов. Так как уравнения

движения (1.64) не накладывают ограничения на координаты нулевого и пер­

вого джетов, а предсимплектический потенциал ̂︀χ не содержит координат из

джетов выше первого, удобно выписать сразу ограничение ̂︀χ на стационарную

поверхность.

χ = (−φµ(𝑠)|ρ + 𝑠φνµ(𝑠−1)
|νηρµ +

1

2
𝑠(𝑠− 1)φννµ(𝑠−2)

|ρηµµ−

− 1

2
𝑠(𝑠− 1)φννµ(𝑠−2)|µη

ρ
µ −

1

2
𝑠(𝑠− 1)φρ

λµ(𝑠−2)
|ληµµ+

+
1

4
𝑠(𝑠− 2)(𝑠− 3)φνλνµ(𝑠−3)|ληµµη

ρ
µ)𝑑𝑣φ

µ(𝑠)(𝑑𝑥)𝑛−1
ρ (1.67)

По данному предсимплектическому потенциалу можно построить ковари­

антный Гамильтониан.

ℋ = (−1

2
φµ(𝑠)|ρφµ(𝑠)|ρ +

𝑠

2
φµ(𝑠−1)|ν
ν φλµ(𝑠−1)|λ +

𝑠(𝑠− 1)

4
φνµ(𝑠−2)|ρ
ν φλλµ(𝑠−2)|ρ−

− 𝑠(𝑠− 1)

2
φνµ(𝑠−2)|ρ
ν φλρµ(𝑠−2)|λ +

𝑠(𝑠− 1)(𝑠− 2)

8
φνρ
νµ(𝑠−3)|ρφ

τµ(𝑠−3)|λ
τλ )(𝑑𝑥)𝑛 (1.68)

Наконец, можно выписать внутреннее действие для теории Фронсдала
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𝑆𝐶 [φµ(𝑠),φµ(𝑠)|ρ] =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−𝜕ρφµ(𝑠)φµ(𝑠)|ρ + 𝑠𝜕νφ

νµ(𝑠−1)φλµ(𝑠−1)|λ+

+
𝑠(𝑠− 1)

2
𝜕ρφ

ν
νµ(𝑠−2)φ

λµ(𝑠−2)|ρ
λ − 𝑠(𝑠− 1)

2
𝜕λφρλµ(𝑠−2)φ

νµ(𝑠−2)|ρ
ν −

− 𝑠(𝑠− 1)

2
𝜕ρφ

ν
νµ(𝑠−2)φ

ρµ(𝑠−2)|λ
λ +

𝑠(𝑠− 1)(𝑠− 2)

4
𝜕ρφννρµ(𝑠−3)φ

τµ(𝑠−3)|λ
τλ −ℋ) (1.69)

Данное действие инвариантно относительно следующих калибровочных

преобразований:

δφµ(𝑠) = 𝜕(µλµ(𝑠−1) ) , δφµ(𝑠)|ρ = 𝜕ρ𝜕(µλµ(𝑠−1) ) . (1.70)

Для того, чтобы проверить, что внутреннее действие (1.69) эквивалентно

исходному, проварьируем данное действие по φρµ(𝑠).

− 𝜕ρφµ(𝑠) + η
ρ
(µ𝜕

νφνµ(𝑠−1) ) + η(µµ𝜕
ρφννµ(𝑠−2) ) − η(µµ𝜕λφ

ρ
λµ(𝑠−2) )−

− ηρ(µ𝜕µφ
ν
νµ(𝑠−2) ) +

1

2
ηρ(µηµµ𝜕

λφννλµ(𝑠−3) ) +φµ(𝑠)
|ρ − ηρ(µφλµ(𝑠−1) )

|λ−

− η(µµφλλµ(𝑠−2) )
|ρ + η(µµφ

ρ
λµ(𝑠−2) )

|λ + ηρ(µφ
ν
νµ(𝑠−2)|µ )−

− 1

2
ηρ(µηµµφ

τ
τλµ(𝑠−3) )

|λ = 0 (1.71)

Беря различные следы от данного уравнения и подставляя их него, не

сложно убедиться в верности равенства 𝜕ρφµ(𝑠) = φµ(𝑠)
|ρ. Однако в силу гро­

моздкости данной процедуры она будет опущена. Подставляя же 𝜕ρφµ(𝑠) =

φµ(𝑠)
|ρ обратно в действие (1.69), получим исходное действие Фронсдала. На­

конец, интересно отметить, что действие (1.69) можно интерпретировать, как

расширение линеаризованного действия Палатини на случай произвольного

спина.

1.4.7 Массивный спин 1

Рассмотрим ещё одну теорию, не являющуюся Лагранжевой в наивном

смысле - массивный спин 1. Уравнения движения данной теории имеют вид
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⎧⎨⎩(□−𝑚2)𝐴ν = 0

𝜕ν𝐴
ν = 0

Действительно, в данной системе имеется 𝑛+1 уравнений (𝑛 - размерность

𝑋) на 𝑛 полей 𝐴ν(𝑥), а значит данная система на первый взгляд не может быть

получена варьированием какого-либо функционала по 𝐴ν. Тем не менее, данная

система уравнений всё же может быть получена из действия

𝑆[𝐴ν] =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

4
𝐹 µν𝐹µν +

1

2
𝑚2𝐴ν𝐴ν) , (1.72)

где 𝐹 µν = 𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ. Варьируя данное действие по 𝐴ν, получим

𝜕µ𝐹
µν −𝑚2𝐴ν = 0 (1.73)

Подействовав на данное уравнение оператором 𝜕ν, получим уравнение вто­

рое уравнение из (1.72): 𝜕ν𝐴
ν = 0, а его подстановка в (1.73) приводит (1.73)

к виду первого уравнения (1.72).

Несмотря на наличие у данной теории дифференциальных следствий низ­

шего порядка, данная теория тем не менее является есстественной, ведь эти

следствия не накладывают никаких ограничений на сами поля 𝐴ν. Поэтому в

качестве координнат на стаионарной поверхности ℳ удобно выбрать 𝑥µ, 𝐴µ,

𝐹 µν, 𝑆 ′µν, ..., где 𝐹 µν и 𝑆µν антисимметричная и симметричная компоненты

𝐴µ|ν соответственно, а штрих обозначает бесследовость.

Как и ранее, можн вычислить предсимлектический потенциал, исполь­

зуя (1.16).

̂︀χ = −d𝑣𝐴µ𝐹
νµ(𝑑𝑥)𝑑−1

ν (1.74)

Ограничение предсимплектического потенциала на стационарную поверх­

ность не изменяяет его.

χ = −d𝑣𝐴µ𝐹
νµ(𝑑𝑥)𝑑−1

ν (1.75)

По стандартной процедуре можно выписать ковариантный Гамильтониан:

ℋ = (−1

4
𝐹 µν𝐹µν +

1

2
𝑚2𝐴ν𝐴ν)(𝑑𝑥)

𝑛 (1.76)

И, наконец, внутреннее действие для массивной теории спина 1 имеет вид
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𝑆𝐶 =

∫︁
𝑑𝑑𝑥(−1

2
(𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ)𝐹µν +

1

4
𝐹 µν𝐹µν +

1

2
𝑚2𝐴ν𝐴ν) (1.77)

Несложно убедиться в том, что данное действие эквивалентно исходному.

Действительно, проварьировав (1.77) по 𝐹µν, получим 𝐹 µν = 𝜕µ𝐴ν−𝜕ν𝐴µ. Под­

становка этого результата обратно в (1.77) приводит внутреннее действиие к

исходному.

1.5 Массивный спин 2

Перейдём к рассмотрению не являющейся в силу определения (1.3.1) есте­

ственной системы: массивной теории спина 2 на пространстве Минковского.

Уравнениями движения данной теории является следующая система PDE на

симметричное бесследовое поле φµν⎧⎨⎩(□−𝑚2)φµν = 0

𝜕µφµν = 0
(1.78)

Как и в предыдущем случае массивной теории спина 1, уравнений в си­

стеме массивной теории спина 2 больше, чем переменных, а потому на первый

взгляд теория не является Лагранжевой. Тем не менее, различие заключается

в том, что действие для этой теории не может быть написано в терминах сим­

метричного бесследового поля φµν. Решение данной проблемы было впервые

описано в известной работе [4] Маркусом Фирцем и Вольфгангом Паули, ко­

торые предложили использовать для написания действия вместе с полем φµν

вспомогательное скалярное поле, которое можно интерпретировать, как след

φµν. Действие, предложенное Фирцем и Паули, имеет вид

𝑆[φµν] =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

2
𝜕λφ

µν𝜕λφµν + 𝜕µφµν𝜕λφ
λν +

1

2
𝜕µφ

ν
ν𝜕
µφλλ − 𝜕λφλµ𝜕

µφνν−

− 1

2
𝑚2(φµνφµν −φµµφνν)) (1.79)

Для того, чтобы понять, как из уравнений в итоге исчезает вспомогатель­

ное скалярное поле, а данное действие приводит к системе (1.78), проварьируем

действие (1.79) по полю φµν.
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(□−𝑚2)φαβ − (□−𝑚2)φττηαβ−
− 𝜕α𝜕

γφγβ − 𝜕β𝜕
γφγα + 𝜕α𝜕βφ

γ
γ + 𝜕τ𝜕ρφ

τρηαβ = 0 (1.80)

Данное уравнение, как и в случае массивного спина 1, имеет дифференци­

альные следствия низшего порядка. Действительно, свернув данное уравнение

с метрическим тензором ηαβ, а также подействовав на (1.80) 𝜕β и 𝜕α𝜕β, полу­

чим, соответственно 3 условия.

(2− 𝑛)(𝜕γ𝜕
γφαα − 𝜕α𝜕βφ

αβ) + (𝑛− 1)𝑚2φαα = 0 , (1.81)

𝜕βφαβ − 𝜕αφ
β
β = 0 , (1.82)

𝜕α𝜕βφαβ − 𝜕α𝜕αφ
β
β = 0 (1.83)

Из уравнений (1.81) и (1.83) следует, что φββ = 0. А при подстановке этого

результата в (1.82), получим 𝜕βφαβ = 0 - второе уравнение системы (1.78).

Наконец, подставив φββ = 0 и 𝜕βφαβ = 0 в уравнение (1.80), получим, что

все слагаемые, кроме первых двух, занулятся, а значит воспроизведётся первое

уравнение системы (1.78).

Теперь можно перейти к построению внутреннего действия для данной

теории. Пусть 𝑥𝑎, ϕµν, ϕµν|λ, ... - координаты на расслоении джетов 𝐽∞(𝐹 ×𝑋).

Обозначим за φ𝐴 ограничене координат φ𝐴 на стационарную поверхность ℳ.

Тогда коордиинатамии на ℳ будут 𝑥𝑎, φµν, φµν|λ, ..., где в силу уравнений дви­

жения (1.78) все координаты φ𝐴 будут полностью бесследовыми в отличиие

от координат ϕ𝐴.

Как и ранее, вычислим предсимплектическй потенциал ̂︀χ..
̂︀χ = d𝑣ϕ

µν(−ϕµν|λ + 2ϕρν
|ρηλµ + ηµνϕ

ρ|λ
ρ − 1

2
ϕρ
ρ|νη

λ
µ −

1

2
ϕρ
ρ|µη

λ
ν − ηµνϕρλ|ρ)(𝑑𝑥)𝑛−1

λ

(1.84)

При ограничении на стационарную поверхность большая часть слагаемых

в предсимплектическом потениале зануляется.

χ = −d𝑣φ
µνφµν

|λ(𝑑𝑥)𝑛−1
λ . (1.85)
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При построении ковариантного Гамильтониана все следовые слагаемые

из ℒ|ℳ также исчезнут.

ℋ = (−1

2
φµν|λφµν

|λ +
1

2
𝑚2φµνφµν)(𝑑𝑥)

𝑛 (1.86)

Такм образом внутреннее действие для массивной теории спина 2 име­

ет вид

𝑆𝐶 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−𝜕γφ

αβφαβ
|γ +

1

2
φαβ|γφαβ

|γ − 1

2
𝑚2φαβφαβ) (1.87)

Проварьировав данное действие по φµν и φµν
|λ, получим соответственно

φαβ|γ = 𝜕γφ
αβ− 𝑛

𝑛2 + 𝑛− 2
(𝜕λφ

λβηαγ + 𝜕λφ
λαηβγ) +

2

𝑛2 + 𝑛− 2
𝜕λφλγη

αβ (1.88)

𝜕γφαβ|γ −𝑚2φαβ = 0 . (1.89)

Наконе, подстановкой (1.88) в (1.89) получается следующее уравнение:

𝜕λ𝜕λφ
µν − 𝑛

𝑛2 + 𝑛− 2
(𝜕µ𝜕λφ

λν + 𝜕ν𝜕λφ
λµ) +

2

𝑛2 + 𝑛− 2
𝜕γ𝜕λφλγη

µν−

−𝑚2φµν = 0 (1.90)

Уравнение (1.90) является по своей сути уравнением Клейна-Гордона на

бездивергентную часть поля φµν(𝑥). Тем не менее, само уравнение 𝜕µφµν = 0

никаким образом не следует из действия (1.87). Таким образом соответству­

ющая предсимплектическая структура ω не является полной. Иначе говоря,

набора (ℳ,𝐷𝑎,ω) недостаточно для того, чтобы восстановиить полную Лагран­

жеву формулировку массивной теори спина 2, а значит можно предположить,

что для построения Лагранжевой формулировки данной теории необходи­

мо ввести дополнительные геометрические структуры, например, расширив

стационарную поверхность. Именно построению минимального расширения ста­

ционарной поверхности и, как следствие, внутреннего действия будет посвящён

следующий раздел.
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1.6 Минимальное мультисимплектическое действие

Зададимся вопросом о минимальном расширении формулировки первого

порядка для случая массивного поля спина 2. Используем в качестве отправной

точки так называемое Parent-действие, которое можно интерпретировать, как

многомерное расширения действия Остроградского. Данный выбор обусловлен

тем, что Parent-действие имеет ту же мультисимплектическую структуру, что

и внутреннее действие, однако в отличие от последнего оно не является мини­

мальным. Пусть для простоты, как и в случае с формулой (1.16), ℒ = ℒ(φ𝑖,φ𝑖
α).

В таком случае Parent действие имеет следующий вид:

𝑆𝑃 [φ,φα,φαβ,π
|α
𝑖 ,π

|αβ
𝑖 ] =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(ℒ−π|α𝑖 (𝜕αφ

𝑖−φ𝑖
|α)−π

|αβ
𝑖 (𝜕αφ

𝑖
|β−φ𝑖

|αβ)) (1.91)

Parent-действие, как и внутренее действие, является частным случаем

мультисимплектического действия. Действительно, вводя обозначения

χ = π
|α
𝑖 𝑑𝐹φ

𝑖(𝑑𝑥)𝑛−1
α (1.92)

и

ℋ = dℎΨ
𝑖χ𝑖 − ℒ(𝑑𝑥)𝑛 = (π

|α
𝑖 φ

𝑖
|α − ℒ)(𝑑𝑥)𝑛 , (1.93)

Можно переписать действие (1.91) в следующем виде:

𝑆𝑃 =

∫︁
(dΨ𝑖χ𝑖 −ℋ) . (1.94)

По своей конструкции Parent-действие является переопределённым - оно

содержит большое количество вспомогательных полей. Зачастую можно исклю­

чить часть этих полей, но при этом остаться в рамках мультисимплектического

формализма. Рассмотрим это для начала на простом примере естественной

системы - массивного спина 1. Для данной системы Parent-действие можно

записать в виде

𝑆𝑃 [𝐴µ,𝐴µ|ν,π
µν] =

∫︁
𝑑𝑑𝑥(−1

2
𝐹µν𝐹

µν +
1

2
𝑚2𝐴µ𝐴

µ + πµν(𝜕µ𝐴ν − 𝐴µ|ν)) (1.95)
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Здесь 𝐹µν - антисимметричная комонента 𝐴µ|ν. Варьируя данное действие

по 𝐴α|β, легко получить

παβ = −𝐹αβ (1.96)

Подставив это уравнение обратно в Parent-действие, получим

𝑆𝑃 [𝐴µ,π
µν] =

∫︁
𝑑𝑑𝑥(−1

4
πµνπ

µν +
1

2
𝑚2𝐴µ𝐴

µ +
1

2
πµν(𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ)) (1.97)

Для удобства интерпретации удобно вновь воспользоваться (1.96), но уже

в качестве замены переменной. Тогда итоговое действиие, а именно

𝑆𝑃 [𝐴µ,𝐹
µν] =

∫︁
𝑑𝑑𝑥(−1

2
(𝜕µ𝐴ν − 𝜕ν𝐴µ)𝐹µν +

1

4
𝐹 µν𝐹µν +

1

2
𝑚2𝐴ν𝐴ν) , (1.98)

в точности совпадёт со внутренним действием для массивной теории спина 1

(1.77).

Теперь перейдём к Parent-действию для массиивной теории спина 2. Оно

имеет следующий вид:

𝑆𝑃 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

2
ϕαβ|γϕ

αβ|γ + ϕαβ
|αϕγβ|γ +

1

2
ϕα|γα ϕβ

β|γ − ϕ
γβ

|γϕ
α
α|β−

− 1

2
𝑚2(ϕαβϕ

αβ − ϕααϕ
β
β) + παβ|γ(𝜕

γϕαβ − ϕαβ|γ)) . (1.99)

Для того, чтобы, как и в предыдущем примере массивного спина 1,

избавиться от лишних (в смысле построения мультисимплектической форму­

лировки) вспомогательных полей, проварьируем данное действие по ϕµν|λ.

πµν
|λ = −ϕνµ|λ + ϕγµ|γηλν + ϕγν|γηλµ + ϕγ|λγ ηµν − ϕγλ|γηµν −

1

2
ϕγ
γ|µη

λ
ν −

1

2
ϕγ
γ|νη

λ
µ .

(1.100)

Данное уравнение может быть решено относительно ϕµν
|λ. Действительно,

можно заметить, что при взятии следов (1.100) получаются выражения

πµ|λµ = (𝑛− 2)(ϕµ|λµ − ϕµλ|µ) (1.101)

и



44

πµλ|µ = (1− 𝑛)(
1

2
ϕµ|λµ − ϕµλ|µ) (1.102)

Подстановка этих выражений обратно в уравнение (1.100) даёт

ϕµν
|λ = −πνµ|λ +

1

𝑛− 1
πγµ

|γηλν +
1

𝑛− 1
πγν

|γηλµ +
1

𝑛− 2
πγ|λγ ηµν . (1.103)

Таким образом поле ϕµν
|λ может быть исключено из действия (1.99), и

мультисимплектическое действие принимает вид

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

2
παβ|γπ

αβ|γ − 1

𝑛− 1
παβ

|απγβ|γ +
1

2(𝑛− 2)2
πα|γα πβ

β|γ−

− 1

2
𝑚2(ϕαβϕ

αβ − ϕααϕ
β
β) + παβ|γ𝜕

γϕαβ) . (1.104)

Для перехода действия к более привычному виду можно воспользоваться

(1.100), как заменой переменных от πµν|λ к πµν|λ. Тогда действие примет вид

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−ϕµν|λ𝜕λϕµν + 2ϕλµ|λ𝜕

νϕνµ +ϕ
µ|λ
µ 𝜕λϕ

ν
ν −ϕλµ|λ𝜕µϕνν −ϕµ|λµ 𝜕νϕνλ+

+
1

2
ϕαβ|γϕ

αβ|γ−ϕαβ|αϕγβ|γ−
1

2
ϕα|γα ϕβ

β|γ+ϕ
γβ

|γϕ
α
α|β−

1

2
𝑚2(ϕαβϕ

αβ−ϕααϕ
β
β))

(1.105)

Интересно отметить, что что предел 𝑚 → 0 действия (1.105) совпадает

с частным случаем 𝑠 = 0 действия (1.69). Также безмассовый предел (1.105)

совпадает и с результатом линеаризации действия (1.62). Для того, чтобы

убедиться, что действие (1.105) воспроизводит все уравнения движения, про­

варьируем данное действие по ϕαβ
|γ и ϕαβ, что даст соответственно

− 𝜕γϕ
αβ + 𝜕λϕ

λβηαγ + 𝜕λϕ
λαηβγ + 𝜕γϕ

λ
λη
αβ − 1

2
(𝜕βϕλλη

α
γ + 𝜕αϕλλη

β
γ)−

− 𝜕λϕλγη
αβ + ϕαβ|γ − ϕλβ|ληαγ − ϕλα|ληβγ − ϕλλ|γηαβ+

+
1

2
(ϕ

λ|β
λ η

α
γ + ϕ

λ|α
λ η

β
γ) + ϕλγ

|ληαβ = 0 , (1.106)

и
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𝜕γϕαβ|γ − 𝜕αϕλβ|λ − 𝜕βϕλα|λ − 𝜕γϕλλ|γη
αβ + 𝜕γϕ

λγ
|λη

αβ +
1

2
(𝜕αϕ

λ|β
λ + 𝜕βϕ

λ|α
λ )−

−𝑚2ϕαβ +𝑚2ϕγγη
αβ = 0 (1.107)

При взятии дивергенции (1.106) и подстановке результата в (1.107)

получится уравнение (1.80), которое обладает обсуждавшимися ранее диф­

ференциальными следствиями низшего порядка, а следовательно и система

уравнений (1.106) и (1.107) обладают такими же дифференциальными след­

ствиями.

Чтобы сравнить внутреннее действие (1.87) с полученным мультисимплек­

тическим расширением, полезно сравнить их в одних и тех же координатах. Для

этого введём для следов ϕµν и ϕµν|λ новые обозначения ϕ
λ
λ = ρ, ϕλµ|λ = ψµ и

ϕλλ|µ = ξµ, а также введём полностью бесследовые компоненты ϕµν и ϕµν|λ -

φµν и φµν|λ соответственно. Тогда замена переменных от ϕµν и ϕµν|λ к новым

переменным будет иметь вид ϕµν = φµν +
1
𝑛ηµνρ и

ϕαβ|γ = φ
αβ

|γ +
𝑛

𝑛2 + 𝑛− 2
(ψαηβγ +ψ

βηαγ)−
2

𝑛2 + 𝑛− 2
ψγη

αβ−

− 1

𝑛2 + 𝑛− 2
(ξαηβγ + ξ

βηαγ) +
𝑛+ 1

𝑛2 + 𝑛− 2
ξγη

αβ (1.108)

Действие (1.105) в переменных ψµ, ξµ, ρ φµν и φµν|λ будет иметь сле­

дующий вид:

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−φαβ|γ𝜕γφαβ +

1

2
φαβ|γφαβ|γ −

1

2
𝑚2φαβφ

αβ+

+
2(𝑛2 − 2)

𝑛2 + 𝑛− 2
ψβ𝜕γφγβ −

𝑛2 + 𝑛− 4

𝑛2 + 𝑛− 2
ξβ𝜕γφγβ +

𝑛− 2

𝑛
ξγ𝜕

γρ− 𝑛− 2

𝑛
ψγ𝜕

γρ−

− 𝑛2 − 2

𝑛2 + 𝑛− 2
ψαψα −

𝑛2 − 3

2(𝑛2 + 𝑛− 2)
ξαξα +

𝑛2 + 𝑛− 4

𝑛2 + 𝑛− 2
ψαξα +

1

2
𝑚2𝑛− 1

𝑛
ρ2)

(1.109)

В данных переменных видно, что первые 3 слагаемых в действии (1.109)

- это внутреннее действие (1.87) для массивного спина 2. Таким образом мини­

мальным расширением стационарной поверхности в случае массивной теории

спина 2 является добавлениие к ней координат ψµ и ξµ, соответствующих ди­

вергенции и градиенту поля ϕµν(𝑥), а также координаты ρ, соответствующей

следу ϕµν(𝑥).
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Наконец, интересным замечанием также является то, что (1.109) несложно

переписать в форме действия Сина-Хагена. Для этого в (1.109) сделаем замену

ψµ → ψµ − 1
𝑛ξ

µ. В результате получим действие

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−φαβ|γ𝜕γφαβ +

1

2
φαβ|γφαβ|γ −

1

2
𝑚2φαβφ

αβ+

+2
𝑛2 − 2

𝑛2 + 𝑛− 2
ψβ𝜕γφγβ−

𝑛− 2

𝑛
ξβ𝜕γφγβ+

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
ξγ𝜕

γρ− 𝑛− 2

𝑛
ψγ𝜕

γρ−

− 𝑛2 − 2

𝑛2 + 𝑛− 2
ψαψα −

1

2

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
ξαξα +

𝑛− 2

𝑛
ψαξα +

1

2
𝑚2𝑛− 1

𝑛
ρ2)

(1.110)

Проварьировав данное действие по ψα и ξα, получим уравнения

−2
𝑛2 − 2

𝑛2 + 𝑛− 2
ψα +

𝑛− 2

𝑛
ξα + 2

𝑛2 − 2

𝑛2 + 𝑛− 2
𝜕γφγα −

𝑛− 2

𝑛
𝜕αρ = 0 (1.111)

и

−(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
ξα +

𝑛− 2

𝑛
ψα −

𝑛− 2

𝑛
𝜕γφγα +

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
𝜕αρ = 0 . (1.112)

Эти решения могут быть решены относительно ψα и ξα: ψα = 𝜕γφγα b

ξα = 𝜕αρ. Соответственно, поля ψα и ξα могут быть исключены из (1.110).

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(

1

2
φαβ|γφαβ|γ−

1

2
𝑚2φαβφ

αβ−φαβ|γ𝜕γφαβ+
𝑛2 − 2

𝑛2 + 𝑛− 2
𝜕αφ

αβ𝜕γφγβ+

+
1

2

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
𝜕γρ𝜕γρ−

𝑛− 2

𝑛
𝜕γφγβ𝜕

βρ+
1

2
𝑚2𝑛− 1

𝑛
ρ2) (1.113)

Наконец, можно исключить и вспомогательное поле φαβ|γ, проварьировав

по нему (1.113) и подставив результат обратно в действие.

φαβ|γ = 𝜕γφ
αβ − 𝑛

𝑛2 + 𝑛− 2
(𝜕λφ

λβηαγ + 𝜕λφ
λαηβγ) +

2

𝑛2 + 𝑛− 2
𝜕λφλγη

αβ (1.114)

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

2
𝜕γφ

αβ𝜕γφαβ + 𝜕αφ
αβ𝜕γφγβ −

𝑛− 2

𝑛
𝜕γφγβ𝜕

βρ+

+
1

2

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
𝜕γρ𝜕γρ−

1

2
𝑚2φαβφ

αβ +
1

2
𝑚2𝑛− 1

𝑛
ρ2) (1.115)

Данное действие является действием Фирца-Паули в форме Сина-Хагена

с точностью до замены ρ → 𝑛
𝑛−2ρ.
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1.7 Массивный спин 3

Рассмотрим схожую не являющуюся натуральной Лагранжеву систему -

массивную теорию спина 3 [5]. Для написания действия данной теории необходи­

мо добавлять в систему вспомогательное поле, как и в случае массивного спина

2. Однако по сравнению с последним, случай массивного спина 3 интересен

тем, что данное вспомогательное поле уже не может быть проинтерпретирова­

но, как компонента исходного поля. Также стоит отметить, что в данной работе

рассматривалось действие массивного спина 3 из работы [69], которое связано

с оригинальным действием из работы [5] переопределением полей.

В терминах полностью бесследового поля φµνλ и скалярного поля ρ дей­

ствие массивной теории спина 3 записывается следующим образом:

𝑆[φ,ρ] =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

2
𝜕γφ

µνλ𝜕γφµνλ+
3

2
𝜕λφ

µνλ𝜕γφµνγ+
3

4
𝜕γφ

µγ
µ 𝜕λφννλ+

3

2
𝜕νφ

γ
γµ𝜕

νφλµλ −

− 3𝜕µφλγλ 𝜕νφµνγ −
1

2
𝑚2φµνγφ

µνγ +
3

2
𝑚2φννµφ

λµ
λ +

9

4
𝑚2ρ2+

+
3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2𝑛2
𝜕µρ𝜕

µρ− 3(𝑛− 2)

2𝑛
𝑚ρ𝜕µφ

νµ
ν ) (1.116)

Для того, чтобы убедиться, что из данного действия действительно сле­

дуют уравнения движения массивного спина 3, проварьируем его по φµνλ и ρ.

В результате имеем систему:

□φµνλ − 𝜕µ𝜕
γφγνλ − 𝜕ν𝜕

γφγµλ − 𝜕λ𝜕
γφγµν −

1

2
ηµν𝜕λ𝜕

γφττγ −
1

2
ηνλ𝜕µ𝜕

γφττγ−

− 1

2
ηµλ𝜕ν𝜕

γφττγ−ηµν□φ
γ
γλ−ηνλ□φ

γ
γµ−ηµλ□φγγν+ηµν𝜕γ𝜕τφλγτ+ηνλ𝜕γ𝜕τφµγτ+

+ ηµλ𝜕
γ𝜕τφνγτ + 𝜕µ𝜕νφ

γ
γλ + 𝜕λ𝜕νφ

γ
γµ + 𝜕µ𝜕λφ

γ
γν −𝑚2φµνλ +𝑚2ηµνφ

γ
γλ+

+𝑚2ηνλφ
γ
γµ +𝑚2ηµλφ

γ
γν +

𝑛− 2

2𝑛
𝑚ηµν𝜕λρ+

𝑛− 2

2𝑛
𝑚ηνλ𝜕µρ+

+
𝑛− 2

2𝑛
𝑚ηµλ𝜕νρ = 0 , (1.117)

3

2
𝑚2ρ− (𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
□ρ− 𝑛− 2

2𝑛
𝑚𝜕µφ

νµ
ν = 0 . (1.118)

Данная система имеет дифференциальные следствия нулевого порядка.

В этом можно убедиться, найдя след и дивергенцию (1.117) и сравнив их с



48

(1.118). В результате получим ρ = 0 и, следовательно,φµµλ = 0. При подстановке

этих двух условий в уравнение (1.117) уравнение (1.117) переходит в уравнение

Клейна-Гордона. Таким образом получаем систему уравнений

(□−𝑚2)φµνλ = 0

𝜕µφµνλ = 0 (1.119)

Стационарная поверхность ℳ массивной теории спина 3 определяется

продолжением уравнения (1.119), а следовательно в качестве координат на ℳ
удобно выбрать 𝑥µ, φµνλ, φµνλ|γ, ... (очевидно, что джеты ρ в координатную си­

стему не войдут). Так как вычисление предсимплектического потенциала ̂︀χ, его
ограничения на стационарную поверхность χ и ковариантного Гамильтониана

ℋ в данном случае ничем не отличается от аналогичного вычисления в случае

массивного спина 2, удобнее сразу выписать ответ для внутреннего действия

массивной теории спина 3.

𝑆𝐶 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−𝜕γφ

µνλφµνλ
|γ +

1

2
φµνλ|γφµνλ

|γ − 1

2
𝑚2φµνλφµνλ) (1.120)

Как и в случае с массивным спином 2, действие (1.120) не воспроизводит

все уравнения движения (1.119). Чтобы найти минимальную мультисимплек­

тическую формулировку массивного спина 3, для данной теории выпишем

Parent-действие

𝑆𝑃 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−1

2
φµνλ

|γφµνλ|γ +
3

2
φλµν|λφγµν

|γ +
3

4
φµγµ |γφ

ν
νλ

|λ +
3

2
φγ
γµ|νφ

λµ|ν
λ −

− 3φ
λγ|µ
λ φγµν

|ν − 1

2
𝑚2φµνλφ

µνλ +
3

2
𝑚2φννµφ

λµ
λ +

9

4
𝑚2ρ2+

+
3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2𝑛2
ρµρµ +

3(𝑛− 2)

2𝑛
𝑚ρµφννµ − ξµ(𝜕µρ− ρµ)−

− πµνλ|γ(𝜕γφµνλ −φµνλ|γ)) (1.121)

Из данного действия можно исключить ρµ и φµνλ
|γ, и при этом остаться

в мультисимплектической формулировке. Уравнения движения, получающиеся

при варьировании (1.121) по ρµ и φµνλ
|γ выглядят следующим образом:

ξµ = −3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
ρµ − 3(𝑛− 2)

2𝑛
𝑚φνµν (1.122)
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πµνλ|γ = φ
µνλ

|γ−ηλγφβµν|β−ηµγφβλν|β−ηνγφβµλ|β−
1

2
ηµνηλγφ

βα
β |α−

1

2
ηµληνγφ

βα
β |α−

−1

2
ηλνηµγφ

βα
β |α−ηµνφβλβ |γ−ηµλφβνβ |γ−ηλνφβµβ |γ+η

µνφλβγ |β+η
µλφνβγ |β+η

λνφµβγ |β+

+
1

2
ηµγφ

βν|λ
β +

1

2
ηµγφ

βλ|ν
β +

1

2
ηνγφ

βµ|λ
β +

1

2
ηνγφ

βλ|µ
β +

1

2
ηλγφ

βν|µ
β +

1

2
ηλγφ

βµ|ν
β (1.123)

Данные уравнения можно решить относительно ρµ и φµνλ
|γ, а после под­

становки результата обратно в действие и замены ξµ и πµνλ
|γ на ρµ и φµνλ

|γ

согласно выписанным выше соотношениям, получим минимальное мультисим­

плектическое действие для массивной теории спина 3.

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑥(−φµνλ|γ𝜕γφµνλ + 3φλµν|λ𝜕

γφµνγ +
3

2
φµγµ |γ𝜕λφ

νλ
ν + 3φγ

γµ|ν𝜕
νφλµλ −

− 3φ
λγ|µ
λ 𝜕νφµνγ − 3φµνγ|γ𝜕µφ

λ
λν +

3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛2
ρ|µ𝜕µρ+

3(𝑛− 2)

2𝑛
𝑚φννµ𝜕

µρ+

+
1

2
φµνλ

|γφµνλ|γ −
3

2
φλµν|λφγµν

|γ − 3

4
φµγµ |γφ

ν
νλ

|λ − 3

2
φγ
γµ|νφ

λµ|ν
λ + 3φ

λγ|µ
λ φγµν

|ν−

− 1

2
𝑚2φµνλφ

µνλ +
3

2
𝑚2φννµφ

λµ
λ +

9

4
𝑚2ρ2 − 3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2𝑛2
ρµρµ) . (1.124)

где φµνρ полностью симметричный тензор, а φµνλ|γ симметричен лишь по своим

первым трём индексам. Если в действии (1.124) приравнять к нулю ρ и ρµ, а так­

же все следы φµνρ и φ
µνλ

|γ, то в результате получится действие (1.120). В этом

смысле действие (1.124) является расширением внутреннего действия (1.120).

Выводы

Основным результатом данной главы является построение полной мини­

мальной предсимплектической формулировки для массивных теорий спина 2

и 3. Для обеих теорий был найден спектр переменных необходимого расшире­

ния стационарной структуры и определённого на ней предсимплектического

потенциала.
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Глава 2. Обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм

2.1 BV на языке градуированных супермногообразий

Несмотря на то, что внутреннее действие является удобным инстру­

ментом для описания минимальных формулировок естественных теорий на

геометрическом языке, данная конструкция не даёт никаких инструментов для

анализа калибровочных симметрий теории. Вместе с тем, калибровочные тео­

рии встречаются в физике крайне часто. Более того, любая теория поля φ𝑖(𝑥),

описываемая действием 𝑆[φ], инвариантна относительно преобразований вида

δφ𝑖(𝑥) = 𝑀 𝑖𝑗 δ𝑆[φ]

φ𝑗
, 𝑀 𝑖𝑗 = −𝑀 𝑗𝑖 , (2.1)

которые называются тривиальными калибровочными преобразованиями с про­

извольным параметром 𝑀 𝑖𝑗. Таким образом возникает вопрос о инвариантном

построении Лагранжевой формулировки, учитывающем калибровочные сим­

метрии теорий. Удобным языком для решения этой задачи является формализм

Баталина-Вилковыского (BV), краткому описанию которого будет посвящён

данный раздел. Говоря более конкретно, в этом разделе будут введены понятия

пространства полей и антиполей, антискобки, BV-действия и БРСТ-дифферен­

циала.

Прежде, чем перейти к формализму BV, необходимо ввести базовые струк­

туры, которые будут в нём использоваться. Для начала нужно определить

понятие градуированного пространства. Z-градуированным пространством на­

зывается 𝒩 пространство, которое является прямой суммой подпространств

𝒩 =
⨁︀

𝑖𝒩𝑖. В случае, когда сумма конечна и содержит 𝑚 слагаемых,

пространство называется Z𝑚-градуированным. В частном случае 𝑚 = 2

Z2-градуированное пространство называется суперпространством.

Частным случаем градуированных пространств являются градуирован­

ные алгебры.

Определение 2.1.1. Ассоциативной суперкоммутативной алгеброй 𝒜 назы­

вается пространство, удовлетворяющее следующим свойствам:

1. 𝒜 - суперпространство, то есть 𝒜 = 𝒜0 ⊕𝒜1.



51

2. 𝒜 - ассоциативная алгебра.

3. ∀𝑎 ∈ 𝒜0,1 ∃| · | : |𝑎| = 0 ⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝒜0, |𝑎| = 1 ⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝒜1. Градуировка

| · | называется Грассмановой чётностью элемента 𝑎.

4. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜0,1

𝑎𝑏 = (−1)|𝑎||𝑏|𝑏𝑎 , |𝑎𝑏| = (|𝑎|+ |𝑏|)mod2 (2.2)

Аналогично можно ввести понятие Z-градуированной алгебры, в которой
градуировку обозначим gh(·) (пока что без уточнения причин выбора подобного
обозначения). Более того, можно алгебру 𝒜, у которой одновременно есть и

Грассманова чётность |·|, и Z- градуировка gh(·). Удобно понимать эту алгебру,
как алгебру функций на некотором градуированном супермногообразии ℰ .

Поскольку мотивацией данного раздела является описание калибровоч­

ных симметрий теории, для чего привлекается язык градуированных про­

странств, рассмотрим в качестве ℰ расширение ℱ , причём для координат ℱ ,
то есть для (𝑥𝑎,φ𝑖) справедливо |𝑥𝑎| = |φ𝑖| = gh(𝑥𝑎) = gh(φ𝑖) = 0. Иными

словами, схематично можно представить ℰ = ℱ × {𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡𝑠}, где под {𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡𝑠}
понимается расширение ℱ , параметризующееся координатами ненулевых граду­
ировок. Поскольку в данной диссертационной работе описываются лишь теории

с бозонными полями, удобно здесь и далее положить | · | = gh(·)mod2.

В качестве координат на ℰ удобно выбрать Φ𝐴 и Φ*
𝐴, где 𝐴 - мультииндекс,

причём на эти переменные наложим условие

gh(Φ*
𝐴) = −gh(Φ𝐴)− 1 . (2.3)

Таким образом если переменные φ𝑖 находятся среди координат Φ𝐴, то сре­

ди Φ*
𝐴 существуют такие координаты φ

*
𝑖 , такие, что gh(φ

*
𝑖 ) = −gh(φ𝑖)−1 = −1.

Координаты Φ𝐴 принято называть полями, а координаты Φ*
𝐴 - антиполями

теории. Здесь важно отметить, что Φ𝐴 следовало бы назвать скорее коорди­

натами, а Φ*
𝐴 - антикоординатами, а полями и антиполями, по аналогии с

определением физических полей, данным в первой главе, назвать сечения соот­

ветствующих расслоений. Тем не менее, поскольку обсуждение в данной главе

в основном посвящено стандартному определению BV, Φ𝐴 и Φ*
𝐴 далее в этой

главе до определения 2.1.2 действительно будут полями, а далее же под тер­

мином "(анти-)поле"в данной главе будут пониматься именно координаты ℰ .
Соответственно, ℰ в таком случае называется пространством полей-антиполей.
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Дальнейшие обсуждения в данном разделе будут проведены в так называе­

мых "конденсированных"обозначениях Де Витта. Это значит, что мультииндекс

𝐴 будет включать в себя не только дискретные индексы, но и непрерывный ин­

декс 𝑥𝑎, параметризующий точки базы расслоения ℰ → 𝑋. Соответственно, под

свёрткой индексов будет подразумеваться стандартная свёртка и одновременно

с ней интегрирование по 𝑋.

Аналогично с тем, как в Гамильтоновом формализме вводится скобка

Пуассона, введём понятие антискобки { · , · }, gh({ · , · }) = 1. Для произволь­

ных функций 𝐹 и 𝐺 антискобка определяется, как

{𝐹 ,𝐺} =
δ𝑅𝐹

δΦ𝐴

δ𝐿𝐺

δΦ*
𝐴

− δ𝑅𝐹

δΦ*
𝐴

δ𝐿𝐺

δΦ𝐴
. (2.4)

Здесь важно отметить несколько моментов. Во-первых, данный вид ан­

тискобки не гарантирован при произвольном выборе координат Φ𝐴 и Φ*
𝐴. Тем

не менее, теорема Дарбу гарантирует, что существуют такие координаты Φ′𝐴

и Φ′*
𝐴, в которых антискобка примет вид (2.4). Во-вторых, с точки зрения ан­

тискобки понятно разделение координат на ℰ на поля и антиполя, поскольку{︀
Φ𝐴,Φ*

𝐵

}︀
= δ𝐴𝐵, и соответственно Φ*

𝐴 можно интерпретировать, как "сопряжён­

ные импульсы"к переменным Φ𝐴.

Антискобка удовлетворяет следующим соотношениям симметрии (второе

и третье выражение - это правило Лейбница и тождество Якоби для антис­

кобки):

{𝐹 ,𝐺} = −(−1)(|𝐹 |+1)(|𝐺|+1) {𝐺,𝐹}
{𝐹 ,𝐺𝐻} = {𝐹 ,𝐺}𝐻 + (−1)(|𝐹 |+1)|𝐺|𝐺 {𝐹 ,𝐻}

{𝐹 , {𝐺,𝐻} } = { {𝐹 ,𝐺} ,𝐻}+ (−1)(|𝐹 |+1)(|𝐺|+1) {𝐺, {𝐹 ,𝐻} } .

(2.5)

Поскольку при построении ℰ расслоение ℱ было расширенно в том числе

Грассмановыми переменными, а потому на ℰ возникает дополнительная симмет­

рия, объединяющая как чётные, так и нечётные переменные (с точки зрения

Грассмановой точности). Эта симметрия называется симметрией Бекки, Руэ,

Сторы и Тютина (БРСТ-симметрией). Она кодируется при помощи так называ­

емого БРСТ-дифференциала 𝑠 - векторного поля, удовлетворяющего свойствам

gh(𝑠) = 1 , 𝑠2 = 0. (2.6)
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БРСТ-дифференциал можнет быть записан в терминах антискобки и про­

изводящего функционала 𝑆𝐵𝑉 [Φ,Φ
*], gh(𝑆𝐵𝑉 ) = 0, как

𝑠 = {𝑆𝐵𝑉 , · } (2.7)

Следующее из нильпотентности 𝑠 уравнение {𝑆𝐵𝑉 ,𝑆𝐵𝑉 } = 𝜕𝑎𝐾
𝑎, где 𝜕𝑎𝐾

𝑎

- граничный член, называется мастер-уравнением, а сам функционал 𝑆𝐵𝑉 [Φ,Φ
*]

- мастер-действием (или BV-действием).

Рассмотрим решение мастер-уравнения в простейшем случае. Пусть име­

ется калибровочная система, описываемая действием 𝑆0[φ], калибровочными

генераторами которой являются 𝑅𝑖
α, то есть действие 𝑆0 инвариантно относи­

тельно преобразованийφ𝑖 → φ𝑖+𝑅𝑖
αε
α. Предположим также, что координаты ℰ

у такой системе представимы в виде Φ𝐴 = (φ𝑖,𝐶α), gh(𝐶α) = 1, и Φ*
𝐴 = (φ*

𝑖 ,𝐶
*
α),

gh(𝐶*
α) = −2. Тогда можно показать, что решение мастер-уравнения имеет вид

𝑆𝐵𝑉 [φ,𝐶,φ
*,𝐶*] = 𝑆0[φ] +φ

*
𝑖𝑅

𝑖
α𝐶

α + . . . , (2.8)

причём данный ряд необязательно конечен.

Описанный набор конструкций определяет BV-формулировку локальной

калибровочной теории. Тем не менее, помимо данного, конвенционального

определения, существует и альтернативное определение в терминах градуиро­

ванного многообразия ℰ → 𝑋 и построенного по нему расслоению джетов

𝐽∞(ℰ).

Определение 2.1.2. Локально определённой BV системой называется рас­

слоение 𝐽∞(ℰ), ассоциированное с расслоением ℰ → 𝑋, dim(𝑋) = 𝑛, на

котором определены нильпотентное векторное поле 𝑠, gh(𝑠) = 1, и (𝑛,2) фор­

ма
𝑛
ω, gh(

𝑛
ω) = −1, причём

𝑛
ω = Π*ωℰ , где ωℰ - замкнутая, невырожденная

𝑛+ 2-форма на ℰ и Π : 𝐽∞(ℰ) → ℰ . При этом
𝑛
ω удовлетворяет условию

𝐿𝑠
𝑛
ω+ dℎ(. . .) = 0 , (2.9)

где 𝐿𝑠 - производная Ли вдоль векторного поля 𝑠:

𝐿𝑠 = 𝑖𝑠d𝑣 + (−1)|𝑠|d𝑣𝑖𝑠 (2.10)

Выбрав в качестве координат на ℰ 𝑥𝑎 и Φ𝐴 = (Φ𝐴,Φ*𝐴), можно выпи­

сать ωℰ в виде
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ωℰ = ωℰ
𝐴�̄�dΦ

𝐴dΦ�̄�(𝑑𝑥)𝑛 , (2.11)

из чего очевидно следует, чтоωℰ задаёт на ℰ градуированную скобку Пуассона.

Для того, чтобы в дальнейшем пользоваться определением 2.1.2, необхо­

димо доказать, что из него следуют основные конструкции BV-формализма,

а именно мастер-действие и антискобка. Для простоты можно предположить,

что когомологии де Рама многообразия 𝑋 пусты. Тогда, используя "волшебную

формулу"Картана (2.10), можно переписать (2.9) в виде

𝑖𝑠
𝑛
ω− d𝑣

𝑛

ℋ = dℎ(. . .) . (2.12)

Таким образом 𝑠 - Гамильтоново векторное поле и (𝑛,0)-форма
𝑛

ℋ - Га­

мильтониан.

Однако в приведённом рассуждении необязательно ограничиваться ис­

ключительно полем 𝑠: для любого векторного 𝑉 , удовлетворяющего уравнению

𝐿𝑉
𝑛
ω = dℎ(. . .) существует соответствующий этому векторному полю Гамиль­

тониан - (𝑛,0)-форма 𝐻𝑉 , удовлетворяющая аналогу формулы (2.12). Таким

образом естественно определить на 𝐽∞(ℰ) нечётную скобку Пуассона { · , · },
как

{𝐻𝑉1
,𝐻𝑉2

} = 𝑖𝑉1
𝑖𝑉2

𝑛
ω . (2.13)

Подставив в данное выражение в качестве 𝑉1 и 𝑉2 𝑠, получим{︂
𝑛

ℋ,
𝑛

ℋ
}︂

= 𝑖𝑠𝑖𝑠
𝑛
ω = dℎ(. . .) , (2.14)

то есть классическое мастер-уравнение в терминах Лагранжевой плотности
𝑛

ℋ
мастер-действия. Само же мастер-действие примет вид

𝑆𝐵𝑉 (̂︀σ) = ∫︁
𝑋

̂︀σ*𝑝𝑟( 𝑛

ℋ) , (2.15)

где ̂︀σ - суперсечения ℰ , а ̂︀σ𝑝𝑟 - их продолжение. Для получения же классического
действия (то есть 𝑆0) необходимо положить равными нулю все поля теории с

ненулевой градуировкой (или, что эквивалентно, ограничиться с суперсечений̂︀σ на обыкновенные сечения).

Наконец, зададимся вопросом о теоретикополевой интерпретации описа­

ной выше системы. Пусть, сечение σ : 𝑋 → ℰ - решение теоретикополевой
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системы, и продолжение этого решения σ𝑝𝑟 удовлетворяет условию σ*𝑝𝑟 ∘ 𝑠 =

0. Тогда калибровочные преобразования теории можно можно определить в

терминах вертикального векторного поля ξ, gh(ξ) = −1, играющего роль ка­

либровочного параметра:

δσ*𝑝𝑟 = σ
*
𝑝𝑟 ∘ [𝑠,ξ] (2.16)

где [𝑠,ξ] - коммутатор векторных полей.

2.2 𝑄-многообразия и 𝑄-расслоения

Следующей необходимой для дальнейшего обсуждения конструкцией яв­

ляется 𝑄-многообразие.

Определение 2.2.1. 𝑄-многообразием (𝑀,𝑄) называется Z-градуированное
многообразие 𝑀 с определённым на нём нечётным нильпотентным вектор­

ным полем 𝑄, gh(𝑄) = 1.

Важным частным примером 𝑄-многообразие (𝑇 [1]𝑋,d𝑋), которое в даль­

нейшем для краткости будет обозначаться просто 𝑇 [1]𝑋. 𝑇 [1]𝑋 - это касатель­

ное расслоение над многообразием 𝑋 со сдвинутой градуировкой. Пусть 𝑥𝑎 -

координаты на 𝑋. Тогда координатами на 𝑇 [1]𝑋 будут являться 𝑥𝑎, gh(𝑥𝑎) = 0,

и θ𝑎, gh(θ𝑎) = 1. Алгебра функций на 𝑇 [1]𝑋 может быть отождествлена с ал­

геброй дифференциальных форм на 𝑋, при этом дифференциал де Рама на 𝑋

будет соответствовать однородному векторному полю d𝑋 на 𝑇 [1]𝑋. В представ­

ленных выше координатах d𝑋 = θ𝑎 𝜕
𝜕𝑥𝑎 .

Аналогично с определением расслоения над многообразием можно ввести

и понятие 𝑄-расслоения для двух 𝑄-многообразий. [70]

Определение 2.2.2. 𝑄-расслоением (𝑀,𝑄,𝑁,𝑞,π) называется пара

𝑄-многообразий (𝑀,𝑄) и (𝑁,𝑞), 𝑄-структуры которых согласованны от­

носительно проекции π : (𝑀,𝑄) → (𝑁,𝑞), то есть π* ∘ 𝑞 = 𝑄 ∘ π*.

Язык 𝑄-расслоений крайне удобен тем, что в его терминах легко сфор­

мулировать BV-формулировку локальных калибровочных теорий на уровне
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уравнений движения. Аналогичные формулировки ранее были предложены в

работах [66; 71].

Рассмотрим 𝑄-расслоение (ℰ ,𝑄,𝑇 [1]𝑋,π). Сечениями σ : 𝑇 [1]𝑋 → ℰ явля­

ются полевые конфигурации, а решениями называются такие сечения, что

d𝑋 ∘ σ* = σ* ∘𝑄 . (2.17)

Тогда калибровочными преобразованиями σ являются преобразования ви­

да

δσ* = σ* ∘ [𝑄,𝑌 ] , (2.18)

где 𝑌 - вертикальное векторное поле, gh(𝑌 ) = −1. Можно заметить, что

аналогичное определение калибровочных преобразований было дано в конце

предыдущего раздела.

Можно заметить, что калибровочные преобразования могут быть также

записаны в виде

δσ* = d𝑋 ∘ ξ*σ + ξ*σ ∘𝑄 , (2.19)

где ξ*σ : 𝒞∞(𝐸) → 𝒞∞(𝑇 [1]𝑋) - калибровочный параметр, gh(𝑥𝑖σ) = −1, удо­

влетворяющий

ξ*σ(𝑓𝑔) = (ξ*σ(𝑓)σ
*(𝑔) + (−1)|𝑓 |σ*(𝑓)ξ*σ(𝑔) , (2.20)

где ξ*σ(π
*α) = 0 ∀α ∈ 𝒞∞(𝑇 [1]𝑋). Если σ является решением, то легко заме­

тить, что формула (2.18) может быть восстановлена заданием ξσ = σ
* ∘𝑌 . При

этом речь идёт исключительно о решениях, а не о произвольных калибровоч­

ных конфигурациях, поскольку лишь калибровочные преобразования решений

имеют инвариантный геометрический смысл.

2.3 AKSZ-модель

AKSZ-модель была впервые предложена в работе [22] в качестве геомет­

рической конструкции, которая содержит в себе всю BV-формулировку теории,

включающую в себя мастер-действие и антискобку. В терминах предыдущего
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раздела AKSZ-модель - это тривиальное 𝑄-расслоение (ℰ ,𝑄) = 𝑇 [1]𝑋 × (ℱ ,𝑞)

(𝑇 [1]𝑋 называется источником, а (ℱ ,𝑞) - таргет-пространством или просто

таргетом), на слое ℱ которого определена симплектическая структура ωℱ ,

gh(ωℱ) = 𝑛 − 1, где 𝑛 = dim(𝑋). При этом

𝐿𝑄ω = 0 , (2.21)

где ω - симплектическая структура на тотальном пространстве ℰ , опреде­
лённая по симплектической структуре таргета ωℱ . При этом 𝑄-структура в

таком случае является произведением 𝑄-структур таргета и источника, то есть

𝑄 = d𝑋 + 𝑞. Также важно отметить, что в качестве источника AKSZ-модели

может выступать не только 𝑇 [1]𝑋, но и любое другое 𝑄-многообразие. Однако

подобное выходит за рамки данной работы.

Поля и антиполя BV-формулировки теории могут быть получены, как

суперсечения ℰ . Пусть ψ𝐴 - координаты на ℱ , а 𝑥𝑎 и θ𝑎 - координаты на 𝑇 [1]𝑋.

Тогда в терминах суперсечений ̂︀σ : 𝑇 [1]𝑋 → ℰ можно записать

̂︀σ*(ψ𝐴) =
0

ψ𝐴(𝑥) +
1

ψ𝐴
𝑎 (𝑥)θ

𝑎 + . . . = Ψ𝐴(𝑥|θ). (2.22)

При этом gh(
𝑘

ψ𝐴
...(𝑥)) = gh(ψ𝐴) − 𝑘.

Мастер-действие в рамках AKSZ-модели записывается, как действие, опре­

делённое на суперсечениях ̂︀σ, и имеет вид

𝑆[̂︀σ] = ∫︁
𝑇 [1]𝑋

̂︀σ*(χ)(d𝑋)− ̂︀σ*(ℋ) , (2.23)

где χ - симплектический потенциал, определяемый, как и раньше, черезω = dχ,

ℋ - ковариантный Гамильтониан, определяемый условием 𝑖𝑄ω − dℋ = 0 (оно

получается из условия 𝐿𝑄ω = 0 при помощи "волшебной формулы"Картана),

а ̂︀σ*(χ)(d𝑋) обозначает вычисленную на векторном поле d𝑋 1-форму ̂︀σ*(χ), то
есть ̂︀σ*(χ)(d𝑋) = 𝑖d𝑋̂︀σ*(χ).

По симплектической структуре на ℱ можно стандартным образом опре­

делить симплектическую структуру ω̄ на суперсечениях. Пусть δ1̂︀σ и δ1̂︀σ - два
касательных вектора к суперсечению ̂︀σ (иначе говоря, отображения 𝑇 [1]𝑋 →
𝑇̂︀σℰ). Тогда значение ω̄ на суперсечении ̂︀σ, вычисленное на этих касательных

векторах, задаётся, как
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ω̄̂︀σ(δ1̂︀σ,δ2̂︀σ) = ∫︁
𝑇 [1]𝑋

ω̂︀σ(δ1̂︀σ,δ2̂︀σ) , (2.24)

где подынтегральное выражение очевидным образом является функцией на

𝑇 [1]𝑋. В координатах (2.24) имеет следующий вид:

ω̄ =

∫︁
𝑑𝑛𝑥𝑑𝑛θω𝐴𝐵(Ψ(𝑥|θ))δΨ𝐴(𝑥|θ)δΨ𝐵(𝑥|θ) . (2.25)

Наконец, выпишем уравнения движения, следующие из (2.23):

̂︀σ*(ω𝐴𝐵)(𝑑𝑋σ
*(ψ𝐴)− ̂︀σ*(𝑄ψ𝐴)) = 0 . (2.26)

В случае невырожденной симплектической структуры данные уравнения

эквивалентны условию (2.17). В случае, если для каких-либо ψ𝐴 gh(ψ𝐴) = −1,

уравнение (2.26) принимает вид ̂︀σ*(𝑄ψ𝐴) = 0, то есть подобные уравнения

являются связями [72].

2.4 Предсимплектический BV-AKSZ формализм

Несмотря на то, что AKSZ-модель является крайне компактным и

удобным способом задания BV-формулировки для калибровочных теоретико­

полевых систем, её применение (при требовании конечномерности таргет-про­

странства) ограничено топологическими (то есть не содержащими степеней

свободы) и диффеоморфизм-инвариантными теориями.

Однако существует альтернативный подход к построению инвариантной

Лагранжевой формулировки. Он состоит в том, чтобы не требовать от сим­

плектической структуры условие невырожденности.

Определение 2.4.1. Предсимплектический BV-AKSZ формализм - это

𝑄-расслоение (ℰ ,𝑄,𝑇 [1]𝑋,π), на котором определена предсимплектическая

структура ω, gh(ω) = 𝑛− 1, удовлетворяющая условиям

𝑑ω = 0, 𝐿𝑄ω ∈ ℐ , (2.27)

где ℐ ⊂
⋀︀∙(ℰ) обозначает идеал в

⋀︀∙(ℰ), порождённый дифференциальными

формами π*(α), α ∈
⋀︀𝑘>0(𝑇 [1]𝑋).



59

Если предсимплектическая структураω регулярна (в том смысле, что рас­

пределение её ядра является регулярным), то предсимплектический BV-AKSZ

формализм позволяет восстановить полную BV-формулировку локальной си­

стемы. В частности, по введённым данным можно построить классическое

действие на пространстве суперсечений ℰ ,

𝑆[σ] =

∫︁
𝑇 [1]𝑋

(σ*χ)(d𝑋)− σ*(ℋ) , (2.28)

которое можно считать обобщением AKSZ-действия (2.23). Здесь, как и ранее, χ

- это предсимплектический потенциал, аℋ определяется из условия 𝑖𝑄ω−dℋ ∈
ℐ. Данное действие инвариантно относительно калибровочных преобразований,
генерируемых распределением ядра предсимплектической структуры. Более

того, как и в случае внутреннего действия, для подавляющего числа теоре­

тикополевых систем предсимплектическая структура включает в себя лишь

конечное количество координат, а потому и действие зависит лишь от конеч­

ного количества координат.

Для того, чтобы получить мастер-действие, необходимо продолжить дей­

ствие (2.28) на пространство суперсечений ℰ . Соответствующее пространство
полей и антиполей может быть получено, как симплектический фактор данно­

го пространства суперсечений. [23; 43; 44].

Рассмотрим пример электродинамики в рамках предсимплектического

BV-AKSZ формализма. Пусть имеется 𝑄-расслоение (ℰ ,𝑄,𝑇 [1]𝑋,π), dim(𝑋) =

4, в качестве координат на котором выберем 𝑥𝑎, θ𝑎, 𝐶, 𝐹𝑎𝑏, при чём

gh(𝑥𝑎) = 0 , gh(θ𝑎) = 1 ,

gh(𝐶) = 1 , gh(𝐹𝑎𝑏) = 0 .
(2.29)

Согласованный с проекцией π и градуировками координат𝑄-дифференциал

будет действовать следующим образом:

𝑄𝑥𝑎 = θ𝑎 , 𝑄θ𝑎 = 0 ,

𝑄𝐶 =
1

2
𝐹𝑎𝑏θ

𝑎θ𝑏 , 𝑄𝐹𝑎𝑏 = 0 .
(2.30)

Поскольку предсимплектическая структура имеет градуировку 4− 1 = 3,

для данной системы не слишком много кандидатов на эту роль. Рассмотрим

предсимплектическую структуру вида
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ω = dχ , χ =
1

4
ε𝑎𝑏𝑐𝑑d𝐶d𝐹 𝑎𝑏θ𝑐θ𝑑 . (2.31)

Полевые конфигурации определим, как сечения σ : 𝑇 [1]𝑋 → ℰ : σ*(𝐶) =

𝐴𝑚(𝑥)θ
𝑚, σ*(𝐹𝑎𝑏) = 𝐹𝑎𝑏(𝑥). И тогда действие (2.28) на пространстве сечений

примет известный вид

𝑆[𝐴𝑏,𝐹𝑎𝑏] =

∫︁
𝑑4𝑥(

1

2
𝐹 𝑎𝑏(𝜕𝑎𝐴𝑏 − 𝜕𝑏𝐴𝑎)−

1

4
𝐹 𝑎𝑏𝐹𝑎𝑏) . (2.32)

Для того, чтобы построить BV-формулировку данной теории, рассмотрим

вместо сечений суперсечения:

̂︀σ*(𝐶) =
0

𝐶(𝑥) + 𝐴𝑚(𝑥)θ
𝑚 +

1

2

2

𝐶𝑚𝑛(𝑥)θ
𝑚θ𝑛 + . . . ,

̂︀σ*(𝐹 𝑎𝑏) = 𝐹 𝑎𝑏(𝑥) +
1

𝐹 𝑎𝑏
𝑚(𝑥)θ

𝑚 +
1

2

2

𝐹 𝑎𝑏
𝑚𝑛(𝑥)θ

𝑚θ𝑛 + . . . .

(2.33)

Прежде, чем рассмотреть действие (2.28) на пространстве суперсечений,

полезно рассмотреть на этом пространстве предсимплектическую структуру.

При этом будем рассматривать лишь члены четвёртой степени однородности

по θ𝑎 (то есть члены порядка θ4), поскольку все остальные члены или тожде­

ственно равны 0 в силу того, что θ𝑎 - Грассмановы переменные, или окажутся

равными нулю после интегрирования по θ.

ω̄ =
1

4
ε𝑎𝑏𝑐𝑑(

1

2
d

0

𝐶d
2

𝐹 𝑎𝑏
𝑚𝑛 − d𝐴𝑚d

1

𝐹 𝑎𝑏
𝑛 +

1

2
d

2

𝐶𝑚𝑛d𝐹
𝑎𝑏)θ𝑚θ𝑛θ𝑐θ𝑑 =

=
1

2
(d

0

𝐶d
2

𝐹 𝑎𝑏
𝑎𝑏 − 2d𝐴𝑎d

1

𝐹 𝑎𝑏
𝑏 + d

2

𝐶𝑎𝑏d𝐹
𝑎𝑏)(θ)𝑛 , (2.34)

где (θ)𝑛 = 1
24ε𝑎𝑏𝑐𝑑θ

𝑎θ𝑏θ𝑐θ𝑑. Таким образом очевидно, что все остальные ком­

поненты суперсечений, кроме
0

𝐶,
2

𝐹 𝑎𝑏
𝑎𝑏, 𝐴𝑎,

1

𝐹 𝑎𝑏
𝑏,

2

𝐶𝑎𝑏 и 𝐹 𝑎𝑏 окажутся в ядре

предсимплектической структуры. Более того, учитывая градуировки оставших­

ся компонент и вид предсимплектической структуры, эти компоненты могут

быть интерпретированы как поля теории, дух и соответствующие антиполя.

Действительно, 𝐴𝑎(𝑥), gh(𝐴𝑎) = 0 и 𝐹 𝑎𝑏(𝑥), gh(𝐹 𝑎𝑏) = 0, очевидно, представ­

ляют физический сектор полей теории, а именно являются электромагнитным

потенциалом и тензором электромагнитного поля соответственно. Тогда компо­

ненты 𝐴*𝑎(𝑥) = 2
1

𝐹 𝑎𝑏
𝑏(𝑥), gh(𝐴

*𝑎(𝑥)) = −1, и 𝐹 *
𝑎𝑏(𝑥) =

2

𝐶𝑎𝑏(𝑥), gh(𝐹
*
𝑎𝑏(𝑥)) = −1,
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являются антиполями к 𝐴𝑎(𝑥) и 𝐹 𝑎𝑏(𝑥) соответственно. И, наконец, компонен­

ты 𝐶(𝑥) =
0

𝐶(𝑥), gh(𝐶(𝑥)) = 1, и 𝐶*(𝑥) =
2

𝐹 𝑎𝑏
𝑎𝑏(𝑥), gh(𝐶

*(𝑥)) = −2, являются

духом в данной теории и его антиполем.

С учётом вышеизложенного, рассмотрим действие (2.28) на пространстве

суперсечений:

𝑆𝐵𝑉 =

∫︁
𝑑4𝑥(

1

2
𝐹 𝑎𝑏(𝜕𝑎𝐴𝑏 − 𝜕𝑏𝐴𝑎)−

1

4
𝐹 𝑎𝑏𝐹𝑎𝑏 + 𝜕𝑎𝐶𝐴*

𝑎) . (2.35)

Данное действие очевидным образом является хорошо известным мастер­

действием для электродинамики.

2.5 Алгебра дифференциальных форм на языке градуированной

геометрии

Не смотря на то, что язык градуированных многообразий и градуирован­

ных расслоений на первый взгляд существенно отличается от стандартного,

неградуированного языка, представленного в первой главе данной работы, меж­

ду этими подходами есть взаимное соответствие, раскрытию которого будет

посвящён данный раздел. К тому же подобное обсуждение, помимо того, что

является интересным само по себе, пригодится в данной работе позднее.

Для начала определим понятие алгебры вертикальных форм на градуиро­

ванном расслоении 𝑀 → 𝑁 . Причём не обязательно, что данное расслоение

является 𝑄-расслоением, однако всё это обсуждение на подобный случай

обобщается тривиально. Будем называть алгеброй вертикальных форм фак­

тор-алгебру
⋀︀∙(𝑀)/ℐ, где ℐ ⊂

⋀︀∙(𝑀) - идеал, порождённый формами с базы

расслоения, то есть формами π*α, α ∈
⋀︀𝑘>0(𝑁).

Рассмотрим дополнительно расслоение ̃︁𝑀 → 𝑋, где 𝑋 - неградуирован­

ное многообразие. Пусть на данном расслоении есть плоская связность, а значит

дифференциал де Рама на ̃︁𝑀 , как уже было сказано в первой главе данной ра­

боты, разбивается на вертикальную и горизонтальную компоненты: d = dℎ+d𝑣.

Введём также расслоение 𝑀 → 𝑇 [1]𝑋, при этом 𝑀 = Π*̃︁𝑀 , где Π - проекция

расслоения 𝑇 [1]𝑋, то есть Π : 𝑇 [1]𝑋 → 𝑋. Иными словами, расслоение𝑀 мож­

но представить, как расслоение ̃︁𝑀 , которое было дополнено Грассмановыми



62

координатами θ𝑎, которые можно понимать, как вспомогательные переменные,

играющие роль базисных дифференциалов 𝑑𝑥𝑎. Или, что эквивалентно, рассло­

ение ̃︁𝑀 можно рассматривать, как подрасслоение в 𝑀 , определяемое условием

θ𝑎 = 0.

Алгебра вертикальных форм на расслоении 𝑀 → 𝑇 [1]𝑋 (в том смысле, в

котором она была определена выше) изоморфна алгебре всех форм на расслое­

нии ̃︁𝑀 → 𝑋 с определённым на нём дифференциалом d𝑣. Чтобы это увидеть,

введём отображение ϒ :
⋀︀∙(𝑀) →

⋀︀∙(̃︁𝑀). Если 𝑥𝑎, ψ𝐴 являются координатами

на ̃︁𝑀 , тогда координатами на 𝑀 , очевидно, являются 𝑥𝑎, θ𝑎 и ψ𝐴. В данных

координатах отображение ϒ можно записать в следующем виде:

ϒ(dψ𝐴) = d𝑣ψ
𝐴 ,

ϒ(θ𝑎) = 𝑑𝑥𝑎 ,

ϒ(𝑑𝑥𝑎) = 0 = ϒ(𝑑θ𝑎) ,

ϒ(𝑓(𝑥,ψ)) = 𝑓(𝑥,ψ) .

(2.36)

Легко заметить, что поскольку ℐ задаётся формами, поднятыми с базы

расслоения, базисными элементами алгебры дифференциальных форм на кото­

рой являются как раз 𝑑𝑥𝑎 и 𝑑θ𝑎, ϒ(ℐ) = 0, и следовательно отображение ϒ

хорошо определено на классе эквивалентности, коим и являеется алгебра вер­

тикальных форм. Более того, введённоее отображение является изоморфизмом

между дифференциальными алгебрами (
⋀︀∙(𝑀)/ℐ,d′) и (

⋀︀(∙,∙)(̃︁𝑀),d𝑣), где d
′ -

дифференциал де Рама на факторе, то есть d′[𝑎] = [d𝑎], где [𝑎] - класс экви­

валентности форм 𝑎 на 𝑀 .

Введённое отображение ϒ позволяет определить аналоги дифференциа­

лов dℎ и d𝑣 на ̃︁𝑀 в терминах алгебры вертикальных форм
⋀︀∙(𝑀)/ℐ. Выше

уже писалось, что вертикальному дифференциалу де Рама d𝑣 соответствует

дифференциал d′, в то время как горизонтальный дифференциал де Рама dℎ

можно определить следующим образом:

dℎϒ([𝑎]) = ϒ([𝐿𝐷𝑎]) , 𝐷 = θ𝑎𝐷𝑎 , (2.37)

где 𝐷𝑎 - распределение Картана, определённое в прошлой главе, то есть,

как и ранее, dℎ = 𝑑𝑥𝑎𝐷𝑎.
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2.6 Обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм

Несмотря на то, что порой в рамках предсимплектического BV-AKSZ

формализма 𝑄-многообразие (ℰ ,𝑄) является конечномерным (явный пример

подобного - теория Максвелла - рассмотрен в разделе 2.4), в общем случае

конечномерность данного объекта не гарантированна. Тем не менее, в силу

локальности предсимплектической структуры конечномерным является резуль­

тат факторизации ℰ по ядру предсимплектической структуры. Однако в связи

с этим возникает вопрос: нельзя ли с самого начала рассматривать некоторое

конечномерное расслоение, возможно, ослабив при этом какие-то аксиомы пред­

симплектического BV-AKSZ формализма, и при этом получить в результате

полную BV-формулировку теории? Оказывается, что это возможно: ослабив

требование нильпотентности векторного поля 𝑄, можно получить формализм,

который позволяет получать минимальные предсимплектические формулиров­

ки теорий.

Определение 2.6.1. Обобщённый предсимплектический BV-AKSZ форма­

лизм - это Z-градуированное расслоение π : ℰ → 𝑇 [1]𝑋, dim𝑋 = 𝑛, на

котором определены 2-форма ω (предсимплектическая структура), gh(ω) =

𝑛 − 1, 0-форма ℋ (ковариантный Гамильтониан), gh(ℋ) = 𝑛, и векторное

поле 𝑄, gh(𝑄) = 1, удовлетворяющие условиям 𝑄 ∘ π* = π* ∘ d𝑋 и

dω = 0 , 𝑖𝑄ω− dℋ ∈ ℐ ,
1

2
𝑖𝑄𝑖𝑄ω−𝑄ℋ = 0 , (2.38)

где ℐ ⊂
⋀︀∙(ℰ) - идеал, порождённый дифференциальными формами π*(α),

α ∈
⋀︀𝑘>0(𝑇 [1]𝑋).

Как будет доказано далее, по имеющимся в определении 2.6.1 данным

можно воспроизвести действие (2.28) и, как следствие, описать локально-опре­

делённую BV-систему. Данная версия определения с иной, менее общей, версией

аксиом впервые возникла в работе [23]. Также интересно отметить, что аксиомы

(2.38) (однако с другой интерпретацией - условия (2.38) являлись требованием

калибровочной инвариантности действия (2.28)) впервые возникли в работе [24].

Определение 2.6.1 можно было бы сформулировать альтернативным об­

разом, введя вместо предсимплектической структуры ω предсимплектический

потенциал χ, связанный с предсимплектической структурой условием ω = dχ.
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В рамках подобной версии определения был бы зафиксирован граничный член

действия (2.28). Более того, добавление к χ 1-формы из идеала ℐ приводит к

соответствующей добавке с ℋ, в следствие чего действие (2.28) не меняется.

Действительно, пусть имеются χ, ℋ и 𝑄, удовлетворяющие аксиомам (2.38).

Определим χ′, отличающуюся от χ добавлением 1-формы из идеала ℐ, которая
в свою очередь в локальных координатах 𝑥𝑎, θ𝑎 и Ψ𝐴 имеет вид α𝑎𝑑𝑥

𝑎+β𝑎𝑑θ
𝑎.

Тогда

ω′ = dχ′ = dα𝑎𝑑𝑥
𝑎 + dβ𝑎𝑑θ

𝑎 . (2.39)

Используя аксиому 𝑖𝑄ω − dℋ ∈ ℐ, получим, что 𝑖𝑄ω
′ = dℋ + 𝑄α𝑎𝑑𝑥

𝑎 +

dα𝑎θ
𝑎 + 𝑄β𝑎𝑑θ

𝑎, а значит ℋ′ = ℋ + α𝑎θ
𝑎. Подставив ω′ и ℋ′ в третью акси­

ому (2.38), получим

1

2
𝑖𝑄𝑖𝑄ω

′ −ℋ′ =
1

2
𝑖𝑄𝑖𝑄ω+𝑄α𝑎θ

𝑎 −ℋ−𝑄α𝑎θ
𝑎 = 0 . (2.40)

Таким образом добавление 1-формы из идеала к χ не меняет аксиомы

(2.38). При подстановке же χ′ и ℋ′ в действие (2.28) можно увидеть, что пер­

вое слагаемое сгенерирует добавку ̂︀σ*(α𝑎θ
𝑎), а второе - аналогичную добавку с

противоположным знаком, а следовательно действие не изменится.

Для того, чтобы продвинуться далее, необходимо определить, в каком

виде необходимо (и необходимо ли) накладывать требования регулярности

на предсимплектический потенциал ω. Для этого важно определить так на­

зываемое расслоение суперджетов 𝑆𝐽∞(ℰ). Данное расслоение может быть

определено, как расслоение джетов над расслоением ℰ̄ → 𝑋, слой ℱ̄ которого

является суперотображениями 𝑇𝑥[1]𝑋 → ℱ , где ℱ - слой расслоения ℰ . Иными
словами, можно определить 𝑆𝐽∞(ℰ), как расслоение, ограничение которого на
нулевые сечения 𝑇 [1]𝑋 даст 𝐽∞(ℰ̄).[23; 46; 73]

Продолжение 𝑄 на 𝑆𝐽∞(ℰ) может быть ограничено на 𝐽∞(ℰ̄) ⊂ 𝑆𝐽∞(ℰ),
в результате чего получается вертикальное векторное поле 𝑠. Предсимплектиче­

ская структура ω на ℰ задаёт 2-форму на слоях ℰ̄ . Действительно, рассмотрим
в точке 𝑥 ∈ 𝑋 слой ℰ𝑥 над 𝑥. Слой ℰ𝑥 сам по себе является расслоением над

𝑇𝑥[1]𝑋. Слой ℰ̄𝑥 расслоения ℰ̄ в точке 𝑥 - это, по определению, пространство су­

персечений ℰ𝑥 над 𝑇𝑥[1]𝑋. Тогда ограничениеω на ℰ𝑥 задаёт 2-форму на ℰ̄𝑥 при
помощи ограничения (2.24) на ℰ̄𝑥. Если данная 2-форма регулярна, и её ранг
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не зависит от точки 𝑥, то предсимплектическая структура ω называется квази­

регулярной. Важно заметить, что предсимплектическая структура может быть

квазирегулярной, будучи при этом нерегулярной в стандартном смысле слова.

Докажем, что в случае квазирегулярной предсимплектической струк­

туры обобщённый предсимплектический BV-AKSZ-формализм позволяет

восстановить полную BV-формулировку теории.[23] Пусть в терминах обоб­

щённого предсимплектического BV-AKSZ формализма имеется система

(ℰ ,𝑇 [1]𝑋,ω,ℋ,𝑄). Тогда в терминах этого же формализма можно также

определить и систему (𝑆𝐽∞(ℰ),𝑇 [1]𝑋,ω̄,ℋ̄,�̄�), где �̄� - продолжение 𝑄 на

𝑆𝐽∞(ℰ), ω̄ = (π∞ℰ )*ω и ℋ̄ = (π∞ℰ )*ℋ при π∞ℰ : 𝑆𝐽∞(ℰ) → ℰ . Поскольку
(𝑆𝐽∞(ℰ),𝑇 [1]𝑋,ω̄,ℋ̄,�̄�) - также система в рамках обобщённого предсимплекти­

ческого BV-AKSZ формализма, для ω̄, ℋ̄ и �̄� справедливо

dω̄ = 0 , 𝑖�̄�ω̄− dℋ̄ ∈ ℐ̄ ,
1

2
𝑖�̄�𝑖�̄�ω̄− �̄�ℋ̄ = 0 , (2.41)

где ℐ̄ ⊂
⋀︀∙(𝑆𝐽∞(𝐸)) обозначает идеал форм, поднятых с базы 𝑇 [1]𝑋.

Первое условие (2.41) приводит (хотя бы локально) к существованию пред­

симплектического потенциала χ̄, удовлетворяющего условию ω̄ = dχ̄. Также,

поскольку векторное поле 𝑄 проектируемо в d𝑋 на 𝑇 [1]𝑋, его продолжение �̄�

может быть представленно в виде �̄� = 𝐷 + 𝑠, где 𝐷 = θ𝑎𝐷𝑎 и 𝐷𝑎 - распреде­

ление Картана. Используя "волшебную формулу"Картана 𝑖𝐷dχ̄ = 𝐿𝐷χ̄ + d𝑖𝐷χ̄

во втором условии (2.41), можно получить

𝑖𝑠ω̄ = d(ℋ̄ − 𝑖𝐷χ̄)− 𝐿𝐷χ̄+ ℐ̄ . (2.42)

Поскольку на расслоении джетов хорошо определена вертикальная проек­

ция, построим её для предыдущего уравнения:

𝑖𝑠ω̄
𝑣 = d𝑣(ℋ̄ − 𝑖𝐷χ̄)− 𝐿𝐷χ̄

𝑣 . (2.43)

Таким образом из (2.43) следует, что 𝑠 является Гамильтоновым вектор­

ным полем, который впоследствии можно интерпретировать, как БРСТ-диф­

ференциал.

Другой ключевой структурой в BV-формулировке теории является ма­

стер-уравнение. Для того, чтобы показать, что оно также восстанавливается из

обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма, рассмотрим третье

условие аксиом (2.41) в терминах векторного поля 𝑠, для чего запишем
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𝑖𝑠𝑖𝑠ω̄ = 𝑖�̄�−𝐷𝑖�̄�−𝐷ω̄ = 𝑖�̄�𝑖�̄�ω− 2𝑖�̄�𝑖𝐷ω̄+ 𝑖𝐷𝑖𝐷ω̄ . (2.44)

Выпишем второе условие (2.41) в виде 𝑖�̄�ω̄ − dℋ̄ − α = 0, где α ∈ ℐ̄.
Применяя к данному условию 𝑖�̄�, получим

𝑖�̄�𝑖�̄�ω̄−𝑄ℋ̄ − 𝑖�̄�α = 0 . (2.45)

Поскольку α - это 1-форма из идеала, то 𝑖�̄�α = 𝑖𝐷α. Далее, сравнив урав­

нение (2.45) с третьим условием из (2.41), получим, что 𝑖�̄�𝑖�̄�ω̄ = 2𝑖𝐷α. С другой

стороны, второй член формулы (2.44), использовав вновь второе условие из

(2.41), можно переписать в виде

−2𝑖𝐷(dℋ̄ + α) = −2𝐷ℋ̄ − 2𝑖𝐷α . (2.46)

Таким образом 2𝑖𝐷α и −2𝑖𝐷α из первого и второго членов (2.44) со­

кращаются. Третий же член можно переписать, вновь используя "волшебную

формулу"Картана:

𝑖𝐷𝑖𝐷dχ̄ = 𝑖𝐷𝐿𝐷χ̄+ 𝑖𝐷d𝑖𝐷χ̄ = 2𝐷(𝑖𝐷χ̄) . (2.47)

Итого, формула (2.44) принимает вид мастер-уравнения с граничным чле­

ном:

1

2
𝑖𝑠𝑖𝑠ω̄ = 𝐷(𝑖𝐷χ̄−ℋ) . (2.48)

Чтобы переписать (2.43) и (2.48) в более привычном виде, необходимо

рассмотреть специальную систему координат на 𝑆𝐽∞(ℰ). Пусть 𝑥𝑎, θ𝑎 и Ψ𝐴 -

координаты на ℰ . Тогда в качестве координат на 𝑆𝐽∞(ℰ) естественно выбрать
𝑥𝑎, θ𝑎 и Ψ𝐴

...|..., при чём

Ψ𝐴
𝑎...|𝑏... = 𝐷𝑎 . . . 𝐷

θ
𝑎 . . .Ψ

𝐴 , (2.49)

где 𝐷θ
𝑎 играет роль производной по θ𝑎 таким же образом, каким 𝐷𝑎 играет

роль производной по 𝑥𝑎.

Однако оказывается, что есть более удобная система координат на

𝑆𝐽∞(ℰ), 𝑥𝑎, θ𝑎 и 𝑢𝐴...|..., определяемая условиями

(𝑢𝐴𝑎1...|𝑏1... −Ψ𝐴
𝑎1...|𝑏1...)|θ=0 = 0 ,

𝐷θ
𝑎𝑢

𝐴
𝑎1...|𝑏1... = 0 .

(2.50)
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В данной системе координат 𝐷θ
𝑎 = 𝜕

𝜕θ𝑎 . Выражения для старых координат

через новые может быть выписано в виде

Ψ𝐴 = 𝑢𝐴 + θ𝑎𝑢𝐴|𝑎 +
1

2
θ𝑎θ𝑏𝑢𝐴|𝑎𝑏 + . . .

Ψ𝐴
|𝑎 = 𝑢𝐴|𝑎 + θ

𝑏𝑢𝐴|𝑎𝑏 +
1

2
θ𝑏θ𝑐𝑢𝐴|𝑎𝑏𝑐 . . .

. . . .

(2.51)

В данной системе координат 𝑠 коммутирует с 𝜕
𝜕θ𝑎 , а значит величины из

формул (2.43) и (2.48) можно представить в виде ряда по θ𝑎 (или, аналогич­

но, в виде разложения по горизонтальной градуировке форм, если говорить на

языке форм на 𝐽∞(ℰ̄)). Обозначим через
𝑘̃︀χ, 𝑘̃︀ω и

𝑘̃︀ℋ компоненты горизонтальной

градуировки 𝑘 форм ϒ(χ̄𝑣), ϒ(ω̄𝑣) и ϒ(ℋ̄𝑣) соответственно. Тогда уравнения

(2.43) и (2.48) примут вид

𝑖𝑠
𝑛̃︀ω+ d𝑣

𝑛̃︂ℒ𝐵𝑉 = −dℎ
𝑛−1̃︀χ (2.52)

и

1

2
𝑖𝑠𝑖𝑠

𝑛̃︀ω = dℎ(
𝑛̃︂ℒ𝐵𝑉 ) , (2.53)

где
𝑛̃︂ℒ𝐵𝑉 = ϒ(𝑖𝐷χ̄) − ϒ(ℋ̄).

Таким образом было показано, что обобщённый предсимплектический BV­

AKSZ формализм содержит в себе информацию о БРСТ-дифференциале 𝑠

и мастер-уравнении, и для доказательства того, что данный формализм вос­

станавливает BV-формулировку теории осталось лишь доказать, что из него

следует регулярная симплектическая структура.

Поскольку
𝑛̃︀ω получается отображением на 𝐽∞(ℰ̄) (𝑛 + 2)-формы с ℰ̄ и

𝑛̃︀ω пропорциональна форме объёма (𝑑𝑥)𝑛, распределение ядра
𝑛̃︀ω вертикально.

И тогда из квазирегулярности ω следует регулярность формы
𝑛̃︀ω, а следова­

тельно все необходимые требования удовлетворены и (как минимум локально)

обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм содержит в себе пол­

ную BV-формулировку теории.

Дальнейшие разделы данной главы будут посвящены применению обоб­

щённого предсимплектического BV-AKSZ формализма к различным теорети­

кополевым системам. В честности, в разделе 2.7 будет объяснена взаимосвязь
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между обобщённым предсимплектическим BV-AKSZ формализмом и внутрен­

ним действием для систем, у которых 𝑄 не содержит данных о калибровочной

симметрии. Далее, в разделах 2.8 и следующем за ним будут описаны так назы­

ваемые приводимые калибровочные теории: электродинамика 𝑝-форм и модель

Фридмана-Таунсенда.

2.7 Внутреннее действие

Как было отмечено ранее, BV-формализм является крайне удобным ин­

струментом для работы с калибровочными теориями, причём не только на

квантовом, но и на классическом уровне. При этом обычно, когда речь идёт

о BV-формулировке теории, подразумевается, что задан весь необходимый

спектр вспомогательных переменных, необходимый для описания калибровоч­

ных симметрий теории, и при этом 𝑄 содержит в себе всю информацию о

соответствующих калибровочных преобразованиях. Подобные формулировки

теорий называются BV-полными. Тем не менее, часто случается, что 𝑄 со­

держит себе информацию не о всех калибровочных преобразованиях. Тогда

BV-формулировка теории называется, соответственно, неполной. В частном слу­

чае BV-неполной формулировки 𝑄 может и вовсе не содержать информацию о

присутствующих в теории калибровочных симметриях. Именно подобный вы­

рожденный случай будет рассмотрен в данном разделе.

Рассмотрим в рамках предсимплектического BV-AKSZ формализма си­

стему (𝐸,𝑄,𝑇 [1]𝑋,ω), слой которой может быть параметризован координатами

ψ𝐴, база координатами 𝑥𝑎 и θ𝑎, причём среди всех переменных ψ𝐴, 𝑥𝑎 и θ𝑎

лишь у θ𝑎 градуировка будет отличной от 0, gh(θ𝑎) = 1. В таком случае алгеб­

ра функций 𝐶∞(𝐸) может быть без потери общности отождествлена с алгеброй

горизонтальных форм на расслоении ̃︀𝐸 → 𝑋. А так как 𝑄-дифференциал в

данном случае будет линеен по θ𝑎, он может быть отождествлён с горизонталь­

ным дифференцциалом де Рама dℎ на ̃︀𝐸 → 𝑋. Таким образом ( ̃︀𝐸,dℎ) является

обычным PDE, определённым в том же смысле, что и в главе 1 данной ра­

боты. [46; 74]
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Поскольку в среди координат слоя градуировка всех переменных равна 0,

а для предсимплектической структуры справедливо утверждение gh(ω) = 𝑛−1,

для рассматриваемой системы можно выписать

ω = ω𝑎
𝐴𝐵𝑑ψ

𝐴𝑑ψ𝐵(θ)(𝑛−1)
𝑎 . (2.54)

Данную систему можно без ограничения общности рассмотреть в терми­

нах расслоения ̃︀𝐸 → 𝑇 [1]𝑋, которое можно рассматривать, как подмногооб­

разие 𝐸, определённое условием θ𝑎 = 0. При помощи определённого ранее

отображения ϒ можно определить необходимые для аксиом предсимплектиче­

ского BV-AKSZ формализма формы на ̃︀𝐸:
̃︀ω = ϒ(ω) ⊂

⋀︁𝑛−1,2
( ̃︀𝐸) , ̃︀χ = ϒ(χ) ⊂

⋀︁𝑛−1,1
( ̃︀𝐸) ,̃︀ℒ = ϒ(ℒ) ⊂

⋀︁𝑛,0
( ̃︀𝐸) .

(2.55)

Сами аксиомы имеют следующий вид:

̃︀ω = d𝑣̃︀χ , dℎ ̃︀ω = 0 . (2.56)

Таким образом ̃︀ω можно интерпретировать, как предсимплектическую

структуру [12; 75—77] на ̃︀𝐸, а значит ( ̃︀𝐸,dℎ) - PDE, на котором определена

совместная предсимплектическая структура ̃︀ω. А так как когомологии d𝑣 триви­

альны, существует (по крайней мере локально) (𝑛,0)-форма ̃︀𝑙, причём такая, что

̃︀ω = d(̃︀χ+ ̃︀𝑙) , dℎ̃︀χ+ d𝑣̃︀𝑙 = 0 . (2.57)

Таким образом на сечениях ̃︀𝐸 можно определить действие:

𝑆𝐶 [σ*] =

∫︁
σ*(̃︀χ+ ̃︀𝑙) . (2.58)

Легко убедиться в том, что данное действие, в случае, когда ̃︀𝐸 яв­

ляется стационарной поверхностью, является внутренним действием теории,

определённым в разделе 1.3, формула (1.25). Более того, полученное действие

совпадает также с AKSZ-дейййствием, получающимся в рамках предсимплек­

тического BV-AKSZ формализма. Для того, чтобы убедиться в этом, следует

выписать действие (2.28) для рассматриваемой системы. Для начала вспомним,

что аксиома 𝐿𝑄ω ∈ ℐ, которая на ̃︀𝐸 принимает вид dℎω = 0, эквивалентна
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аксиоме 𝑖𝑄ω − dℋ = 𝐿𝑄χ − d(ℋ − 𝑖𝑄χ) ∈ ℐ, которая в свою очередь на ̃︀𝐸
принимает вид

dℎ̃︀χ+ d𝑣(ϒ(𝑖𝑄χ)− ̃︀ℋ) = 0 , (2.59)

Таким образом из второго уравнения в (2.57) следует, что ̃︀𝑙 = ϒ(𝑖𝑄χ)− ̃︀ℋ.

Наконец, выпишем действие (2.28):

𝑆𝑔𝑃𝐷𝐸[σ*] =

∫︁
𝑇 [1]𝑋

(σ*(χ𝐴)d𝑋σ
*(ψ𝐴)− σ*(χ𝐴𝑄ψ𝐴 − 𝑙)) =∫︁

𝑋

(σ*(̃︀χ𝐴)dσ*(ψ𝐴)− σ*(χ𝐴dℎψ𝐴 − 𝑙)) , (2.60)

где функция 𝑙 ∈ 𝐶∞(𝐸) определяется из условия ϒ(𝑙) = ̃︀𝑙, а σ, для того,

чтобы не вводить лишние обозначения, обозначает и сечение 𝑋 → 𝐸, и его

продолжение на сечение 𝑇 [1]𝑋 → 𝐸. Легко убедиться, что полученное выраже­

ние совпадает с внутренним действием, записанным в конкретных координатах

(1.26).

Интересным случаем также является система, у которой𝑄-дифференциал

не содержит информации о калибровочных симметриях, но уже в рамках обоб­

щённого предсимплектического BV-AKSZ формализма. Легко увидеть, что в

терминах расслоения ̃︀𝐸 → 𝑋 третья аксиома обобщённого предсимплекти­

ческого BV-AKSZ формализма тривиально выполнена, так как gh(𝑖𝑄𝑖𝑄ω) =

gh(𝑄ℒ) = 𝑛 + 1, а значит на ϒ(𝑖𝑄𝑖𝑄ω) = ϒ(𝑄ℒ) = 0, как (𝑛 + 1,0)-формы.

Все предыдущие рассуждения для предсимплектического BV-AKSZ формализ­

ма также остаются верны, в том числе и то, что 𝑄 линеен по θ𝑎 𝑄 = θ𝑎𝐷𝑎, где

𝐷𝑎 - векторное поле. Тем не менее, в силу того, что 𝑄2 ̸= 0, 𝐷𝑎 не является ин­

волютивным, а следовательно 𝑄 в терминах ̃︀𝐸 → 𝑋 можно интерпретировать,

как ковариантную производную, соответствующую неплоской связности. Та­

ким образом подобную систему в терминах обобщённого предсимплектического

BV-AKSZ формализма можно интерпретировать, как аналогичную систему

в терминах предсимплектического BV-AKSZ формализма, в которой прове­

ли факторизацию по регулярному подраспределению максимального ранга в

вертикальном ядре ̃︀ω. Горизонтальный дифференциал, индуцированный dℎ на

подобное фактор-пространство, в общем случае оказывается ненильпотентным,

что согласуется с изложенным выше в данном абзаце.
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Соответствующее действие в случае обобщённого предсимплектического

BV-AKSZ формализма можно выписать в виде:

𝑆[σ] =

∫︁
𝑋

σ*(Θ) , (2.61)

где Θ = ϒ(χ + ℒ + 𝑖𝑄χ). Очевидно, что данное действие является частным

случаем мультисимплектического действия. [12; 33; 36; 42; 78]

2.8 Электродинамика старших форм

Известно, что электродинамика может быть компактно сформулирова­

на на языке дифференциальных форм. Действительно, пусть A = 𝐴µ𝑑𝑥
µ -

1-форма электромагнитного потенциала. Тогда действие для свободного элек­

тромагнитного поля примет вид

𝑆[𝐴] =

∫︁
dA ⋆ dA =

∫︁
F ⋆ F , (2.62)

где F = dA, а ⋆ - звезда Ходжа, то есть⋆T) = 1
(𝑛−𝑝−1)!ε(𝑛) · (𝑇

(𝑝+1)𝑑𝑥(𝑛−𝑝−1) для

любой 𝑝-формы в 𝑛-мерном пространстве. Здесь и далее в данном разделе при

помощи 𝑇 (𝑝) будет обозначаться полностью антисимметричный тензор ранга 𝑝,

а при помощи 𝑇 (𝑘) · 𝑅(𝑘) будет обозначаться их свёртка. ε(𝑛) = ε𝑖1·𝑖𝑛.

Очевидно, что из (2.62) следует уравнение движения

d ⋆ d𝐴 = 0 , (2.63)

которое вместе с условием d2𝐴 = 0 даёт систему уравнений Максвелла. Калиб­

ровочное преобразование электродинамики в данной форме имеет вид δ𝐴 = 𝑑𝐶,

где 𝐶(𝑥) - произвольная функция.

В подобной форме электродинамика допускает очевидное обобщение на

старшие формы: пусть теперь A является 𝑝-формой в в 𝑛-мерном простран­

стве. Действие для данной теории будет иметь тот же вид, что и (2.62), вид

уравнений движения также не изменится. Однако калибровочным параметром

𝐶 теперь будет выступать не функция, а 𝑝− 1-форма. Это изменение приводит

к тому, что калибровочное преобразование для электродинамики 𝑝-формы ока­

зывается приводимым: параметр 𝐶 оказывается инвариантным относительно
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калибровочных преобразований вида δ𝐶 = d𝐶1, при этом параметры 𝐶1 инва­

риантны относительно преобразований δ𝐶1 = d𝐶2 и так далее. С точки зрения

BV-формализма это означает, что полная BV-формулировка электродинамики

𝑝-формы помимо полей и духов будет также содержать набор духов для ду­

хов, для которых также необходимо будет ввести духи, и так далее, а также

все соответствующие антиполя. Тем не менее, оказывается, что весь подобный

набор переменных на языке предсимплектического BV-AKSZ формализма мож­

но закодировать в виде всего двух переменных 𝐶 и 𝐹 , чему и будет посвящён

данный раздел. При этом что мы остановимся лишь на абелевых модифика­

циях электродинамики.

Пусть имеется тривиальное расслоение 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋, где в качестве 𝑋

выберем для простоты 𝑛-мерное пространство Минковского. В качестве коор­

динат на 𝐸 выберем 𝑥𝑎, θ𝑎, 𝐶, gh(𝐶) = 𝑝 и 𝐹 (𝑝+1), gh(𝐹 (𝑝+1)) = 0, а также

введём для удобства производящую функцию F = 1
(𝑝+1)!𝐹𝑎1...𝑎𝑝+1

θ𝑎1 . . . θ𝑎𝑝+1.

𝑄-дифференциал на 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋 действует следующим образом:

𝑄𝑥𝑎 = θ𝑎 , 𝑄θ𝑎 = 0

𝑄𝐶 = F , 𝑄𝐹 (𝑝+1) = 0 .
(2.64)

Легко убедиться в нильпотентности данного дифференциала 𝑄. Это озна­

чает, что стандартная версия предсимплектического BV-AKSZ формализма

будет эквивалентна обобщённой.

Для простоты последующих выкладок введём звёздочное сопряже­

ние ⋆, которое будет действовать следующим образом: ⋆F = 1
(𝑛−𝑝−1)!ε(𝑛) ·

(𝐹 (𝑝+1)θ(𝑛−𝑝−1). Тогда можно будет записать предимплектическую структуру и

предсимплектический потенциал в следующем виде:

ω = dχ , χ =
1

2
(⋆F)d𝐶 , (2.65)

Обобщённый гамильтониан может быть построен по данной симплектиче­

ской структуре при помощи 𝑖𝑄ω − dℋ ∈ ℐ.

ℋ =
1

4
F(⋆F) . (2.66)

Наконец, через параметризацию сечений σ*(𝐶) = 𝐴(𝑝) · θ(𝑝), σ*(𝐹(𝑝+1)) =

F(𝑝+1) можно ввести поля 𝐴(𝑝)(𝑥) и F(𝑝+1)(𝑥), в терминах которых запишем дей­

ствие:
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𝑆[𝐴(𝑝),F
(𝑝+1)] =

∫︁
𝑇 [1]𝑋

(d𝑋A)(⋆F)− 1

4
F(⋆F)

=

∫︁
𝑑𝑛𝑥(

1

2
𝜕[(1)𝐴(𝑝)] · F(𝑝+1) − 1

4
F(𝑝+1) · F(𝑝+1)) . (2.67)

Данное действие эквивалентно исходному действию для 𝑝-формы. В этом

легко убедиться, проварьировав данное действие по F (получим F = dA) и

подставив результат обратно в (2.67).

Теперь рассмотрим, как в рамках рассматриваемого формализма можно

получить действие BV для данной модели. Без ограничения общности рассмот­

рим случай 𝑝 = 2, 𝑛 = 4, поскольку увеличение 𝑝 не изменит следующие

действия идейно, но добавит большее количество духов в систему.

В случае 𝑝 = 2, 𝑛 = 4 предсимплектическая структура (2.65) принима­

ет вид

ω =
1

2
ε𝑎𝑏𝑐𝑑(d𝐹

𝑎𝑏𝑐θ𝑑)d𝐶 . (2.68)

Для получения формулировки BV данной системы необходимо рассмот­

реть суперсечения ̂︀σ : 𝑇𝑥[1]𝑋 → 𝐸:

̂︀σ*(𝐶) =
0

𝐶 +
1

𝐶𝑎θ
𝑎 +

1

2
𝐴𝑎𝑏θ

𝑎θ𝑏 +
1

6

3

𝐶𝑎𝑏𝑐θ
𝑎θ𝑏θ𝑐 + . . . ,

̂︀σ*(𝐹 𝑎𝑏𝑐) = 𝐹 𝑎𝑏𝑐 +
1

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑑θ

𝑑 +
1

2

2

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑑𝑒θ

𝑑θ𝑒 +
1

6

3

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑑𝑒𝑓θ

𝑑θ𝑒θ𝑓 + . . . .

(2.69)

На этих суперсечениях можно выписать и предсимплектическую струк­

туру:

4
ω =

1

2
(d

0

𝐶d
3

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑎𝑏𝑐 − 3d

1

𝐶𝑎d
2

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑏𝑐 + 3d𝐴𝑎𝑏d

1

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑐 − d

3

𝐶𝑎𝑏𝑐d𝐹
𝑎𝑏𝑐)(θ)4 , (2.70)

а все остальные переменные лежат в ядре
4
ω. Для удобства перепишем данную

функцию, как форму на ̃︀𝐸, введя обозначения 𝐶 =
0

𝐶, 𝐶* =
3

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑎𝑏𝑐, 𝐶𝑎 =

1

𝐶𝑎,

𝐶*𝑎 = 3
2

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑏𝑐, 𝐴

*𝑎𝑏 = 3
1

𝐹 𝑎𝑏𝑐
𝑐, 𝐹

*
𝑎𝑏𝑐 =

3

𝐶𝑎𝑏𝑐.

4̃︀ω =
1

2
(d𝐶d𝐶* − d𝐶𝑎d𝐶

*𝑎 + d𝐴𝑎𝑏d𝐴
*𝑎𝑏 − d𝐹 *

𝑎𝑏𝑐d𝐹
𝑎𝑏𝑐)(𝑑𝑥)4 (2.71)
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Очевидно, что симплектическая структура является канонической: все по­

ля и духи стоят в ней вместе с соответствующими антиполями. Для удобства

можно выписать духовую градуировку всех входящих в систему переменных

в виде таблицы:

field 𝐴𝑎𝑏 𝐴*𝑎𝑏 𝐹 𝑎𝑏𝑐 𝐹 *
𝑎𝑏𝑐 𝐶𝑎 𝐶*𝑎 𝐶 𝐶*

𝑔ℎ(·) 0 −1 0 −1 1 −2 2 −3

Наконец, можно выписать соответствующее BV-AKSZ-действие для дан­

ной системы.

𝑆𝐵𝑉 =

∫︁
𝑑4𝑥(

1

2
𝐹 𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑎𝐴𝑏𝑐 + 𝜕𝑏𝐴𝑐𝑎 + 𝜕𝑐𝐴𝑎𝑏)−

1

4
𝐹 𝑎𝑏𝑐𝐹𝑎𝑏𝑐+

+
1

2
𝐴*𝑎𝑏(𝜕𝑎𝐶𝑏 − 𝜕𝑏𝐶𝑎) +

1

2
𝐶*

𝑎𝜕
𝑎𝐶) (2.72)

Таким образом была получена стандартная BV-формулировка электроди­

намики старших форм на расслоении ̃︀𝐸 → 𝑋.

2.9 Модель Фридмана-Таунсенда

Рассмотрим теперь неабелеву деформацию для электродинамики

2-формы - модель Фридмана-Таунсенда [79]. Действие первого порядка для

данной модели

𝑆[𝐵𝑎𝑏,𝐴𝑎] =

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟(−1

4
ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝐵

𝑎𝑏(𝜕𝑐𝐴𝑑 − 𝜕𝑑𝐴𝑐 + [𝐴𝑐,𝐴𝑑]) +
1

4
𝐴𝑎𝐴𝑎) (2.73)

инвариантно относительно следующих калибровочных преобразований:

δ𝐵𝑎𝑏 = 𝜕𝑎λ𝑏 − 𝜕𝑏λ𝑎 + [𝐴𝑎,λ𝑏]− [𝐴𝑏,λ𝑎] , δ𝐴𝑎 = 0 . (2.74)

Легко убедиться в том, что (2.73) является неабелевой модификацией

модели 2-формы в размерности 𝑛 = 4. Для этого достаточно ввести замену

переменных 𝐴𝑎 = ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝐹
𝑏𝑐𝑑, а также исключить все члены из действия, кроме

квадратичных. В результате получится действие (2.67) при 𝑝 = 2 с соответству­

ющей калибровочной симметрией.
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Следуя тем же шагам, что и в предыдущем разделе, построим обобщён­

ную BV-AKSZ формулировку данной теории. Введём на слое 𝐸 расслоения

𝐸 → 𝑇 [1]𝑋 матричнозначные координаты 𝐶, 𝑔ℎ(𝐶) = 2 и 𝐴𝑎, 𝑔ℎ(𝐴𝑎) = 0

вместе с координатами 𝑥𝑎 и θ𝑎. 𝑄-дифференциал на 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋 действует

следующим образом:

𝑄𝑥𝑎 = θ𝑎 ,𝑄θ𝑎 = 0 ,

𝑄𝐶 = −1

6
ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝐴

𝑎θ𝑏θ𝑐θ𝑑 − 2[𝐶,𝐴𝑎]θ
𝑎 , 𝑄𝐴𝑎 = −[𝐴𝑎,𝐴𝑏]θ

𝑏 .
(2.75)

Предсимплектическая структура и предсимплектический потенциал для

данной модели имеют вид:

ω = dχ , χ = −1

2
𝑇𝑟(𝐶d𝐴𝑎θ

𝑎) . (2.76)

Из аксиомы 𝑖𝑄ω− dℋ ∈ ℐ легко найти ковариантный Гамильтониан:

ℋ = −1

2
𝑇𝑟(

1

2
𝐴𝑎𝐴𝑎(θ)

4 + 𝐶[𝐴𝑎,𝐴𝑏]θ
𝑎θ𝑏) . (2.77)

Легко убедиться, что аксиомы 𝑑ω = 0 и 1
2𝑖𝑄𝑖𝑄ω − 𝑄ℋ = 0 выполнены

(последняя выполняется тривиально благодаря 𝑖𝑄𝑖𝑄ω = 𝑄ℋ = 0.

Рассмотрим суперсечения ̂︀σ : 𝑇𝑥[1]𝑋 → 𝐸 и введём переменные, необходи­

мые для построения BV формулировки теории, как коэффициенты разложения

по θ:

̂︀σ*(𝐶) =
0

𝐶 +
1

𝐶𝑎θ
𝑎 +

1

2
𝐵𝑎𝑏θ

𝑎θ𝑏 +
1

6

3

𝐶𝑎𝑏𝑐θ
𝑎θ𝑏θ𝑐 + . . . ,

̂︀σ*(𝐴𝑎) = 𝐴𝑎 +
1

𝐴𝑎
𝑏θ

𝑏 +
1

2

2

𝐴𝑎
𝑏𝑐θ

𝑏θ𝑐 +
1

6

3

𝐴𝑎
𝑏𝑐𝑑θ

𝑏θ𝑐θ𝑑 + . . . ,

(2.78)

Предсимплектическая структура на суперсечении примет вид:

4
ω =

1

2
Tr (ε𝑎𝑏𝑐𝑑(

1

6
d

0

𝐶d
3

𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑+
1

2
d

1

𝐶𝑎d
2

𝐴𝑏𝑐𝑑+
1

6
d

3

𝐶𝑏𝑐𝑑d𝐴𝑎)+
1

4
d𝐵𝑎𝑏d

1

𝐴𝑎𝑏)(θ)
4 , (2.79)

Все остальные переменные лежат в ядре предсимплектической структуры.

Введя обозначения 𝐶 =
0

𝐶, 𝐶* = ε𝑎𝑏𝑐𝑑
3

𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑, 𝐶
𝑎 =

1

𝐶𝑎, 𝐶*
𝑎 = ε𝑎𝑏𝑐𝑑

2

𝐴𝑏𝑐𝑑, 𝐴*
𝑎 =

ε𝑎𝑏𝑐𝑑
3

𝐶𝑏𝑐𝑑, 𝐵*
𝑎𝑏 =

1

𝐴𝑎𝑏 и переписав предсимплектическую структуру, как форму

на ̃︀𝐸, и отфакторизовавшись по ядру, получим
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4̃︀ω =
1

2
Tr (

1

6
d𝐶d𝐶* +

1

2
d𝐶𝑎d𝐶*

𝑎 +
1

6
d𝐴*

𝑎d𝐴
𝑎 +

1

4
d𝐵𝑎𝑏d𝐵*

𝑎𝑏)(𝑑𝑥)
4 . (2.80)

Данная структура с точностью до переопределения полей совпадает с

симплектической структурой (2.71). Этого можно было ожидать, так как сим­

плектическая структура не зависит от взаимодействий в теории.

Наконец, мы можем записать BV-действие для данной модели:

𝑆𝐵𝑉 =

∫︁
𝑑4𝑥Tr(−1

4
ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝐵

𝑎𝑏(𝜕𝑐𝐴𝑑 − 𝜕𝑑𝐴𝑐 + [𝐴𝑐,𝐴𝑑]) +
1

4
𝐴𝑎𝐴𝑎−

− 1

4
ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝐶𝑎𝜕[𝑏𝐵

*
𝑐𝑑] −

1

4
𝐶𝜕𝑎𝐶*

𝑎) . (2.81)

Данное действие совпадает с полученным ранее BV-действием для теории

Фридмана-Таунсенда, полученным в статье [80]. Таким образом нам уда­

лось получить полную BV-формулировку неабелевой модели электродинамики

2-формы в рамках обобщённого BV-AKSZ формализма. Как и в предыдущем,

абелевом случае, преимущество обобщённого BV-AKSZ формализма состоит в

том, что полная BV-формулировка модели восстанавливается всего по двум пе­

ременным на слое расслоения 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋, в данном случае по переменным

𝐶 и 𝐴𝑎.

Выводы

К основным результатам данной главы относится следующее:

1. Было показано, что в случае, когда 𝑄-дифференциал не содержит

информации о калибровочной симметрии теории (аналог BV-несоб­

ственной теории) обобщённый предсимплектический формализм вос­

производит внутреннее действие. Таким образом данный формализм

является естественным расширением рассмотренного в предыдущей

главе формализма внутреннего действия на калибровочные теории.

2. Была получена минимальная предсимплектическая формулировка

электродинамики 𝑝-форм.

3. Была получена минимальная предсимплектическая формулировка мо­

дели Фридмана-Таунсенда.
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Глава 3. Бездуховая массивная теория бигравитации

История изучения массивной теории гравитации известна возникновением

различных проблем, которые ставили под сомнение статус данной теории, как

приемлемой модели для описания космологических систем. Поэтому для того,

чтобы лучше понять структуру центральной для данной главы теории, а имен­

но бездуховой массивной теории бигравитации, важно для начала понять, какие

проблемы стояли при построении данной теории и как они решались. А потому

в первом разделе данной главы будет рассмотрен скачок ван Дама-Вельтмана­

Захарова, а также пути решения данной проблемы. Затем будет изложена

проблема лишней степени свободы у массивной теории (би-)гравитации, обна­

руженной Д. Бульваром и С. Дезером. Далее будет предложен способ решения

этой проблемы, предложенный К. де Рам, Г. Габададзе и А. Толли. После

этого будет показан альтернативный способ получения потенциала де Рам-Габа­

дадзе-Толли. И, наконец, будет построена минимальная предсимплектическая

формулировка бездуховой массивной теории бигравитации при помощи обоб­

щённого предсимплектического BV-AKSZ формализма.

3.1 Скачок ван Дама-Вельтмана-Захарова

Одна из первых проблем, связанная с количеством степеней свободы, воз­

никла при рассмотрении массивной теории гравитации уже на линейном уровне.

Впервые её заметили Х. ван Дам и М. Вельтман [25], а также независимо от

них В.И. Захаров [26].

Рассмотрим две точечные частицы в пространстве Минковского (для про­

стоты рассмотрим случай 𝑛 = 4), рассеивающиеся на слабом гравитационном

поле. Тензоры энергии-импульса, соответствующие этим частицам, обозначим

за 𝑇 µν(1) и 𝑇 µν(2) . Далее зададимся вопросом о виде амплитуды рассеяния 𝐴 для

данной системы. Для начала рассмотрим безмассовое гравитационное поле, опи­

сываемое лагранжианом (1.63) в случае 𝑠 = 2. Уравнения движения для такой

системы в калибровке де Дондера примут вид
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□φµν −
1

2
ηµνφ

λ
λ = −

√
κ𝑇µν , (3.1)

где κ = 8π𝐺 и 𝐺 - гравитационная постоянная. Взяв след данного уравнения,

получим □φµµ =
√
κ𝑇 µµ , и тогда можно выразить φµν в терминах 𝑇αβ:

φµν = −1

2

√
κ□−1(ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ)𝑇αβ =

√
κ𝐷αβµν𝑇

αβ . (3.2)

Величина 𝐷αβµν является пропагатором для гравитационного взаимодей­

ствия в рассматриваемой системе. Тогда в данном случае амплитуда рассеяния

𝐴(𝑥) = (
√
κ)2𝑇 µν(1) (𝑥)𝐷αβµν𝑇

αβ
(2) (−𝑥) имеет вид

𝐴(𝑥) = −1

2
κ(2𝑇 µν(1)□

−1𝑇(2)µν − 𝑇(1)
µ
µ□

−1𝑇(2)
ν
ν) . (3.3)

По данной амплитуде можно восстановить потенциал, действующий на

частицы в безмассовом гравитационном поле. Для этого необходимо задать

𝑇 µν(1) (𝑥) = 𝑀1δ
µ
0δ
ν
0δ(𝑥

𝑎 − 𝑥𝑎1) и 𝑇 µν(2) (−𝑥) = 𝑀2δ
µ
0δ
ν
0δ(𝑥

𝑎
2 − 𝑥𝑎), где 𝑀1,2 - массы

первой и второй частиц, а 𝑥𝑎1,2 - пространственные координаты первой и вто­

рой частиц соответственно, 𝑎 = 1,2,3. Тогда, произведя преобразование Фурье,

получим 𝑇 µν(1) (𝑘) = 𝑀1δ
µ
0δ
ν
0𝑒

𝑘𝑎(𝑥
𝑎−𝑥𝑎

1) 𝑇 µν(2) (−𝑘) = 𝑀2δ
µ
0δ
ν
0𝑒

𝑘𝑎(𝑥
𝑎
2−𝑥𝑎) и

𝐴(𝑘) =
1

2𝑘2
𝑀1𝑀2𝑒

𝑖𝑘𝑎𝑟
𝑎

, (3.4)

где 𝑟𝑎 = 𝑥𝑎1 − 𝑥𝑎2. Наконец, найдём потенциал, проинтегрировав по 𝑘 получен­

ную амплитуду:

𝑈(𝑟) = −
∫︁

𝑑3𝑘

(2π)3
𝐴(𝑘) = −κ

2

𝑀1𝑀2

𝑟
= −𝐺

𝑀1𝑀2

𝑟
. (3.5)

Легко увидеть, что полученный потенциал представляет собой потенци­

ал Ньютона.

Проделаем теперь эти же шаги в случае массивной теории гравитации.

Для этого рассмотрим обсуждавшуюся ранее теорию Фирца-Паули в присут­

ствии материи. В таком случае система уравнений (1.78) перейдёт в⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(□−𝑚2)φµν − 𝜕µ𝜕νφ

λ
λ +𝑚2ηµνφ

λ
λ = −

√
κ𝑇µν

𝜕µφµν = 𝜕νφ
µ
µ

φµµ = −
√
κ

3𝑚2𝑇
µ
µ

(3.6)
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Проделаем все те же шаги, что и в случае безмассовой гравитации, а имен­

но построим пропагатор и по нему найдём амплитуду рассеяния. Из первого

уравнения (3.6) с учётом третьего получим

𝐷µναβ = −1

2
(□−𝑚2)−1(ηµαηνβ + ηµβηνα −

2

3
ηµνηαβ +

2

3𝑚2
ηαβ𝜕µ𝜕ν) . (3.7)

Последний член в пропагаторе не даёт вклад в амплитуду, поскольку

по определению 𝜕µ𝑇µν = 0. Вместе с тем, множитель 2
3 во втором слагаемом

пропагатора приводит к заметному изменению в амплитуде. Действительно,

амплитуда рассеяния в случае массивной гравитации,

𝐴(𝑥) = −1

2
κ(2𝑇 µν(1) (□−𝑚2)−1𝑇(2)µν −

2

3
𝑇(1)

µ
µ(□−𝑚2)−1𝑇(2)

ν
ν) , (3.8)

из-за этого множителя не переходит в амплитуду рассеяния (3.3) в пределе𝑚 →
0. Перейдя, как и в случае безмассовой гравитации, к Фурье-представлению,

можно увидеть, что в случае массивной гравитации

𝑈(𝑟) = −4

3
𝐺
𝑀1𝑀2

𝑟
𝑒−𝑚𝑟 , (3.9)

то есть массивная гравитация даже в пределе 𝑚 → 0 предсказывает большее

тяготение, чем безмассовая. Подобное расхождение пределов связано с разницей

в количестве степеней свободы у данных теорий: у массивной теории гравитации

5 степеней свободы, в то время как у безмассовой их только 2. И в пределе𝑚 →
0 остаётся лишняя степень свободы, приводящая к большему по сравнению с

безмассовым случаем притяжению. Данная проблема называется скачком ван

Дама-Вельтмана-Захарова.

Несмотря на то, что скачок ван Дама-Вельтмана-Захарова является се­

рьёзной проблемой в интерпретации массивной теории гравитации, от него

можно избавиться двумя способами. Первый из них был предложен А.И.

Вайнштейном в работе [27]. Для этого он рассмотрел нелинейную массив­

ную теорию гравитации после чего задался вопросом о том, когда в подобной

теории справедлив линейный предел, в котором возникает скачок ван Дама­

Вельтмана-Захарова. Но для начала рассмотрим общий случай нелинейной

массивной теории гравитации. В общем случае действие подобной теории имеет

вид
∫︀ √

−𝑔(𝑅+ 𝑚2

κ
𝑈(𝑔)), где 𝑈(𝑔) - потенциал, приводящий к появлению массо­

вого члена в уравнениях движения. Однако метрический тензор 𝑔µν имеет лишь
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две нетривиальные свёртки: след и метрику. Это связано с тем, что само поня­

тие свёртки тензоров содержит в себе метрический тензор. Это приводит к тому,

что 𝑈(𝑔) способно сгенерировать в действии (и, следовательно, в уравнениях

движения) лишь член, пропорциональный космологической постоянной. Для то­

го, чтобы обойти это ограничение, необходимо ввести дополнительный тензор

𝑓µν, играющий роль фонового метрического тензора, и определить массовый

потенциал при помощи него в том числе. Таким образом общий вид действие

массивной теории гравитации имеет вид

𝑆[𝑔,𝑓 ] =

∫︁ √
−𝑔(𝑅 +

𝑚2

√
κ
𝑈(𝑔,𝑓)) , (3.10)

то есть массивная теория гравитации всегда является как минимум биметри­

ческой. Существуют также массивные теории гравитации, включающие в себя

большее количество метрик - мультиметрические массивные теории гравита­

ции. Однако данные теории не будут рассматриваться в данном разделе.

Вслед за А.И. Вайнштейном, рассмотрим нелинейную массивную теорию

гравитации, в которой 𝑓µν = ηµν и 𝑔µν = ηµν + φµν, то есть динамическое гра­

витационное поле совпадает с фоновым с точностью до поправки φµν. Более

того, пусть массовый потенциал выбран таким образом, что уравнения движе­

ния приобретают вид⎧⎨⎩𝑅µν − 1
2𝑔µν𝑅− 1

2𝑚
2(ℎµν − ηµνℎλλ) = −

√
κ𝑇µν

∇µφµν = ∇νφ
µ
µ ,

(3.11)

где 𝑇µν - источник. Предположим, что источник сферически симметричен и

рассмотрим стандартный анзац для решения в такой ситуации в сферических

координатах 𝑥0 = 𝑡, 𝑥1 = 𝑟, 𝑥2 = θ, 𝑥3 = φ:

𝑑𝑠2 = −𝑒ν(𝑟)𝑑𝑡2 + 𝑒σ(𝑟)𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑒µ(𝑟)(𝑑θ2 + sin(θ)𝑑φ2) , (3.12)

где ν(𝑟), σ(𝑟) и µ(𝑟) - функции, определяющие φµν (то есть при ν(𝑟) = σ(𝑟) =

µ(𝑟) = 0 𝑔µν переходит в ηµν). Введём две координатные замены:

1. 𝑒σ(𝑟) = 𝑒λ(𝑟)+µ(𝑟)(1 + 1
2𝑟

𝑑µ
𝑑𝑟 ), где λ(𝑟) - новая функция,

2. ρ = 𝑟𝑒
1
2µ(𝑟).

В таком случае вне сферически симметричного источника (то есть при

𝑇µν = 0) система (3.11) определяет следующие уравнения на неизвестные функ­

ции ν(ρ), µ(ρ) и λ(ρ):
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𝑒ν(ρ)−λ(ρ)
(︁λ′(ρ)
ρ

+
1

ρ2
(𝑒λ(ρ) − 1)

)︁
= −1

2
𝑚2

(︁ 1

(1− 1
2µ

′(ρ)ρ)2
𝑒λ(ρ)+µ(ρ) + 2𝑒µ(ρ) − 3

)︁
,

(3.13)

𝑒µ(ρ)

(1− 1
2µ

′(ρ)ρ)2

(︁ν′(ρ)
ρ

− 1

ρ2
(𝑒λ(ρ) − 1)

)︁
= −1

2
𝑚2(3− 𝑒ν(ρ) − 2𝑒µ(ρ)) , (3.14)

𝑒−µ(ρ)−λ(ρ)
(︁
−(1− 1

2
µ′(ρ)ρ)2(ν′(ρ)ρ𝑒ν(ρ) + 2µ′(ρ)ρ𝑒µ(ρ)) + (𝑒ν(ρ) + 2𝑒µ(ρ)−

− 3)(
1

2
ν′(ρ)ρ− 2)

)︁
− (𝑒ν(ρ) + 2𝑒µ(ρ) − 3)ρ

𝑑

𝑑ρ

(︁
𝑒−µ(ρ)−λ(ρ)(1− 1

2
µ′(ρ)ρ)2

)︁
−

− 1

2
ν′(ρ)ρ𝑒−ν(ρ)

(︁ 𝑒µ(ρ)+λ(ρ)

(1− 1
2µ

′(ρ)ρ)2
+ 2𝑒µ(ρ) − 3

)︁
+ 2𝑒−µ(ρ)

(︁
𝑒ν(ρ) + 𝑒µ(ρ)+

+
𝑒µ(ρ)+λ(ρ)

(1− 1
2µ

′(ρ)ρ)2
− 3

)︁
= 0 , (3.15)

где штрихом обозначена производная по ρ.

На очень больших расстояниях ρ≫ κ𝑀
4π , где𝑀 - масса сферически симмет­

ричного источника, и при малых массах 𝑚 решения (3.13) и (3.14) совпадают с

решениями в безмассовом случае: λ(ρ) = κ𝑀
4πρ , ν(ρ) = −κ𝑀

4πρ . Решение же (3.15)

будет представлять собой ряд теории возмущений по параметру κ𝑀
4π𝑚4ρ5

. Для

того, чтобы эта величина была маленькой, и, следовательно, ряд теории возму­

щений сходился, необходимо выполнение условия ρ≫ ( κ𝑀4π𝑚4 )
1
5 (( κ𝑀4π𝑚4 )

1
5 - радиус

Вайнштейна). В обратном же случае теория возмущений неприменима, а зна­

чит в этом случае линеаризованная теория, как первое приближение теории

возмущений, не является справедливым. Таким образом Вайнштейн показал,

что при ρ < ( κ𝑀4π𝑚4 )
1
5 случай линеаризованной теории не является справедливым,

что может указывать на то, что внутри радиуса Вайнштейна степени свободы

характеризуются сильным самодействием, а значит скачок ван Дама-Вельт­

мана-Захарова не будет наблюдаться. При этом радиус Вайнштейна является

очень большой величиной. В частности, для Солнца он составляет примерно

400000 световых лет.

Другой способ обойти проблему скачка ван Дама-Вельтмана-Захарова

предложил М. Поррати в работе [28]. Суть этого способа состоит в том, что­

бы повторить вычисления, проделанные ван Дамом, Вельтманом и независимо
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от них Захаровым, но не в случае пространства Минковского, а в случае про­

странства анти-де Ситтера. Для этого пространства справедливы выражения

для кривизн 𝑅µνλρ =
1
3Λ(𝑔µλ𝑔νρ − 𝑔µν𝑔λρ) и 𝑅µν = 𝑔µν (до конца этого раздела

под 𝑔µν будет подразумеваться именно метрика пространства анти-де Ситтера).

Уравнения движения (3.6) в данном случае примут вид

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Δ(𝐿)φµν +∇(µ∇ν)φ

λ
λ − 2Λφµν +𝑚2φµν +

1
2𝑚

2𝑔µνφ
λ
λ = −

√
κ(𝑇µν − 1

2𝑔µν𝑇
λ
λ )

∇µφµν = ∇νφ
µ
µ

φµµ = −
√
κ

3𝑚2−Λ𝑇
µ
µ ,

(3.16)

где круглыми скобками обозначена симметризация и Δ(𝐿) - оператор Лихнеро­

вича, определяемый для пространства анти-де Ситтера, как

Δ(𝐿)φµν = ∇2φµν − 2𝑅µλνρφ
λρ + 2𝑅ρ(µφν)ρ , (3.17)

где ∇2 = ∇λ∇λ.

Проделав все те же шаги, что и в начале данного раздела, выпишем ам­

плитуду рассеяния для двух точечных частиц:

𝐴(𝑥) =
1

2
κ(𝑇 µν(1) (Δ

(𝐿) +𝑚2 − 2Λ)−1𝑇(2)µν −
2

3
𝑇 (1)µ

µ(−∇2 +𝑚2 − 2Λ)−1𝑇 (2)ν
ν+

+
2

9
Λ𝑇 (1)µ

µ(−∇2+𝑚2−2Λ)−1(∇2+
4

3
Λ)−1𝑇 (2)ν

ν+
2

6 + 9𝑚2

Λ

𝑇 (1)µ
µ(∇2+

4

3
Λ)−1𝑇 (2)ν

ν) .

(3.18)

Данная амплитуда интересна тем, что пределы Λ → 0 и 𝑚2 → 0 в дан­

ном случае не коммутируют. Действительно, взяв сначала предел Λ → 0, мы

увидим, что амплитуда (3.18) перейдёт в амплитуду (3.8). Однако взяв снача­

ла предел 𝑚2 → 0 и только потом Λ → 0, мы получим амплитуду (3.3), то

есть амплитуда (3.18) воспроизведёт правильный закон Ньютона. Таким обра­

зом Поррати показал, что скачок ван Дама-Вельтмана-Захарова может быть

не проблемой массивной теории гравитации как таковой, а особенностью про­

странства Минковского, как фона для данной теории.
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3.2 Дух Бульвара-Дезера

Несмотря на то, что работа [27] должна была реабилитировать массивную

теорию гравитации в качестве адекватной и согласованной космологической мо­

дели, в том же 1972 году вышла работа [29] за авторством Д. Бульвара и С.

Дезера, которая выявила серьёзные проблемы в данной теории, а именно на­

личие лишней, шестой, степени свободы и отсутствие ограничения снизу на

энергию.

Для того, чтобы увидеть данные проблемы, вслед за Д. Бульваром и С.

Дезером проведём разложение Арновитта-Дезера-Мизнера (ADM-разложение,

подробности об этом формализме можно найти в работе [81]) для случая мас­

сивной гравитации (3.10), выбрав при этом в качестве фонового пространства

пространство Минковского:

𝑑𝑠2𝑔 = −𝑁 2𝑑𝑡2 + γ𝑖𝑗(𝑑𝑥
𝑖 +𝑁 𝑖𝑑𝑡)(𝑑𝑥𝑗 +𝑁 𝑗𝑑𝑡) ,

𝑑𝑠2𝑓 = −𝑑𝑡2 + δ𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 ,

(3.19)

где 𝑖,𝑗 = 1,2,3, функция 𝑁 называется функцией хода, вектор 𝑁 𝑖 - функци­

ей сдвига, а γ𝑖𝑗 - трёхмерный метрический тензор. Данное разбиение может

быть проведено для любого метрического тензора, поскольку оно отвечает раз­

биению многообразия на трёхмерные гиперповерхности с индуцированной на

них метрикой γ𝑖𝑗.

В случае подобного разбиения действие (3.10) примет вид (в данном раз­

деле примем κ = 1 для простоты)

𝑆[𝑁,𝑁 𝑖,γ𝑖𝑗] =

∫︁
𝑑𝑡𝑑3𝑥𝑁

√
γ(

1

2
(𝐾 𝑖𝑗𝐾𝑖𝑗−𝐾 𝑖

𝑖𝐾
𝑗
𝑗+𝑅(γ𝑖𝑗))−𝑚2𝑈(𝑁,𝑁 𝑖,γ)) , (3.20)

где γ = det(γ𝑖𝑗), 𝑅(γ𝑖𝑗) - скалярная кривизна, построенная по метрическому

тензору γ𝑖𝑗, а 𝐾𝑖𝑗 - вторая фундаментальная форма:

𝐾𝑖𝑗 =
1

2𝑁
(γ̇𝑖𝑗 −∇(3)

𝑖 𝑁𝑗 −∇(3)
𝑗 𝑁𝑖) , (3.21)

где точкой обозначена производная по времени, а ∇(3)
𝑖 - ковариантная произ­

водная, определённая по метрическому тензору γ𝑖𝑗.

Для подсчёта количества степеней свободы данной теории перейдём к Га­

мильтоновому формализму. Для этого введём плотность лагранжиана
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ℒ = 𝑁
√
γ(

1

2
(𝐾 𝑖𝑗𝐾𝑖𝑗 −𝐾 𝑖

𝑖𝐾
𝑗
𝑗 +𝑅(γ𝑖𝑗))−𝑚2𝑈(𝑁,𝑁 𝑖,γ)) (3.22)

и рассчитаем канонические импульсы. Для последующего удобства введём обо­

значение 𝑁µ = (𝑁,𝑁 𝑖).

π𝑖𝑗 =
𝜕ℒ
𝜕γ𝑖𝑗

=
1

2

√
γ(𝐾 𝑖𝑗 −𝐾 𝑙

𝑙γ
𝑖𝑗)

𝑝µ =
𝜕ℒ
𝜕𝑁µ

= 0

(3.23)

Таким образом в силу связей 𝑝µ = 0 фазовое пространство оказывает­

ся 12-мерным, что соответствует 6-ти степеням свободы. В качестве координат

на нём выступают π𝑖𝑗 и γ𝑖𝑗. Далее для подсчёта количества степеней свободы

необходимо ввести Гамильтониан, а также проверить устойчивость получен­

ных связей, поскольку в процессе этой проверки могут возникнуть новые,

вторичные, связи, которые уменьшат количество степеней свободы. Более того,

устойчивость вторичных связей также сама по себе не гарантирована, в след­

ствие чего условие устойчивости вторичных связей может приводить к новым

связям, которые также уменьшают количество степеней свободы, и так далее.

Гамильтониан (или в данном случае скорее плотность Гамильтониана) тео­

рии может быть получен стандартным образом.

ℋ = 𝑁µ𝐻µ +𝑚2√γ𝑈 + λµ𝑝µ , (3.24)

где λµ - множитель Лагранжа, а 𝐻µ = (𝐻0,𝐻𝑖) определяется условиями

𝐻0 =
1
√
γ
(2π𝑖𝑗π𝑖𝑗 − π𝑖𝑖π

𝑗
𝑗)−

1

2

√
γ𝑅(γ𝑖𝑗) ,

𝐻𝑖 = ∇(3)
𝑗 π

𝑗
𝑖 .

(3.25)

Зададимся теперь вопросом об устойчивости связей. Иными словами, про­

верим, как связи эволюционируют со временем, и потребуем, чтобы из условия

𝑝µ = 0 следовало �̇�µ = 0.

�̇�µ =
𝜕ℋ
𝜕𝑁µ

= 𝐻µ +𝑚2√γ 𝜕𝑈

𝜕𝑁µ
= 0 . (3.26)

Для начала рассмотрим случай 𝑚 = 0. В таком случае условие устойчи­

вости связей (3.26) приводит к появлению четырёх вторичных связей первого

рода 𝐻µ = 0. Более того, эти связи оказываются устойчивыми, а значит на этом

процедура поиска связей заканчивается. Связи 𝐻µ = 0 уменьшают размерность
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фазового пространства до 4-х, а значит в безмассовом случае у гравитации оста­

ётся 2 степени свободы, чего и следовало ожидать.

Рассмотрим теперь массивный случай. Это означает, что второе слагае­

мое в уравнении (3.26) не равняется 0, а значит уравнение (3.26) представляет

собой алгебраические уравнения на 𝑁µ = 𝑁µ(π𝑖𝑗,γ𝑖𝑗). Таким образом фазо­

вое пространство остаётся 12-мерным, а значит в нелинейной массивной теории

гравитации присутствует в общем случае 6 степеней свободы.

Однако, согласно работе [29], главной проблемой нелинейной массивной

теории гравитации является не наличие лишней степени свободы, а её природа.

Рассмотрев в качестве примера квадратичный по𝑁µ потенциал 𝑈(𝑁µ,γ𝑖𝑗), мож­

но увидеть, что уравнения (3.26) решаются в таком случае относительно 𝑁µ.

Однако подстановка этого решения в плотность Гамильтониана ℋ приводит,

вообще говоря, к появлению в нём слагаемых вида −π𝑖𝑗π𝑖𝑗. Подобное слагаемое
указывает на отсутствие ограничения у энергии системы снизу, что приводит к

сильной неустойчивости решений нелинейной массивной теории гравитации, а

значит шестая степень свободы данной теории является духом. И даже несмотря

на то, в работе [29] указано, что доказательства присутствия духа в нелинейной

теории для произвольного вида потенциала 𝑈(𝑁µ,γ𝑖𝑗) нет, само по себе нали­

чие подобной проблемы в массивной теории гравитации остановило развитие

данной теории, как космологической модели, на 40 лет.

3.3 Бездуховая массивная теория бигравитации

Несмотря на наличие в работе [29] доказательства присутствия шестой сте­

пени свободы в нелинейной массивной теории гравитации, доподлинно известно,

что в линейном пределе массивная теория гравитации обладает лишь пятью

степенями свободы. В этом можно убедиться, например, проведя по аналогии

с предыдущим разделом Гамильтонов анализ количества степеней свободы для

массивной теории спина 2, представленной в первой главе данной работы. В свя­

зи с этим возникает вопрос о том, что происходит с лишней, духовой степенью

свободы в линейном пределе.

Впервые данный вопрос был поднят в работе К. де Рам, Г. Габададзе и

А. Толли в работе [30] (более подробное изложение представлено в обзорной
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работе [82]). Более того, проследив за тем, что происходит с лишней степенью

свободы, авторы смогли предложить потенциал 𝑈(𝑔,𝑓), который не приводит

к появлению лишней степени свободы.

Для начала рассмотрим, как и в прошлом разделе, ADM-разложение для

нелинейной массивной теории гравитации, однако при этом наложим условия

γ𝑖𝑗 = δ𝑖𝑗 +φ𝑖𝑗 , 𝑁 = 1 + ν , 𝑁 𝑖 = ν𝑖 , (3.27)

где φ𝑖𝑗, ν и ν𝑖 - малые величины. Иными словами, компоненты динамического

метрического тензора 𝑔µν слабо отличаются от компонент фонового метриче­

ского тензора 𝑓µν.

При этом потенциал 𝑈(𝑔,𝑓) выберем следующим образом:

𝑈 =
1

8
(𝑆µν𝑆

ν
µ − 𝑆µµ𝑆

ν
ν) , (3.28)

где 𝑆µν = δµν − 𝑔µα𝑓αν. Подобный выбор потенциала не случаен, посколь­

ку именно он приводит при линеаризации к массовому члену Фирца-Паули
1
2(φ

µ
µφ

ν
ν −φµνφµν). Раскладывая 𝑆µν по степеням малости и ограничиваясь ли­

нейным уровнем, получим

𝑆0
0 = 2ν , 𝑆0

𝑖 = −ν𝑖 , 𝑆𝑖
𝑗 = ℎ𝑖

𝑗 . (3.29)

Теперь все полученные соотношения можно подставить в плотность Га­

мильтонианаℋ, рассмотренную в предыдущем разделе. В результате получится

ℋ = 2π𝑖𝑗π𝑖𝑗 − π𝑖𝑖π
𝑗
𝑗 +

1

4
φ𝑖𝑗(−1

2
Δφ𝑖𝑗 +

1

2
Δφ𝑘

𝑘 − 𝜕𝑖𝜕𝑗φ
𝑘
𝑘 +

1

2
𝜕𝑖𝜕

𝑘φ𝑘𝑗+

+
1

2
𝜕𝑗𝜕

𝑘φ𝑘𝑖) +
𝑚2

8
(φ𝑖𝑗φ𝑖𝑗 −φ𝑖

𝑖φ
𝑗
𝑗 − 2ν𝑖ν𝑖)− ν𝑖𝜕𝑗π𝑖𝑗 − ν𝑗𝜕𝑖π𝑖𝑗 + ν(

1

2
(Δφ𝑖

𝑖−

− 𝜕𝑖𝜕𝑗φ𝑖𝑗)−
𝑚2

2
φ𝑖

𝑖) + λ
µ𝑝µ , (3.30)

где Δ = 𝜕𝑖𝜕𝑖.

При проверке устойчивости связей 𝑝𝑖 = 0 возникнет условие

−𝑚2

2
ν𝑖 − 𝜕𝑗π𝑖𝑗 = 0 . (3.31)

Данное условие, как и ранее, не генерирует новые связи и, очевидно, мо­

жет быть решено относительно ν𝑖: ν𝑖 = − 2
𝑚2𝜕

𝑗π𝑖𝑗. Однако то же самое не
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получится сказать по поводу устойчивости связи 𝑝 = 0, поскольку ν входит

в плотность Гамильтониана линейно. А потому условие устойчивости связи

𝑝 = 0, то есть

1

2
(Δφ𝑖

𝑖 − 𝜕𝑖𝜕𝑗φ𝑖𝑗)−
𝑚2

2
φ𝑖

𝑖) = 0 , (3.32)

само по себе является вторичной связью, причём связью второго рода. Более

того, можно показать, что условие устойчивости этой связи генерирует ещё

одну связь второго рода:

𝑚2π𝑖𝑖 + 2𝜕𝑖𝜕𝑗π𝑖𝑗 = 0 . (3.33)

Условие устойчивости этой связи в свою очередь приводит к уравнению

3

4
𝑚4(φ𝑖

𝑖 − ν) +
3

2
𝑚2Δφ𝑖

𝑖 +Δ2φ𝑖
𝑖 = 0 . (3.34)

Данное уравнение очевидным образом решается относительно ν. Таким

образом процедура поиска связей на этом заканчивается, и найденные две свя­

зи второго рода являются единственными вторичными связями данной теории.

Более того, две вторичные связи уменьшают размерность фазового простран­

ства на 2, то есть до 10-ти, а следовательно рассматриваемая теория описывает

5 степеней свободы.

Данная информация позволяет сделать вывод о том, что, хоть в общем

случае нелинейная массивная теория гравитации содержит лишнюю степень

свободы, приводящую к неустойчивости решений в данной теории, тем не ме­

нее в частном случае можно построить потенциал 𝑈(𝑔,𝑓) таким образом, чтобы

данная лишняя степень свободы не возникала. Для этого достаточно потребо­

вать линейности потенциала по функции хода 𝑁 . Общий вид потенциала в

данном случае записывается в терминах матрицы γνµ = (

√︁̂︀𝑔−1 ̂︀𝑓)νµ (под ̂︀𝑔 и ̂︀𝑓
здесь подразумеваются матрицы с компонентами 𝑔µν и 𝑓µν соответственно) и

имеет вид [82; 83]

𝑈(γ) = β0+β1𝑇𝑟(̂︀γ)+ 1

2
β2(𝑇𝑟(̂︀γ)2−𝑇𝑟(̂︀γ2))+ 1

6
β3(𝑇𝑟(̂︀γ)3− 3𝑇𝑟(̂︀γ2)𝑇𝑟(̂︀γ))+

+ β4(𝑇𝑟(̂︀γ)4 − 6𝑇𝑟(̂︀γ2)𝑇𝑟(̂︀γ)2 + 3𝑇𝑟(̂︀γ2)2 + 8𝑇𝑟(̂︀γ)𝑇𝑟(̂︀γ3)− 6𝑇𝑟(̂︀γ4)) (3.35)

Более того, само по себе наличие потенциала, который не приводит к

неустойчивости решений системы, позволяет рассмотреть вопрос о дальнейшей
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модификации массивной теории гравитации. Например, можно заметить, что

действие (3.10) с потенциалом (3.35) не является калибровочно инвариантным в

привычном смысле этого слова. Действительно, несмотря на то, что можно вы­

писать калибровочные преобразования для данного действия, калибровочная

симметрия подобной теории будет сводиться лишь к выбору фонового метри­

ческого тензора 𝑓µν. Иными словами, у данного действия нет калибровочных

преобразований, затрагивающих динамический сектор теории. В этом смысле

кажется естественной модификация данной теории путём включенния в неё

динамики фонового поля.

𝑆[𝑔,𝑓 ] =

∫︁
𝑑4𝑥(

1

κ1

√
−𝑔𝑅µν(𝑔)𝑔

µν +
1

κ2

√︀
−𝑓𝑅µν(𝑓)𝑓

µν +
𝑚2

κ1 + κ2

√
−𝑔𝑈(γ)) ,

(3.36)

где 𝑈(γ) определён формулой (3.35). Данная теория называется бездуховой

массивной теорией бигравитации, поскольку она теперь не просто является

биметрической, но и описывает динамику обоих метрических тензоров. Для

краткости эта теория в дальнейшем будет называться просто бигравитацией.

Интересной особенностью бигравитации является то, что данная теория

описывает динамику не пяти, а семи степеней свободы: 5 из них относятся

к динамике массивного гравитона и ещё 2 - к динамике безмассового. Од­

нако, будет неправильным сказать, что метрический тензор 𝑔µν описывает

динамику массивного гравитона, а метрический тензор 𝑓µν - безмассового, как

и сказать наоборот. Степени свободы массивного и безмассового гравитонов

распределены между метрическими тензорами 𝑔µν и 𝑓µν, а степень "перемеши­

вания"определяется параметром η, tg2(η) = κ2
κ1
. Именно поэтому в действии

(3.36) были возвращены параметры κ𝑖 = 8π𝐺𝑖, где 𝐺𝑖 - гравитационная посто­

янная, соответствующая конкретной метрике.

3.4 Бигравитация на реперном языке

Cуществует более компактный способ описания бигравитации. Для его ис­

пользования нужно переписать действие (3.36) на реперном языке. Напомним,
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что этот язык подразумевает переход от криволинейного пространства с метри­

кой 𝑔µν к плоскому пространству с метрикой η𝑎𝑏 при помощи матриц 𝑒𝑎µ:

𝑔µν(𝑥) = 𝑒𝑎µ(𝑥)𝑒
𝑏
ν(𝑥)η𝑎𝑏 . (3.37)

Таким образом в качестве динамического объекта теперь рассматривается

не метрический тензор, а матрицы 𝑒𝑎µ(𝑥), называемые репером. Более того, для

консистентности формулировки необходимо также ввести понятие обратного

репера (по аналогии с обратным метрическим тензором) 𝑒µ𝑎(𝑥), удовлетворя­

ющего условиям

𝑒𝑎µ𝑒
ν
𝑎 = δνµ , 𝑒𝑎µ𝑒

µ
𝑏 = δ𝑎𝑏 . (3.38)

При этом за свёртку, поднятие и опускание индексов 𝑎 отвечает метриче­

ский тензор η𝑎𝑏 и обратный ему тензор η𝑎𝑏, в то время как за те же операции

с индексами µ всё ещё отвечает тензор 𝑔µν = 𝑒𝑎µ𝑒ν𝑏. При этом репер можно

использовать для перевода индексов типа 𝑎 в индексы типа µ и наоборот:

𝑒𝑎µ𝑇
µ = 𝑇 𝑎 , 𝑒µ𝑎𝑇

𝑎 = 𝑇 µ . (3.39)

Также введём дополнительную структуру ω𝑎𝑏
µ = −ω𝑏𝑎

µ , называемую Ло­

ренц-связностью. Лоренц связность в реперном формализме играет схожую

роль со связностью Леви-Чивита в метрическом формализме. В частности, при

помощи Лоренц-связности можно определить понятия ковариантной производ­

ной 𝐷µ и кривизны 𝑅µν
𝑎𝑏:

𝐷µ𝑇
𝑎 = 𝜕µ𝑇

𝑎 +ω𝑎
µ𝑏𝑇

𝑏

𝐷µ𝑇𝑎 = 𝜕µ𝑇𝑎 −ω𝑏
µ𝑎𝑇𝑏 ,

(3.40)

𝑅µν
𝑎𝑏 = 𝜕µω

𝑎𝑏
ν − 𝜕νω

𝑎𝑏
µ +ω𝑎

µ𝑘ω
𝑘𝑏
ν −ω𝑎

ν𝑘ω
𝑘𝑏
µ . (3.41)

Для дальнейшего удобства можно перейти на язык форм. Для этого

определим 1-формы 𝑒𝑎 = 𝑒𝑎µ𝑑𝑥
µ и ω𝑎𝑏 = ω𝑎𝑏

µ 𝑑𝑥
µ, а также 2-форму 𝑅𝑎𝑏 =

𝑅µν
𝑎𝑏𝑑𝑥µ ∧ 𝑑𝑥µ и выпишем действие для гравитации в терминах этих величин:

𝑆[𝑒,ω] = κ1

∫︁
ε𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅

𝑎𝑏(ω)𝑒𝑐𝑒𝑑 . (3.42)

Данная компактная формулировка носит название формулировки Карта­

на для гравитации. Выписанное действие является действием первого порядка.
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Проварьировав его по ω𝑎𝑏, мы получим уравнение (для краткости выпишем

его на языке форм)

d𝑒𝑎 +ω𝑎
𝑘𝑒

𝑘 = 0 , (3.43)

которое называется уравнением нулевого кручения. Данное уравнение мож­

но решить относительно Лоренц-связности, после чего подстановка решения

в (3.42) даёт действие второго порядка.

Наконец, напишем действие для бигравитации на реперном языке:

𝑆[𝑒,𝑓 ] =

∫︁
ε𝑎𝑏𝑐𝑑(

1

2
κ1𝑅

𝑎𝑏(𝑒)𝑒𝑐𝑒𝑑 +
1

2
κ2𝑅

𝑎𝑏(𝑓)𝑓 𝑐𝑓𝑑 +𝑚2𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑) , (3.44)

где 𝑓𝑎 = 𝑓𝑎
µ𝑑𝑥

µ - фоновый репер, соответствующий фоновой метрике 𝑓µν =

𝑓𝑎
µ𝑓

𝑏
νη𝑎𝑏, и

𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝐶0𝑒
𝑎 ∧ 𝑒𝑏 ∧ 𝑒𝑐 ∧ 𝑒𝑑 + 𝐶1𝑓

𝑎 ∧ 𝑒𝑏 ∧ 𝑒𝑐 ∧ 𝑒𝑑 + 𝐶2𝑓
𝑎 ∧ 𝑓 𝑏 ∧ 𝑒𝑐 ∧ 𝑒𝑑+

+ 𝐶3𝑓
𝑎 ∧ 𝑓 𝑏 ∧ 𝑓 𝑐 ∧ 𝑒𝑑 + 𝐶4𝑓

𝑎 ∧ 𝑓 𝑏 ∧ 𝑓 𝑐 ∧ 𝑓𝑑 , (3.45)

где 𝐶0, . . . ,𝐶4 - произвольные константы.

В том, что потенциал (3.45) не приводит к появлению духов, можно

убедиться, применив к нему ADM-разложение. При этом, как указывалось в

предыдущем разделе, для отсутствия духовой степени свободы необходимо,

чтобы массовый потенциал был линеен по функции хода 𝑁 . Однако при ADM­

разложении данная функция будет содержаться исключительно в компоненте

𝑒0. В то же время по виду потенциала (3.45) очевидно, что благодаря анти­

симметризации 𝑒0 в каждом слагаемом встречается лишь один раз, а значит

(3.45) линеен по 𝑁 .

Выбор констант 𝐶0, . . . ,𝐶4 в потенциале (3.45) (ровно как и выбор кон­

стант β0, . . . ,β4 в потенциале (3.35)) не влияет на факт отсутствия духовой

степени свободы. Тем не менее, обычно выбор этих констант фиксируется (хоть

и не полностью) введением двух условий. Во-первых, несмотря на то, что про­

странство Минковского (то есть 𝑒𝑎µ = δ𝑎µ) является решением для уравнений,

получаемых при варьировании действия (3.42), наличие подобного решения

для уравнений, получаемых при варьировании действия (3.44), не гаранти­

ровано. Для того, чтобы 𝑒𝑎µ = δ𝑎µ и 𝑓𝑎
µ = δ𝑎µ было решением уравнений,
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следующих из (3.44), необходимо потребовать 4𝐶0 + 3𝐶1 + 2𝐶2 + 𝐶3 = 0 и

𝐶1+2𝐶2+3𝐶3+4𝐶4 = 0. Во-вторых, при линеаризации действия (3.44) вокруг

решений 𝑒𝑎µ = δ𝑎µ и 𝑓𝑎
µ = δ𝑎µ и переходе к метрическому языку мы получим

теорию Фирца-Паули, у которой квадрат массы будет умножен на линейную

комбинацию констант 𝐶0, . . . ,𝐶4. Приравняв эту комбинацию к единице, мы по­

лучим третье линейное уравнение на константы 𝐶0, . . . ,𝐶4. Решение подобной

системы имеет вид:

𝐶0 = 1− α+ β , 𝐶1 = −2 + 3α− 4β ,

𝐶2 = 1− 3α+ 6β , 𝐶3 = α− 4β ,

𝐶4 = β ,

(3.46)

где α и β - произвольные константы.

Несмотря на то, что действие (3.44), как было сказано раньше, не содер­

жит в себе духовых степеней свободы, оно, вообще говоря, не эквивалентно

действию (3.36). Для того, чтобы эти действия были эквивалентны, необхо­

димо в случае реперной формулировки наложить дополнительное условие, а

именно условие 𝑓𝑎
µ𝑒ν𝑎 = 𝑓𝑎

ν𝑒µ𝑎. Данное условие называется калибровкой Дезера­

ван-Невенхойзена. Подробнее о данной калибровке можно прочитать в работах

[84—86].

Действие (3.44) инвариантно относительно диффеоморфизмов и локаль­

ных преобразований Лоренца обоих полей 𝑒𝑎 и 𝑓𝑎 одновременно. Это означает,

что параметры диффеоморфизмов ε𝑎 = εµ𝑒𝑎µ и локальных преобразований

Лоренца ε𝑎𝑏 должны быть одинаковыми для секторов ”𝑒” и ”𝑓”. Поэтому фор­

мулировка первого порядка для бигравитации,

𝑆[𝑒,ω, 𝑓, ̃︀ω] =

∫︁
ε𝑎𝑏𝑐𝑑(κ1𝑅

𝑎𝑏(ω)𝑒𝑐𝑒𝑑 + κ2𝑅
𝑎𝑏( ̃︀ω)𝑓 𝑐𝑓𝑑 +𝑚2𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑) , (3.47)

инвариантна относительно следующих калибровочных преобразований:

δ𝑒𝑎 = d(𝑒𝑎µε
µ) +ω𝑎

𝑘𝑒
𝑘
µε
µ + 𝑖ε(d𝑒

𝑎 +ω𝑎
𝑘𝑒

𝑘)− ε𝑎𝑏𝑒𝑏

δω𝑎𝑏 = dε𝑎𝑏 +ω𝑎
𝑐ε

𝑐𝑏 +ω𝑏
𝑐ε

𝑎𝑐

δ𝑓𝑎 = d(𝑓𝑎
µε
µ) + ̃︀ω𝑎

𝑘𝑓
𝑘
µε
µ + 𝑖ε(d𝑓

𝑎 + ̃︀ω𝑎
𝑘𝑒

𝑘)− ε𝑎𝑏𝑓 𝑏

δ ̃︀ω𝑎𝑏 = dε𝑎𝑏 + ̃︀ω𝑎
𝑐ε

𝑐𝑏 + ̃︀ω𝑏
𝑐ε

𝑎𝑐

(3.48)

Несмотря на то, что действие (3.47) до этого отсутствовало в литературе,

в том, что действие (3.47) эквивалентно действию (3.44) легко можно убедиться,
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проварьировав (3.47) по вспомогательным полям ω𝑎𝑏
µ и ̃︀ω𝑎𝑏

µ (получив при этом

условия нулевого кручения для секторов ”𝑒” и ”𝑓”) и исключив их.

Легко увидеть, что условие 𝑓𝑎
[µ𝑒ν]𝑎 = 0 (его можно представить в более

удобном виде: 𝑒ν[𝑎𝑓ν𝑏] = 0 или 𝑓𝑎 ∧ 𝑒𝑎 = 0) инвариантно относительно калибро­

вочных преобразований (3.48). Более того, данное условие накладывает связь

на ̃︀ω𝑎𝑏 и ω𝑎𝑏, поскольку, как было сказано ранее, эти вспомогательные поля

определяются по полям 𝑓𝑎 и 𝑒𝑎 при помощи уравнений нулевого кручения. Для

того, чтобы в этом убедиться, рассмотрим уравнение, которое получается из

действия (3.47) путём варьирования по связности ̃︀ω𝑎𝑏:

d𝑓𝑎 + ̃︀ω𝑎
𝑘𝑓

𝑘 = 0 . (3.49)

Домножим внешне данное уравнение на 𝑒𝑎 и преобразуем получившееся

выражение:

0 = d𝑓𝑎 ∧ 𝑒𝑎 + ̃︀ω𝑎
𝑘 ∧ 𝑓𝑘 ∧ 𝑒𝑎 = d(𝑓𝑎 ∧ 𝑒𝑎) + d𝑒𝑎 ∧ 𝑓𝑎 + ̃︀ω𝑎

𝑘 ∧ 𝑒𝑘 ∧ 𝑓𝑎 (3.50)

где в последнем слагаемом индексы 𝑘 и 𝑎 поменялись местами. Первое слагаемое

в данном выражении равно 0, поскольку является ранее наложенной связью.

Таким образом для того, чтобы равенство нулю всего выражения сохранялось,

необходимо, чтобы выраженние (d𝑒𝑎+ ̃︀ω𝑎
𝑘∧𝑒𝑘)∧𝑓𝑎 обращалось в 0. Этого мож­

но добиться, если потребовать, чтобы выражение в скобках было уравнением

нулевого кручения для ω𝑎𝑏, то есть (d𝑒𝑎 +ω𝑎
𝑘 ∧ 𝑒𝑘) = 0, но для этого нужно

потребовать выполнение условия (ω𝑎𝑏 − ̃︀ω𝑎𝑏) ∧ 𝑒𝑎 ∧ 𝑓𝑏 = 0, которое, как легко

убедиться, также является калибровочно инвариантным относительно (3.48).

Таким образом рассматриваемой системой является действие (3.47) с на­

ложенными на него алгебраическими условиями⎧⎨⎩(ω𝑎𝑏 − ̃︀ω𝑎𝑏) ∧ 𝑒𝑎 ∧ 𝑓𝑏 = 0

𝑓𝑎 ∧ 𝑒𝑎 = 0 .
(3.51)
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3.5 Размерная редукция

Не смотря на то, что в предыдущем разделе описан способ написания

массового потенциала бездуховой массивной теории бигравитации, существу­

ет также систематический способ получения подобной теории бигравитации из

действия Картана для гравитации в размерности 𝑛 = 5. Данный способ назы­

вается размерной редукцией через дискретизацию. Для формализма второго

порядка он описан в работе [82]. Данный раздел будет посвящён применению

данного метода к формализму первого порядка.

Прежде, чем описать процедуру дискретизации, важно напомнить, как

выглядит в общем случае алгоритм размерной редукции:

1. Путём использования симметрий теории, уравнений движения и/или

переопределения переменных выделяется или исключается 𝑛+1-я ком­

понента поля.

2. Во всех компонентах поля фиксируется функциональная зависимость

от 𝑛+ 1-й компоненты зависимых переменных (координат базы).

3. Действие теории интегрируется по 𝑛 + 1-й компоненте, в результате

чего получается действие для новой теории в размерности 𝑛.

Размерная редукция часто используется для построения действия для мас­

сивной теории по известной безмассовой теории. При этом вне зависимости

от того, какая именно процедура размерной редукции используется, представ­

ленный алгоритм работает практически в любой из них. Различие же между

подходами к размерной редукции в основном состоит в методах, используемых

в шаге 2. Также важно отметить, что размерную редукцию важно интерпрети­

ровать в первую очередь именно как удобный технический приём для генерации

новых теорий, вид которых может быть не вполне известен, по хорошо извест­

ным старым, а не как фундаментальный принцип физики.

Рассмотрим действие Картана для гравитации в размерности 𝑛 = 5.

𝑆[𝑒,ω] =

∫︁
ε𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸[dω

𝐴𝐵 +ω𝐴
𝐹ω

𝐹𝐵]𝑒𝐶𝑒𝐷𝑒𝐸 , (3.52)

где 𝐴,𝐵, . . . , 𝐸 = 0, . . . , 4.

Проведём ADM-разложение для данного действия. Пусть 𝑥A = (𝑦,𝑥µ)

(здесь готическими индексами обозначены индексы базы, в то время как за­
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главными латинскими - индексы слоя, по аналогии с греческими и латинскими

индексами, которые были использованы в прошлом разделе для 𝑛 = 4). Тогда

ADM-разложение для репера 𝑒𝐴 выглядит следующим образом:

𝑒𝐴 =

[︃
𝑒𝑎µ(𝑑𝑥

µ +𝑁µ𝑑𝑦)

𝑁𝑑𝑦

]︃
, (3.53)

где 𝑁 и 𝑁µ, как и ранее, это функции хода и сдвига. Далее, следуя пункту

1 алгоритма, необходимо исключить 𝑛 + 1-е компоненты репера и связности,

то есть 𝑒𝑎4, 𝑒
4
4, ω

𝑎𝑏
4 , ω

𝑎4
µ и ω𝑎4

4 . Для этого можно использовать калибровочные

симметрии имеющейся теории. В частности, размерность группы Лоренца для

действия (3.52) равна 5(5−1)
2 = 10. Используем 4 из 10 преобразований Лоренца

для того, чтобы перейти к синхронной калибровке, то есть к калибровке, в

которой 𝑁 = 1 и 𝑁µ = 0:

𝑒𝑖 =

[︃
𝑒𝑎µ𝑑𝑥

µ

𝑑𝑦

]︃
. (3.54)

Таким образом осталось исключить только ω𝑎𝑏
4 , ω

𝑎4
µ и ω𝑎4

4 . Для этого

проварьируем действие (3.52) по ω𝐴𝐵
A и выпишем решение получившегося урав­

нения нулевого кручения:

ω𝑎𝑏
µ = 2𝑒ν[𝑎𝜕[µ𝑒

𝑏]
ν] − 𝑒λ𝑐𝑒ρ𝑑𝜕[λ𝑒ρ]𝑔𝑒

𝑔
µ ,

ω𝑎𝑏
4 =

1

2
(𝑒µ𝑎𝜕4𝑒

𝑏
µ − 𝑒µ𝑏𝜕4𝑒

𝑎
µ) ,

ω𝑎4
µ =

1

2
(𝜕4𝑒

𝑎
µ + 𝑒ν𝑎𝑒𝑏µ𝜕4𝑒ν𝑏) ,

ω𝑎4
4 = 0 , (3.55)

где 𝜕4 = 𝜕
𝜕𝑦 .

Поскольку неиспользованными остались 6 преобразований Лоренца, иω𝑎𝑏
4

имеет как раз 6 независимых компонент, можно использовать оставшиеся пре­

образования Лоренца для того, чтобы положить ω𝑎𝑏
4 = 0. В то же время ω𝑎4

µ

и ω𝑎4
4 можно исключить, подставив их значение обратно в действие (3.52). В

результате получим:

𝑆[𝑒,ω] =

∫︁
ε𝑎𝑏𝑐𝑑(dω

𝑎𝑏∧𝑒𝑐∧𝑒𝑑+ω𝑎
𝑔ω

𝑔𝑏∧𝑒𝑐∧𝑒𝑑+𝐾𝑎∧𝐾𝑏∧𝑒𝑐∧𝑒𝑑)∧𝑑𝑦 . (3.56)
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Здесь, как и ранее, 𝐾𝑎 - это вторая фундаментальная форма. В дан­

ном случае она определяется соотношениями 𝐾µν = 1
2(𝑒µ𝑎𝜕4𝑒

𝑎
ν + 𝑒ν𝑎𝜕4𝑒

𝑎
µ),

𝐾𝑎
µ = 𝑒ν𝑎𝐾µν и 𝐾𝑎 = 𝐾𝑎

µ𝑑𝑥
µ. Несложно увидеть, что действие (3.56) явля­

ется действием второго порядка благодаря слагаемым, содержащим вторую

фундаментальную форму. Тем не менее, данный результат является лишь про­

межуточным в процедуре размерной редукции.

На этом заканчивается первый шаг алгоритма размерной редукции, а зна­

чит мы можем перейти ко второму. Для этого дискретизируем переменную 𝑦,

то есть от непрерывной переменной 𝑦 перейдём к дискретному набору точек 𝑦𝑖,

𝑖 = 1, . . . ,𝑁 , где 𝑁 - количество точек. При этом репер 𝑒𝑎µ перейдёт в 𝑁 реперов

𝑒𝑖
𝑎
µ(𝑥) = 𝑒𝑎µ(𝑥,𝑦𝑖), а связность ω𝑎𝑏

µ - в 𝑁 связностей ω𝑖
𝑎𝑏
µ (𝑥) = ω𝑎𝑏

µ (𝑥,𝑦𝑖). В ка­

честве же производной репера по 𝑦 (то же самое справедливо и для связности,

однако производная по переменной 𝑦 отсутствует в действии (3.56)) запишем

разность реперов в соседних точках 𝑦𝑖, домноженную на константу 𝑚. Итого,

сформулированные правила дискретизации имеют вид:

𝑦 → 𝑦𝑖

𝑒𝑎µ(𝑥,𝑦) → 𝑒𝑖
𝑎
µ(𝑥) = 𝑒𝑎µ(𝑥,𝑦𝑖)

ω𝑎𝑏
µ (𝑥,𝑦) → ω𝑖

𝑎𝑏
µ (𝑥) = ω

𝑎𝑏
µ (𝑥,𝑦𝑖)

𝜕4𝑒
𝑎
µ(𝑥,𝑦) → 𝑚(𝑒𝑖+1

𝑎
µ(𝑥)− 𝑒𝑖

𝑎
µ(𝑥))

Здесь важно отметить, что последнее правило по дискретизации для про­

изводной не является универсальным: его можно было бы заменить на любую

другую линейную комбинацию реперов 𝑒𝑖
𝑎
µ. Однако, данный выбор является

достаточно естественным и, как мы увидим далее, уже он приводит к простей­

шему виду потенциала для бигравитации.

Легко увидеть, что при рассмотренных правилах дискретизации вторая

фундаментальная форма переходит в разность двух реперов𝐾𝑎
µ → 𝑚(𝑒𝑖+1

𝑎
µ(𝑥)−

𝑒𝑖
𝑎
µ(𝑥)). А поскольку мы перешли от непрерывной переменной 𝑦 к дискретной

переменной 𝑦𝑖, то и интегрирование по 𝑦 заменим на суммирование по 𝑖. Нако­

нец, положим 𝑁 = 2 и введём обозначения 𝑒1
𝑎
µ = 𝑒𝑎µ, 𝑒2

𝑎
µ = 𝑓𝑎

µ , ω1
𝑎𝑏
µ = ω𝑎𝑏

µ и

ω1
𝑎𝑏
µ = ̃︀ω𝑎𝑏

µ . Тогда легко увидеть, что второе слагаемое в (3.56) перейдёт в част­

ный случай знакомого потенциала (3.45). Итоговое действие будет иметь вид:
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𝑆[𝑒,𝑓,ω, ̃︀ω] =

∫︁
ε𝑎𝑏𝑐𝑑(κ1dω

𝑎𝑏𝑒𝑐𝑒𝑑 + κ2d ̃︀ω𝑎𝑏𝑓 𝑐𝑓𝑑 + κ1ω
𝑎
𝑔ω

𝑔𝑏𝑒𝑐𝑒𝑑+

+ κ2 ̃︀ω𝑎
𝑔 ̃︀ω𝑔𝑏𝑓 𝑐𝑓𝑑 +𝑚2𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑) , (3.57)

где

𝐴𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑒𝑎 ∧ 𝑒𝑏 ∧ 𝑒𝑐 ∧ 𝑒𝑑 − 2𝑓𝑎 ∧ 𝑒𝑏 ∧ 𝑒𝑐 ∧ 𝑒𝑑 + 𝑓𝑎 ∧ 𝑓 𝑏 ∧ 𝑒𝑐 ∧ 𝑒𝑑 (3.58)

Таким образом при помощи размерной редукции путём дискретизации

было получено действие (3.47) в случае α = β = 0.

3.6 Бигравитация в рамках обобщённого предсимплектического

BV-AKSZ формализма

Перейдём к построению минимальной предсимплектической формули­

ровки бигравитации в рамках обобщённого предсимплектического BV-AKSZ

формализма. Отметим сразу, что рассмотрение бигравитации с произвольным

потенциалом (3.45) является крайне затруднительным. Поэтому в данной ра­

боте будет рассмотрен частный случай, соответствующий 𝐶1 = 𝐶3 = 0.

Тем не менее, данное ограничение охватывает также и описываемый ранее

"физический"сектор бигравитации, соответствующий α = 1 и β = 1
4 (и, соот­

ветственно, 𝐶0 = 1
4 , 𝐶2 = −1

2 и 𝐶4 = 1
4). Пусть координатами на расслоении

𝐸 = ℳ × 𝑇 [1]𝑋 → 𝑇 [1]𝑋 являются 𝑥𝑎, θ𝑎, а также ξ𝑎, gh(ξ𝑎) = 1, ρ𝑎𝑏,

gh(ρ𝑎𝑏) = 1 ̃︀ξ𝑎, gh(̃︀ξ𝑎) = 1 и ̃︀ρ𝑎𝑏, gh(̃︀ρ𝑎𝑏) = 1, а также 𝑄-дифференциал, ко­

торый в данных координатах будет иметь вид:

𝑄ξ𝑎 = ρ𝑎𝑘ξ
𝑘

𝑄ρ𝑎𝑏 = ρ𝑎𝑘ρ
𝑘𝑏 +

4𝐶0𝑚
2

κ1
ξ𝑎ξ𝑏 +

2𝐶2𝑚
2

κ1
̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏

𝑄̃︀ξ𝑎 = ̃︀ρ𝑎𝑘̃︀ξ𝑘
𝑄̃︀ρ𝑎𝑏 = ̃︀ρ𝑎𝑘̃︀ρ𝑘𝑏 + 2𝐶2𝑚

2

κ2
ξ𝑎ξ𝑏 +

4𝐶4𝑚
2

κ2
̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏 .

(3.59)

При этом легко увидеть, что данный𝑄-дифференциал не является нильпо­

тентным, поскольку𝑄ρ𝑎𝑏 и𝑄̃︀ρ𝑎𝑏 содержат 2𝐶2𝑚
2

κ1
̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏 и 2𝐶2𝑚

2

κ2
ξ𝑎ξ𝑏 соответственно.
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Поскольку динамический сектор бигравитации содержит отдельно секто­

ры ”𝑒” и ”𝑓”, а их смешивание происходит в потенциале, логично выбрать в

качестве предсимплектической структуры сумму предсимплектических струк­

тур из секторов ”𝑒” и ”𝑓” соответственно. Сразу отметитм, что в данной главе,

в отличие от двух предыдущих, симплектическая структура будет обозначаться

заглавной буквой Ω вместо строчной ω для того, чтобы исключить путаницу

с Лоренц-связностью ω𝑎𝑏.

Ω = ε𝑎𝑏𝑐𝑑(κ1𝑑ρ
𝑎𝑏𝑑ξ𝑐ξ𝑑 + κ2𝑑̃︀ρ𝑎𝑏𝑑̃︀ξ𝑐̃︀ξ𝑑) = Ω(𝑒) + Ω(𝑓) . (3.60)

Очевидно, что первая аксиома обобщённого предсимплектического BV­

AKSZ формализма (2.38) для такой предсимплектической структуры будет

выполнена. Легко убедиться, что это справедливо и для второй аксиомы:

𝑖𝑄Ω = ε𝑎𝑏𝑐𝑑d(
1

2
κ1ρ

𝑎
𝑘ρ

𝑘𝑏ξ𝑐ξ𝑑+
1

2
κ2̃︀ρ𝑎𝑘̃︀ρ𝑘𝑏̃︀ξ𝑐̃︀ξ𝑑+𝐶0𝑚

2ξ𝑎ξ𝑏ξ𝑐ξ𝑑+𝐶2𝑚
2̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏ξ𝑐ξ𝑑+

+ 𝐶4𝑚
2̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̃︀ξ𝑐̃︀ξ𝑑) . (3.61)

При проверке третьей аксиомы возникает выражение

𝑖𝑄𝑖𝑄Ω = 4𝐶2𝑚
2ε𝑎𝑏𝑐𝑑̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏(ρ𝑐𝑘 − ̃︀ρ𝑐𝑘)ξ𝑘ξ𝑑 = 𝑄ℋ . (3.62)

То есть, третья аксиома (2.38) оказывается невыполненной. Тем не менее,

из того, что на всём расслоении 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋 аксиомы (2.38) не выполняются,

не следует тот факт, что они не выполняются на какой-либо его части. И дей­

ствительно, можно ввести систему уравнений⎧⎨⎩(ρ𝑎𝑏 − ̃︀ρ𝑎𝑏)ξ𝑎̃︀ξ𝑏 = 0

ξ𝑎̃︀ξ𝑎 = 0 ,
(3.63)

определяющую сингулярную поверхность 𝒩 ⊂ ℳ, на которой для биграви­

тации выполняются аксиомы (2.38). Взаимосвязь между условиями фиксации

калибровки Дезера-ван Невенхойзена и поверхностью 𝒩 будет раскрыта в сле­

дующем разделе. Сейчас же докажем, что третья аксиома (2.38) оказывается

выполненной на 𝒩 . Для этого введём переменную Σ𝑎𝑏 = (ρ𝑎𝑏 − ̃︀ρ𝑎𝑏) и дуаль­

ную ей ̂︀Σ𝑐𝑑 = ε𝑐𝑑𝑎𝑏Σ𝑎𝑏 (нормировочная постоянная учтена в обратной замене,

то есть Σ𝑎𝑏 =
1
4ε𝑎𝑏𝑐𝑑

̂︀Σ𝑐𝑑). Тогда первое уравнение системы (3.63) в терминах ξ𝑎,
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̃︀ξ𝑎 и Σ𝑎𝑏 примет вид Σ𝑎𝑏ξ
𝑎̃︀ξ𝑏 = 0, второе же уравнение останется тем же. Оно

останется тем же и при переходе к переменным ξ𝑎, ̃︀ξ𝑎 и ̂︀Σ𝑎𝑏. Перепишем в этом

наборе переменных третью аксиому:

𝑖𝑄𝑖𝑄Ω = 4𝐶2𝑚
2ε𝑎𝑏𝑐𝑑̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏Σ𝑐𝑘ξ𝑘ξ

𝑑 = 4𝐶2𝑚
2ε𝑎𝑏𝑐𝑑ε

𝑐𝑘𝑚𝑛̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑚𝑛ξ𝑘ξ
𝑑 =

= 4𝐶2𝑚
2(−̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑏𝑎ξ𝑑ξ

𝑑 + ̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑎𝑏ξ𝑑ξ
𝑑 + ̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑑𝑎ξ𝑏ξ

𝑑 − ̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑑𝑏ξ𝑎ξ
𝑑−

− ̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑎𝑑ξ𝑏ξ
𝑑 + ̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̂︀Σ𝑏𝑑ξ𝑎ξ

𝑑) = 0 . (3.64)

Первые два слагаемых зануляются благодаря тому, что ξ𝑑 - нечётная пе­

ременная, а оставшиеся пропорциональны второму уравнению системы (3.63).

3.7 Квазирегулярность поверхности связей

Прежде, чем строить BV-формулировку бигравитации, полезно взглянуть

на то, как данная теория устроена на сечениях σ : 𝑇 [1]𝑋 → 𝒩 . На данных

сечениях σ*(ρ𝑎𝑏) = ω𝑎𝑏
µ θ

µ, σ*(̃︀ξ𝑎) = 𝑓𝑎
µθ

µ, σ*(̃︀ρ𝑎𝑏) = ̃︀ω𝑎𝑏
µ θ

µ. Таким образом

первое уравнение системы (3.63) принимает вид (ω𝑎𝑏 − ̃︀ω𝑎𝑏) ∧ 𝑒𝑎 ∧ 𝑓 𝑏 = 0, а

второе - 𝑒𝑎 ∧ 𝑓𝑎 = 0. Таким образом система (3.63) воспроизводит калибровку

Дезера-ван Невенхойзена на сечениях. Действие бигравитации на этих сечениях

принимает вид (3.47).

Перейдём теперь к построению BV-формулировки для бигравитации. Для

этого рассмотрим компоненты суперсечений ̂︀σ : 𝑇 [1]𝑋 → ℳ для данной теории

(для удобства здесь и далее также будем говорить о секторах ”𝑒” и ”𝑓”, помня

при этом о нетривиальном распределении степеней свободы между ними).

̂︀σ*ξ𝑎 = ξ𝑎 + 𝑒𝑎µθ
µ +

1

2!
ξ𝑎µνθ

µθν +
1

3!
ξ𝑎µνλθ

µθνθλ +
1

4!
ξ𝑎µνλρθ

µθνθλθρ

̂︀σ*ρ𝑎𝑏 = ρ𝑎𝑏 +ω𝑎𝑏
µ θ

µ +
1

2!
ρ𝑎𝑏µνθ

µθν +
1

3!
ρ𝑎𝑏µνλθ

µθνθλ +
1

4!
ρ𝑎𝑏µνλρθ

µθνθλθρ (3.65)

̂︀σ*̃︀ξ𝑎 = ̃︀ξ𝑎 + 𝑓𝑎
µθ

µ +
1

2!
̃︀ξ𝑎µνθµθν + 1

3!
̃︀ξ𝑎µνλθµθνθλ + 1

4!
̃︀ξ𝑎µνλρθµθνθλθρ

̂︀σ*̃︀ρ𝑎𝑏 = ̃︀ρ𝑎𝑏 + ̃︀ω𝑎𝑏
µ θ

µ +
1

2!
̃︀ρ𝑎𝑏µνθµθν + 1

3!
̃︀ρ𝑎𝑏µνλθµθνθλ + 1

4!
̃︀ρ𝑎𝑏µνλρθµθνθλθρ (3.66)
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Рассмотрим предсимплектическую структуру на этих суперсечениях. В

секторе ”𝑒” она принимает вид

Ω̄(𝑒) = ε𝑎𝑏𝑐𝑑ε
µνλρ(

1

24
𝑑ρ𝑎𝑏µνλρ𝑑ξ

𝑐ξ𝑑 − 1

6
𝑑ρ𝑎𝑏µνλ𝑑𝑒

𝑐
ρξ

𝑑 +
1

6
𝑑ρ𝑎𝑏µνλ𝑑ξ

𝑐𝑒𝑑ρ +
1

4
𝑑ρ𝑎𝑏µν𝑑ξ

𝑐
ρλξ

𝑑+

+
1

2
𝑑ρ𝑎𝑏µν𝑑𝑒

𝑐
λ𝑒

𝑑
ρ +

1

4
𝑑ρ𝑎𝑏µν𝑑ξ

𝑐ξ𝑑λρ −
1

6
𝑑ω𝑎𝑏

µ 𝑑ξ
𝑐
νλρξ

𝑑 +
1

2
𝑑ω𝑎𝑏

µ 𝑑ξ
𝑐
νλ𝑒

𝑑
ρ −

1

2
𝑑ω𝑎𝑏

µ 𝑑𝑒
𝑐
νξ

𝑑
λρ+

+
1

6
𝑑ω𝑎𝑏

µ 𝑑ξ
𝑐ξ𝑑νλρ+

1

24
𝑑ρ𝑎𝑏𝑑ξ𝑐µνλρξ

𝑑+
1

6
𝑑ρ𝑎𝑏𝑑ξ𝑐µνλ𝑒

𝑑
ρ+

1

4
𝑑ρ𝑎𝑏𝑑ξ𝑐µνξ

𝑑
λρ+

1

6
𝑑ρ𝑎𝑏𝑑𝑒𝑐µξ

𝑑
νλρ+

+
1

24
𝑑ρ𝑎𝑏𝑑ξ𝑐ξ𝑑µνλρ) . (3.67)

Аналогичный вид она имеет и в секторе ”𝑓”. Данная предсимплектиче­

ская структура явным образом не имеет канонический вид. С одной стороны,

можно было бы, используя теорему Дарбу, привести данную структуру к кано­

ническому виду в обоих секторах. Однако, во-первых, данная задача является

крайне трудоёмкой, а во-вторых, секторы ”𝑒” и ”𝑓” не являются независимы­

ми на поверхности 𝒩 (а также на её продолжении на суперсечения, которое

обозначим �̄� ), что ещё сильнее осложняет данную процедуру. В качестве

альтернативы можно рассмотреть особую точку 𝑝, определяемую условиями

𝑒𝑎µ = δ𝑎µ и ξ𝑎... = ̃︀ξ𝑎... = 0. В данной точке предсимплектическая структура

имеет вид

Ω̄(𝑒) = (𝑑ρ𝑎𝑏𝑎𝑏𝑐𝑑ξ
𝑐 + 𝑑ω𝑎𝑏

𝑐 𝑑ξ
𝑐
𝑎𝑏 + 𝑑ρ𝑎𝑏𝑑ξ𝑐𝑎𝑏𝑐 + 2𝑑ρ𝑎𝑏𝑏𝑐𝑑𝑒

𝑐
𝑎) , (3.68)

а также аналогичный вид в секторе ”𝑓”. Данная предсимплектическая струк­

тура является регулярной на суперсечениях. Доказательство этого факта,

основанное на том, что ранг предсимплектической структуре не может изме­

ниться в окрестности точки, представлено в статье [43].

Прежде, чем рассмотреть данную предсимплектическую структуру на

продолженной на суперсечения поверхности �̄� , важно рассмотреть эту по­

верхность отдельно. Несмотря на то, что поверхность 𝒩 , очевидно, является

сингулярной, её продолжение на суперсечения, �̄� , вообще говоря, может быть

регулярным. Подобные поверхности, по аналогии с предсимплектическими

структурами из прошлой главы, мы будем называть квазирегулярными. Более

того, 𝒩 как раз оказывается квазирегулярной поверхностью. Для того, чтобы

доказать это, необходимо показать, что продолженная на суперсечения система

уравнений (3.63), может быть решена в каждом порядке однородности по θ𝑎.
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Для дальнейшего удобства перейдём в базис, в котором 𝑒𝑎µ = δ𝑎µ и обусловим­

ся, что будем искать решение вблизи вакуума 𝑒𝑎µ = 𝑓𝑎
µ = δ𝑎µ, то есть матрица

𝑡𝑎𝑏 = 𝑒𝑎µ𝑓
µ
𝑏 близка к δ𝑎𝑏 .. В данном базисе мы будем решать уравнения, опре­

деляющие �̄� , относительно полностью антисимметричных компонент ̃︀ξ...|𝑎 и̃︀ρ...|𝑎𝑏, где . . . обозначает индексы суперсечений (по ним ̃︀ξ...|𝑎 и ̃︀ρ...|𝑎𝑏, как и ξ...|𝑎

и ρ...|𝑎𝑏, антисимметричен). Также заранее введём обозначения ̃︀ξ𝑚|𝑎
𝑑𝑒𝑓
= 𝑓𝑚|𝑎,̃︀ρ𝑚|𝑎𝑏

𝑑𝑒𝑓
= ̃︀ω𝑎𝑏 и ρ𝑚|𝑎𝑏

𝑑𝑒𝑓
= ω𝑚|𝑎𝑏.

Также введём в дополнение к градуировке по θ𝑎 градуировку уравнений

по ξ𝑎. Таким образом 5 уравнений ̂︀σ*(ξ𝑎̃︀ξ𝑎) = 0 перейдут в 25 уравнений, каж­

дое из которых, однако, будет заметно легче решить (то же самое справедливо

и для уравнений ̂︀σ*((ρ𝑎𝑏 − ̃︀ρ𝑎𝑏)ξ𝑎̃︀ξ𝑏) = 0, где Σ𝑎𝑏 = ρ𝑎𝑏 − ̃︀ρ𝑎𝑏). Номер уравнения
в подобной системе с двумя градуировками будет обозначаться, как (𝑚,𝑘), где

𝑚 - степень уравнения по ξ𝑎 и 𝑘 - степень уравнения по θ𝑎. Искомые же пере­

менные ̃︀ξ...|𝑎 и ̃︀ρ...|𝑎𝑏 могут быть представленны, как сумма решений уравнений

градуировки (𝑚,𝑘):

̃︀ξ...|𝑎 = Σ4
𝑘=0

𝑘̃︀ξ...|𝑎 ,̃︀ρ...|𝑎𝑏 = Σ4
𝑘=0

𝑘̃︀ρ...|𝑎𝑏 , (3.69)

где 𝑘̃︀ξ...|𝑎 and 𝑘̃︀ρ...|𝑎𝑏 - это 𝑘-й порядок ̃︀ξ...|𝑎 и ̃︀ρ...|𝑎𝑏 по ξ𝑎 соответственно (конечно
же, 𝑘̃︀ξ𝑎|𝑏 𝑑𝑒𝑓

= 𝑘𝑓𝑎|𝑏).

Начнём с продолжения второго уравнения системы (3.63): ̂︀σ*(ξ𝑎̃︀ξ𝑎) = 0.

Из уравнения градуировки 1 по θ𝑎 (такие уравнения впредь мы будем обозна­

чать (∙,1)),

ξ𝑎𝑓𝑏|𝑎 − δ𝑎𝑏̃︀ξ𝑎 = 0 . (3.70)

возникают 5 уравнений:

(0,1) : −δ𝑎𝑏0̃︀ξ𝑎 = 0 ,

(𝑙,1) : 𝑙−1𝑓𝑏|𝑎ξ
𝑎 − 𝑙̃︀ξ𝑎δ𝑎𝑏 = 0 ,

(3.71)

где 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 4 (здесь и далее для степеней по ξ𝑎 и θ𝑎). Все эти уравнения могут

быть решены: 0̃︀ξ𝑎 = 0, 𝑙̃︀ξ𝑎 = 𝑙−1𝑓𝑎|𝑏ξ
𝑏.

Следующая группа уравнений, (𝑘,2),
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(0,2) : ξ𝑎𝑚𝑛
0̃︀ξ𝑎 + 𝑓[𝑚|𝑚] = 0 ,

(𝑙,2) : ξ𝑎𝑚𝑛 𝑙
̃︀ξ𝑎 + 𝑙𝑓[𝑚|𝑛] + ξ

𝑎 𝑙−1̃︀ξ𝑚𝑛|𝑎 = 0 ,
(3.72)

может быть решена относительно 𝑘𝑓[𝑚|𝑛]:
0𝑓[𝑚|𝑛] = 0, 𝑙𝑓[𝑚|𝑛] = −ξ𝑎𝑚𝑛

𝑙̃︀ξ𝑎 −
ξ𝑎 𝑙−1̃︀ξ𝑚𝑛|𝑎. Здесь важно отметить, что для решения каждой следующей группы

уравнений используются решения всех предыдущих групп.

Аналогично уравнения (∙,3) могут быть решены относительно 𝑘̃︀ξ[𝑚𝑛|𝑝], 0 ⩽

𝑘 ⩽ 4, а уравнения (∙,4) могут быть решены относительно 𝑘̃︀ξ[𝑚𝑛𝑝|𝑞].

Отметим, что мы интересуемся не конкретным видом решений всех урав­

нений (𝑚,𝑘), а только самим фактом разрешимости (или неразрешимости)

системы уравнений, определяющих �̄� . И поскольку процесс решений остаётся

таким же, но решения становятся всё более громоздкими, далее будут выпи­

саны лишь те решения уравнений (∙,3) и (∙,4), которые пригодятся нам в

дальнейшем:

0ξ[𝑚𝑛|𝑝] =
0𝑓[𝑝|𝑎ξ

𝑎
𝑚𝑛] ,

1ξ[𝑚𝑛|𝑝] = −1

3
ξ𝑎𝑚𝑛𝑝

0𝑓𝑎|𝑏ξ
𝑏 + ξ𝑎[𝑚𝑛

1𝑓𝑝]|𝑎 +
1

3
ξ𝑎0̃︀ξ𝑚𝑛𝑝|𝑎 ,

0ξ[𝑚𝑛𝑝|𝑞] = −ξ𝑎[𝑚𝑛𝑝
0𝑓𝑞]|𝑎 −

3

2
ξ𝑎[𝑚𝑛

0̃︀ξ𝑝𝑞]|𝑎 .
(3.73)

Таким образом все рассмотренные уравнения могут быть решены от­

носительно полностью антисимметричных компонент 𝑘̃︀ξ𝑏1...𝑏𝑚|𝑎, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 4,

0 ⩽ 𝑚 ⩽ 3. Нам осталось решить лишь два уравнения: (0,0) и (𝑙,0). Одна­

ко можно убедиться, что эти уравнения тождественно выполнены благодаря

решениям уравнений (∙,𝑙). Конкретнее, уравнение (0,0) тождественно удовле­

творено, поскольку уравнения ̂︀σ*(ξ𝑎̃︀ξ𝑎) = 0 в нулевом порядке по θ𝑎 всегда как

минимум первого порядка по ξ𝑎. Далее, уравнения (𝑙,0) можно переписать в

виде 𝑙−1̃︀ξ𝑎ξ𝑎 = 0. Уравнения (1,0) также тождественно выполнены благодаря
0̃︀ξ𝑎 = 0. Менее тривиальным случаем является уравнение (2,0),

0𝑓𝑎|𝑏ξ
𝑎ξ𝑏 = 0 , (3.74)

однако и оно тождественно удовлетворено благодаря тому, что матрица 0𝑓𝑎|𝑏

симметрична по индексам 𝑎 и 𝑏, тогда как ξ𝑎ξ𝑏 антисимметрична. Уравнения

(3,0) можно переписать в следующем виде:

−1

2
ξ𝑎𝑚𝑛

0𝑓𝑎|𝑏ξ
𝑏ξ𝑚ξ𝑛 − ξ𝑎0̃︀ξ𝑚𝑛|𝑎ξ

𝑚ξ𝑛 = 0 . (3.75)
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Отметим, что переменная 0̃︀ξ𝑚𝑛|𝑎, вообще говоря, состоит из двух слага­

емых, первое из которых антисимметрично по всем индексам и написано в

первой строке формулы (3.73). Второе же слагаемое обладает симметрией типа

"крюк"(то есть его диаграммаЮнга состоит из двух столбцов, в первом из кото­

рых две клетки, а во втором одна). Благодаря этому данное слагаемое даёт ноль

при свёртке с ξ𝑎ξ𝑚ξ𝑛. Таким образом, при подстановке первой строки формулы

(3.73) в оставшиеся два члена уравнения (3,0) мы увидим, что данные члены

сокращаются, а значит уравнение (3,0) тривиально выполнено. То же самое

происходит с уравнением(4,0): все члены в 0̃︀ξ𝑚𝑛𝑝|𝑎, кроме полностью антисим­

метричного, зануляются благодаря свёртке с ξ𝑎ξ𝑚ξ𝑛ξ𝑝, после чего оставшиеся

члены сокращаются при подстановке оставшихся решений из формулы (3.73).

Таким образом, второе уравнение системы (3.63), будучи продолженным на су­

персечение, оказывается регулярным.

Прежде, чем перейти к продолженному на суперсечения первому уравне­

нию системы (3.63), рассмотрим специальное отображение Φλ на пространстве

антисимметричных тензоров Σ′
𝑎1...𝑎𝑘

:

Φλ(Σ
′
𝑎1...𝑎𝑘

) =
1

𝑘
(Σ′

𝑐𝑎2...𝑎𝑘
λ𝑐𝑎1 + Σ′

𝑎1𝑐...𝑎𝑘
λ𝑐𝑎2 + . . .+ Σ′

𝑎1...𝑎𝑘−1𝑐
λ𝑐𝑎𝑘) . (3.76)

Данное отображение является линейным отображением пространства ан­

тисимметричных тензоров в себя же. Для λ𝑎𝑏 = δ
𝑎
𝑏 данное отображение является

тождественным и следовательно Φλ (по крайней мере в малой окресности λ
𝑎
𝑏 =

δ𝑎𝑏) является обратимым (обратное отображение мы обозначим, как Φ−1
λ ). Здесь

важно отметить, что в выбранном нами базисе и с учётом условия 𝑡𝑎𝑏 = 𝑒𝑎µ𝑓
µ
𝑏 δ

𝑎
𝑏

переменная 0𝑓𝑎|𝑏 как раз является подобной близкой к единичной матрицей.

В случае уравнения ̂︀σ*((ρ𝑎𝑏−̃︀ρ𝑎𝑏)ξ𝑎̃︀ξ𝑏) = 0 удобно ввести, как и в предыду­

щем разделе переменную Σ...|𝑎𝑏 = ρ...|𝑎𝑏−̃︀ρ...|𝑎𝑏. При этом для данной переменной

справедливо такое же разложение по ξ𝑎, как и для ̃︀ρ...|𝑎𝑏: 𝑘Σ...|𝑎𝑏 имеет 𝑘-й по­

рядок по ξ𝑎.

Удобно начать решение данной системы уравнений с порядка (0,𝑘), 2 ⩽

𝑘 ⩽ 4, который можно представить в следующем виде:

Φ0𝑓(
0Σ[...|𝑎𝑏]) + . . . = 0 . (3.77)

В разных порядках по θ𝑎 данное уравнение имеет следующие решения:
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0Σ𝑎𝑏 = 0 ,

0Σ[𝑚|𝑎𝑏] = 0 ,

0Σ[𝑚𝑛|𝑎𝑏] = −Φ−1
0𝑓 (

0Σ[𝑚|𝑟𝑎
0̃︀ξ𝑎𝑛𝑙])− Φ−1

0𝑓 (
0Σ[𝑚|𝑎𝑏

0𝑓𝑎
𝑛ξ

𝑏
𝑙𝑟]) ,

(3.78)

где в последнем решении антиссиметризация берётся лишь по индексам 𝑚𝑛𝑙𝑟.

Аналогичный вид имеют и уравнения (𝑙,𝑘):

Φ0𝑓(
0Σ[...|𝑎𝑏]) + . . . = 0 . (3.79)

А значит, данные уравнения могут быть решены относительно 𝑙Σ[𝑐1...𝑐𝑘−2|𝑎𝑏].

Поскольку, как говорилось раньше, нас интересует лишь факт разрешимости

(или неразрешимости) уравнений, определяющих �̄� , выпишем лишь необходи­

мую для дальнейших рассуждений часть решений уравнений (𝑙,𝑘):

1Σ𝑚𝑛 =
1

2
0Σ𝑏|𝑚𝑛ξ

𝑏 +
1

2
Φ−1

0𝑓 (
0Σ𝑎|𝑚𝑛

0𝑓𝑎
𝑏 ξ

𝑏) ,

1Σ[𝑚|𝑛𝑙] =
1

2
(0Σ[𝑚𝑛|𝑙]𝑎ξ

𝑎 + Φ−1
0𝑓 (

0Σ[𝑚𝑛|𝑙]𝑎
1̃︀ξ𝑎)− Φ−1

0𝑓 (
0Σ[𝑚|𝑎𝑏

0̃︀ξ𝑎𝑛𝑙]ξ𝑏)−
−Φ−1

0𝑓 (
0Σ[𝑚|𝑎𝑏

1̃︀ξ𝑎ξ𝑏𝑛𝑙])− Φ−1
0𝑓 (

1Σ𝑎[𝑙
0̃︀ξ𝑎𝑚𝑛]) + Φ−1

0𝑓 (
1Σ𝑎𝑏

0𝑓𝑎
[𝑚ξ

𝑏
𝑛𝑙])) ,

2Σ𝑚𝑛 = −1Σ[𝑚|𝑛]𝑎ξ
𝑎 +

1

2
Φ−1

0𝑓 (
0Σ𝑎|𝑚𝑛

2̃︀ξ𝑎)− Φ−1
0𝑓 (

1Σ[𝑚|𝑛]𝑎
1̃︀ξ𝑎)−

−1

2
Φ−1

0𝑓 (
1Σ𝑎𝑏

0̃︀ξ𝑎𝑚𝑛ξ
𝑏)− 1

2
Φ−1

0𝑓 (
1Σ𝑎𝑏

1̃︀ξ𝑎ξ𝑏𝑚𝑛 −
1

2
Φ−1

0𝑓 (
0Σ𝑚𝑛|𝑎𝑏

1̃︀ξ𝑎ξ𝑏)) .
(3.80)

Таким образом мы однозначно определили поверхность �̄� в терминах

оставшихся независимых координат.

Наконец, рассмотрим оставшиеся уравнения (а именно (0,0), (𝑙,0), (0,1)

и (𝑙,1)) и докажем, что они тривиально выполнены. Уравнение (0,0),как и в

прошлый раз, имеет вид 0 = 0, а значит тривиально выполнено. Далее рас­

смотрим уравнения (𝑙,0). Уравнение (1,0), 0Σ𝑎𝑏
0̃︀ξ𝑎ξ𝑏 = 0, выполнено благодаря

0Σ𝑎𝑏 = 0 = 0̃︀ξ𝑎. Уравнение (2,0),

1Σ𝑎𝑏
0̃︀ξ𝑎ξ𝑏 + 0Σ𝑎𝑏

1̃︀ξ𝑎ξ𝑏 = 0 , (3.81)

Выполнено по этой же причине. В уравнении (3,0) все члены, которые не про­

порциональны 0Σ𝑎𝑏 или
0̃︀ξ𝑎, пропорциональны 1Σ𝑎𝑏

1̃︀ξ𝑎ξ𝑏. Но подставляя 1Σ𝑎𝑏 из

(3.80), а также 1̃︀ξ𝑎, мы получаем Φ0𝑓(
0Σ[𝑎|𝑏𝑐])ξ

𝑎ξ𝑏ξ𝑐. Однако данное выражение

равно 0, так как 0Σ[𝑎|𝑏𝑐] = 0. Более того, левая сторона уравнений (4,0) (все

члены, пропорциональные 0Σ𝑎𝑏 или
0̃︀ξ𝑎, исключены),
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2Σ𝑎𝑏
1̃︀ξ𝑎ξ𝑏 + 1Σ𝑎𝑏

2̃︀ξ𝑎ξ𝑏 = 0 , (3.82)

раскладывается на 12 слагаемых, но все они пропорциональны 2Φ0𝑓(
0Σ[𝑎|𝑏𝑐])

благодаря (3.73) и (3.80), а значит уравнение (4,0) тождественно выполнено.

Также тождественно выполнены уравнения (0,1), поскольку их левая сторона

пропорциональна 0̃︀ξ𝑎.
Наконец, рассмотрим уравнения (𝑙,1). В уравнениях (1,1) пропорциональ­

ны 0Σ𝑎𝑏 или
0̃︀ξ𝑎, благодаря чему данные уравнения тождественно выполнены.

Уравнения (2,1),

0Σ𝑚|𝑎𝑏
1̃︀ξ𝑎ξ𝑏 − 1Σ𝑎𝑏

0𝑓𝑎
𝑚ξ

𝑏 + 1Σ𝑎𝑚
1ξ𝑎 = 0 , (3.83)

после подстановки 1Σ𝑎𝑚 и 1ξ𝑎 принимают вид 0Σ[𝑚|𝑎𝑏]
0𝑓𝑎

𝑘ξ
𝑘ξ𝑏, а значит также

тождественно выполнены, поскольку 0Σ[𝑚|𝑎𝑏] = 0. Более того, оставшиеся урав­

нения, (3,1) и (4,1), несмотря на громоздкость, пропорциональны 0Σ[𝑚|𝑎𝑏], а

значит тождественно выполнены.

Таким образом продолжение 𝒩 на суперсечения является регулярным, а

значит сама поверхность 𝒩 является квазирегулярной в смысле данного ра­

нее определения.

Рассмотрим теперь сектор ”𝑓” предсимплектической структуры. В той

же точке 𝑝 он имеет вид.

Ω̄(𝑓) = (𝑑̃︀ρ𝑎𝑏𝑎𝑏𝑐𝑑̃︀ξ𝑐 + 𝑑 ̃︀ω𝑎𝑏
𝑐 𝑑

̃︀ξ𝑐𝑎𝑏 + 𝑑̃︀ρ𝑎𝑏𝑑̃︀ξ𝑐𝑎𝑏𝑐 + 2𝑑̃︀ρ𝑎𝑏𝑏𝑐𝑑𝑓 𝑐
𝑎) (3.84)

Тем не менее, при ограничении на �̄� Ω̄(𝑓), в отличие от Ω̄(𝑒), может при­

терпеть изменения, поскольку не все компоненты суперсечений в секторе ”𝑓”

на �̄� независимы (впрочем, данное утверждение неинвариантно: в силу симмет­

рий связей можно было бы, наоборот, сделать зависимым сектор ”𝑒”. Однако в

данной работе именно сектор ”𝑓” будет рассматриваться зависимым). В частно­

сти, зависимыми являются полностью антисимметричные компоненты тензоров̃︀ξ𝑎... - они определяются антисимметричными компонентами ξ𝑎... (в то время как̃︀𝑥𝑖𝑎 = ξ𝑎 на �̄� ). Данные антисимметричные компоненты далее будут обозна­

чаться как
−̃︀ξ𝑎... 𝑑𝑒𝑓

=
−
ξ𝑎... для оставшихся независимыми на �̄� компонент ̃︀ξ𝑎... (то

есть для Юнговских крюков) будем использовать обозначение
+̃︀ξ𝑎.... Те же обозна­

чения будут использоваться для зависимых (−) и независимых (+) компонент̃︀ρ𝑎𝑏... с единственной разницей, что независимыми и зависимыми компонентами на
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�̄� в данном случае являются приводимые тензорные компоненты: в качестве
+̃︀ρ𝑎𝑏... подразумевается антисимметризация первого индекса с теми, что стоят в

многоточии.

Рассмотрим внимательнее решения для
−̃︀ρ𝑎𝑏... продолженной на суперсече­

ния системы (3.63):

−̃︀ρ𝑎𝑏... = −
ρ𝑎𝑏... + 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠(ξ) . (3.85)

Таким образом d
−̃︀ρ𝑎𝑏... отличается в точке 𝑝 от d

−
ρ𝑎𝑏... только в случае нали­

чия во втором слагаемом (3.85) линейных слагаемых по ξ𝑎. В силу того, что

при решении каждого из последующих порядков по θ𝑎 в коэффициенты рядов
−̃︀ρ𝑎𝑏... сами начинали зависеть от ξ𝑎, подобный линейный порядок присутствует

лишь в
−̃︀ρ𝑚𝑛𝑙|𝑎𝑏.

−̃︀ρ𝑚𝑛𝑙|𝑎𝑏 = ρ[𝑚𝑛𝑙|𝑎𝑏] +
1

8
(ρ[𝑚𝑛𝑙𝑎|𝑏]𝑟 − ̃︀ρ[𝑚𝑛𝑙𝑎|𝑏]𝑟)ξ

𝑟 + . . . (3.86)

Ряды всех остальных компонент
−̃︀ρ𝑎𝑏... начинаются как минимум с ξ𝑎ξ𝑏, та­

ким образом для них в точке 𝑝 справедливо d
−̃︀ρ𝑎𝑏... = d

−
ρ𝑎𝑏... . Более того, все члены

в
−̃︀ρ[𝑎𝑏𝑚𝑛𝑙], за исключением первого, обращаются в 0 при взятии следа по 𝑎 с 𝑚

и 𝑏 с 𝑛, в то время как именно этот след в дальнейшем нам и будет интересен.

А потому для этой компоненты также справедливо d
−̃︀ρ𝑎𝑏... = d

−
ρ𝑎𝑏... .

Таким образом, предсимплектическая структура бигравитации в секторе

”𝑓” в точке 𝑝 принимает вид

Ω̄(𝑓) = (d
+̃︀ρ𝑎𝑏𝑎𝑏𝑐dξ𝑐 + d

+̃︀ω𝑎𝑏
𝑐 d

+̃︀ξ𝑐𝑎𝑏 + d
−
ω𝑎𝑏

𝑐 d
−
ξ𝑐𝑎𝑏 + dρ𝑎𝑏𝑑

+̃︀ξ𝑐𝑎𝑏𝑐 + 2d
+̃︀ρ𝑎𝑏𝑏𝑐d𝑓 𝑐

𝑎) . (3.87)

Тогда для полного предсимплектической структуры (сектора ”𝑒” и ”𝑓”

вместе) имеем

Ω̄ = (dξ*𝑐dξ
𝑐 +dω𝑎𝑏

𝑐 dω
*𝑐
𝑎𝑏 +dρ𝑎𝑏dρ*𝑎𝑏 +d𝑒*𝑎𝑐d𝑒

𝑐
𝑎 +d ̃︀ω𝑎𝑏

𝑐 d ̃︀ω*𝑐
𝑎𝑏 +d𝑓 *𝑎

𝑐d𝑓
𝑐
𝑎) , (3.88)

где ξ*𝑐 = ρ𝑎𝑏𝑎𝑏𝑐 +
+̃︀ρ𝑎𝑏𝑎𝑏𝑐, ω*𝑐

𝑎𝑏 = ξ𝑐𝑏𝑎, ρ
*
𝑎𝑏 = ξ𝑐𝑎𝑏𝑐 +

+̃︀ξ𝑐𝑎𝑏𝑐, 𝑒*𝑎𝑐 = 2ρ𝑎𝑏𝑏𝑐 , ̃︀ω𝑎𝑏
𝑐 =

+̃︀ω𝑎𝑏
𝑐 +

−
ω𝑎𝑏

𝑐 ,̃︀ω*𝑐
𝑎𝑏 =

−
ξ𝑐𝑏𝑎 +

+̃︀ξ𝑐𝑏𝑎 и 𝑓 *𝑎
𝑐 = 2

+̃︀ρ𝑎𝑏𝑏𝑐 .
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Данная предсимплектическая структура является очевидным образом ка­

нонической. Все остальные компоненты, не вошедшие в неё, лежат в её ядре.

3.8 Бигравитация в размерности 3

Рассмотрим описанную ранее конструкцию в случае размерности 𝑛 = 3.

В данном случае реперное действие массивной гравитации задаётся действи­

ем [87—89]):

𝑆[𝑒𝑎,ω𝑎] =

∫︁
(κ1𝑅

𝑎(ω𝑎)𝑒𝑎 + κ2𝑅
𝑎( ̃︀ω)𝑓𝑎+

ε𝑎𝑏𝑐(𝐶0𝑒
𝑎𝑒𝑏𝑒𝑐 + 𝐶1𝑓

𝑎𝑒𝑏𝑒𝑐 + 𝐶2𝑓
𝑎𝑓 𝑏𝑒𝑐 + 𝐶3𝑓

𝑎𝑓 𝑏𝑓 𝑐)) (3.89)

where 𝑅𝑎 = ε𝑎𝑏𝑐𝑅
𝑏𝑐 и ω𝑎 = ε𝑎𝑏𝑐ω

𝑏𝑐, ̃︀ω𝑎 = ε𝑎𝑏𝑐 ̃︀ω𝑏𝑐.

Как и в размерности 4, ℳ представляет собой произведение двух копий

g[1], где g[1] - это алгебра Пуанкаре или (анти-)де Ситтера в размерности 𝑛 = 3.

Полная симплектическая структура является суммой двух симплектических

структур из секторов (𝑒) и (𝑓) соответственно:

Ω = ε𝑎𝑏𝑐(
1

2
κ1𝑑ρ

𝑎𝑏𝑑ξ𝑐 +
1

2
κ2̃︀ρ𝑎𝑏𝑑̃︀ξ𝑐) . (3.90)

В отличие от случая 𝑛 = 4, в трёхмерии Ω является невырожденной

симплектической структурой. 𝑄-дифференциал, тем не менее, отличается от

аналогичного в случае 𝑛 = 4 "перемешивающими"членами:

𝑄ξ𝑎 = ρ𝑎𝑘ξ
𝑘 ,

𝑄ρ𝑎𝑏 = ρ𝑎𝑘ρ
𝑘𝑏 +

3𝐶0𝑚
2

κ1
ξ𝑎ξ𝑏 +

𝐶2𝑚
2

κ1
̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏 + 𝐶1𝑚

2

κ1
(ξ𝑎̃︀ξ𝑏 + ̃︀ξ𝑎ξ𝑏) ,

𝑄̃︀ξ𝑎 = ̃︀ρ𝑎𝑘̃︀ξ𝑘 ,
𝑄̃︀ρ𝑎𝑏 = ̃︀ρ𝑎𝑘̃︀ρ𝑘𝑏 + 𝐶1𝑚

2

κ2
ξ𝑎ξ𝑏 +

3𝐶3𝑚
2

κ2
̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏 + 𝐶2𝑚

2

κ2
(ξ𝑎̃︀ξ𝑏 + ̃︀ξ𝑎ξ𝑏) .

(3.91)

Важно отметить, что в случае 𝐶1 = 𝐶2 = 0 описанные выше симплек­

тическая структура и 𝑄-дифференциал определяют обычную AKSZ модель,

описывающую две невзаимодействующие копии гравитации с пропорциональ­

ными 𝐶0 и 𝐶3 космологическими постоянными. Тем не менее, при ненулевых
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𝐶1 и 𝐶2 эти гравитации начинают нетривиально взаимодействовать, вследствии

чего аксиомы обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма ока­

зываются невыполненными. Тем не менее, можно убедиться, что наложение

условий (3.63) вновь позволяет удовлетворить третью аксиому (2.38), причём

доказательство выглядит аналогично случаю 𝑛 = 4.

Наконец, выпишем гамильтониан, который получается из второй аксио­

мы (2.38):

ℋ = ε𝑎𝑏𝑐(
1

2
κ1ρ

𝑎
𝑘ρ

𝑘𝑏ξ𝑐 +
1

2
κ2̃︀ρ𝑎𝑘̃︀ρ𝑘𝑏̃︀ξ𝑐+

𝑚2(𝐶0ξ
𝑎ξ𝑏ξ𝑐 + 𝐶1

̃︀ξ𝑎ξ𝑏ξ𝑐 + 𝐶2
̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏ξ𝑐 + 𝐶3

̃︀ξ𝑎̃︀ξ𝑏̃︀ξ𝑐)) (3.92)

Подстановка данного гамильтониана вместе с симплектическим потен­

циалом в действие (2.28) даёт действие (??). Таким образом рассмотренная

конструкция обобщается на трёхмерный случай.

Выводы

Бездуховую массивную теорию бигравитации в рамках формализма перво­

го порядка удобно рассматривать вместе с алгебраическими условиями, первое

из которых является условием Дезера-ван Невенхойзена, а второе связывает

между собой компоненты связностей из секторов ”𝑒” и ”𝑓”. Аналоги этих

условий задают в рамках предсимплектического BV-AKSZ формализма квази­

регулярную поверхность связей, приводящую к правильной симплектической

структуре на суперсечениях. Полученные выводы обобщаются на случай бигра­

витации в трёхмерии.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:

1. Построено внутреннее действие для массивных теорий спина 2 и

3 и показано, что оно является неполным в том смысле, что при­

водит не ко всем уравнениям движения теории: в обоих случаях

отсутствует уравнение бездивергентности поля. Для решения данной

проблемы рассмотрена Parent-формулировка данных теорий, посколь­

ку она обладает той же предсимплектической формой, что и внутреннее

действие. Затем из полученных формулировок исключением части

вспомогательных полей, получены необходимые расширения стацио­

нарной поверхности и предсимплектической структуры для массивных

теорий спина 2 и 3 и выписан соответствующий спектр переменных для

обеих теорий.

2. При помощи отображения ϒ между алгеброй вертикальных форм на

расслоении 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋 и алгеброй всех форм на расслоении ̃︀𝐸 → 𝑋 по­

казано, что предсимплектический BV-AKSZ формализм в случае, когда

𝑄-дифференциал не содержит информации о калибровочной симмет­

рии теории, позволяет получить внутренее действие данной теории. В

то же время обобщённый предсимплектический BV-AKSZ формализм в

ситуации, 𝑄-дифференциал не содержит информации о калибровочной

симметрии теории, оказывается эквивалентным известной в литерату­

ре мультисиммплектической формулировке теории с дополнительной

структурой, которую можно интерпретировать, как распределение Кар­

тана, не являющееся, вообще говоря, инволютивным на конечномерном

расслоении.

3. В рамках обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма

построена минимальная формулировка для ряд теорий с приводимыми

калибровочными преобразованиями, в частности для электродинамики

𝑝-формы и её неабелевой модификации данной теории в случае 𝑝 = 2,

𝑛 = 4 - модели Фридмана-Таунсенда. При этом весь BV-спектр пере­

менных данных теории восстанавливается лишь по двум переменным

слоя 𝐸 расслоения 𝐸 → 𝑇 [1]𝑋.
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4. В рамках обобщённого предсимплектического BV-AKSZ формализма

построена минимальная формулировка бездуховой массивной теории

бигравитации. Получен спектр переменных, необходимых для постро­

ения BV-формулировки бездуховой массивной теории бигравитации.

Полученные результаты обобщены на случай размерности 𝑛 = 3.
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