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Общая характеристика работы
Актуальность темы. Одной из основных задач физики является со­

здание теории фундаментальных взаимодействий. Стандартная модель, объ­
единяющая сильное, слабое и электромагнитное взаимодействия на кванто­
вом уровне, не подходит на роль такой теории, так как по построению не вклю­
чает гравитацию. На классическом уровне гравитационные взаимодействия
описываются общей теорией относительности, однако, согласованная кванто­
вая теория гравитации до сих пор не построена, так как квантово-полевые
обобщения теории относительности оказываются неперенормируемыми тео­
риями поля. Рассмотрение суперсиметричных обобщений общей теории от­
носительности также не приводит к перенормируемым теориям гравитации
[5].

Теория (супер)струн является претендентом на роль теории, объединя­
ющей все фундаментальные взаимодействия. Помимо этого, она представля­
ет концептуальный теоретический интерес благодаря наличию дуальностей,
которые понимаются как преобразования, связывающее различные теории
(например, теории суперструн [6]). Сасскиндом и т’Хоофтом было предложе­
но понятие голографической дуальности [7; 8], в рамках которого постулиро­
валось, что квантовая теория гравитации в объеме определяется динамикой
некоторой теории без гравитационных степеней свободы на границе этого объ­
ема. В контексте теории струн важным примером такой дуальности является
соответствие между струнами на фоне пространства анти-де Ситтера (AdS)
и конформной теорией поля, заданной на границе (CFT) [9].

Технически AdS/CFT соответствие можно понимать в рамках пре­
скрипции Губсера, Клебанова, Полякова и Виттена (GKPW), которая свя­
зывает гравитационные объекты с объектами конформной теории поля [10—
12]. Согласно этой прескрипции, производящий функционал теории гравита­
ции в пространстве AdS𝑑+1 равен производящему функционалу конформной
теории в пространстве Минковского размерности 𝑑, если граничные значе­
ния полей в объеме отождествить с операторами на границе. Таким образом,
AdS/CFT соответствие порождает вычислительную концепцию, в рамках ко­
торой корреляционные функции в граничной теории используются для по­
строения квантовой гравитации в объеме, а геометрические объекты в теории
гравитации оказываются связанными с наблюдаемыми в граничной теории.

3



Несмотря на весь прогресс в этом направлении, AdS/CFT соответствие
все еще имеет статус хорошо проверенной гипотезы. На данный момент не
найдено ни одного точно доказанного примера такой дуальности, что связа­
но с тем, что производящие функционалы в объеме/на границе по большей
части неизвестны. Однако для теорий, обладающих высокими симметриями,
производящие функционалы (или корреляционные функции) найдены точ­
но, поэтому перспективным направлением для исследования представляется
AdS3/CFT2 соответствие. В этом случае симметрией двумерной конформной
теории на границе является бесконечномерная алгебра Вирасоро. Трехмер­
ная гравитация, в свою очередь, не содержит распространяющихся степеней
свободы, поэтому динамика определяется границей и топологическими де­
фектами в объеме [13; 14]. При изучении AdS3/CFT2 соответствия были по­
лучены такие результаты как соответствие между теориями Черна-Саймонса
и Весса-Зумино-Виттена [15], предписание для вычисления энтропии запуты­
вания [16] и доказательство свойства ее универсальности [17], формулировка
𝑝-адического AdS3/CFT2 соответствия [18].

Недавно было показано, что AdS/CFT соответствие можно по­
нимать на более глубоком, чем равенство производящих функциона­
лов/корреляционных функций, уровне. Более точно, имеет место соответ­
ствие между базисными элементами (конформными блоками) в пространстве
корреляторов граничной теории и геодезическими диаграммами Виттена в
объеме [19]. В настоящей диссертационной работе исследуется AdS3/CFT2 со­
ответствие между конформными блоками и геодезическими сетями, которые
представляют частный случай геодезических диаграмм Виттена. Актуальной
задачей диссертации является проверка AdS3/CFT2 в различных пределах пу­
тем получения и сравнения явных выражений как в граничной теории, так и
в теории гравитации в объеме.

Степень разработанности темы. Двумерные конформные теории
поля (CFT2) активно изучались вне контекста AdS3/CFT2 соответствия, в
частности, в теории струн. В рамках бутстрапного подхода [20], конформная
теория задается спектром примарных операторов, которые характеризуются
конформными размерностями и структурными константами, определяемы­
ми трёхточечными корреляционными функциями. Корреляционные функции
примарных операторов в CFT2 могут быть разложены в конформные блоки,
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которые задаются только алгеброй симметрий и параметрически зависят от
конформных размерностей ∆ и центрального заряда алгебры Вирасоро 𝑐.

В классическом пределе 𝑐 → ∞, одновременно полагая конформные
размерности линейно растущими по 𝑐, конформный блок упрощается и может
быть представлен в виде экспоненты от произведения центрального заряда
на т.н. классический конформный блок [21], который не зависит от централь­
ного заряда. Однако явный вид функций классических конформных блоков
неизвестен, поэтому в вычислениях прибегают к дополнительному прибли­
жению легких и тяжелых операторов (HL). В рамках этого приближения
конформные размерности части операторов считаются много меньшими, чем
конформные размерности оставшихся операторов. Наиболее простым и разра­
ботанным является приближение двух тяжелых операторов [22—24], в рамках
которого в первом порядке HL приближения были явно найдены 4-точечные
блоки с двумя тяжелыми операторами. Для 𝑛-точечного классического блока
с двумя тяжелыми операторами получена система уравнений, определяющая
данный блок [25]. Однако функция 𝑛-точечного классического блока с дву­
мя тяжелыми операторами пока неизвестна в замкнутом виде и получение
данной функции является одной из целей настоящей диссертации.

Естественным развитием приближения двух тяжелых операторов для
𝑛-точечных классических блоков является рассмотрение блоков с произволь­
ным числом тяжелых операторов. Данное обобщение позволит описать любые
классические блоки в HL приближении, что может стать существенным ша­
гом для понимания свойств двумерной конформной теории в классическом
пределе и анализа AdS3/CFT2 соответствия. Помимо этого, явные функции
классических блоков с тремя и более тяжелыми операторами представляют
интерес в контексте вычислений в следующих порядках HL приближения,
так как данный вопрос остается открытым даже для 4-точечного блока. Для
рассмотрения классических блоков с произвольным числом тяжелых опера­
торов необходимо обобщить методы вычисления 𝑛-точечных блоков с двумя
тяжелыми операторами, что является одной из целей данной диссертацион­
ной работы.

В контексте получения явных результатов для классических конформ­
ных блоков рассматриваются специальные единичные блоки, соответствую­
щие обнулению одной или нескольких конформных размерностей. Такие бло­
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ки возникают в приложениях, в частности, они связаны с энтропией запутыва­
ния. Одними из целей данной диссертации являются вычисление единичных
блоков и построение теории возмущения над этими блоками - в частности,
для прямой проверки AdS3/CFT2 соответствия. Подобная теория возмущений
может быть развита в рамках приближения сверхлегких операторов (SL) [26],
конформные размерности которых полагаются много меньшими конформных
размерностей легких операторов.

В контексте голографической дуальности классический предел в гра­
ничной теории отвечает малой гравитационной константе связи 𝐺𝑁 согласно
соотношению 𝑐 = 3𝑅/2𝐺𝑁 , где 𝑅 - радиус AdS3 [27]. Примарным операторам
граничной теории в этом пределе соответствуют частицы с массами ∆/𝑐 в
теории гравитации. Дуальная реализация HL приближения, в свою очередь,
разделяет эти частицы на тяжелые и легкие, причем тяжелые продуцируют
топологические дефекты геометрии, а легкие рассматриваются как пробные
частицы, распространяющиеся на фоне геометрии, порожденной тяжелыми.
Такие дуальные геометрии были изучены для случая двух тяжелых операто­
ров и задаются метрикой конической сингулярности или БТЗ черной дыры
[28].

Дуальная трехмерная геометрия может быть описана метрикой Банья­
доса [29], которая задает решение уравнений Эйнштейна с конформной сим­
метрией на границе. Данная метрика параметризуется (анти)голоморфной
функцией, которая в дуальной реализации HL приближения полагается рав­
ной вкладу тяжелых операторов в тензор энергии-импульса граничной тео­
рии. Описание дуальных геометрий для случая более чем двух тяжелых опе­
раторов в контексте AdS3/CFT2 соответствия для классических конформных
блоков с произвольным количеством тяжелых операторов неизвестно. Про­
стейшим случаем является конфигурация трёх тяжелых операторов, которая
исследуется в данной диссертационной работе. Помимо этого, актуальной за­
дачей, рассматриваемой в диссертации, является анализ дуальной геометрии
для четырёх и более тяжелых операторов.

Легкие операторы граничной теории с точки зрения AdS3/CFT2 соот­
ветствия дуальны пробным частицам в объеме. Согласно голографической
прескрипции, действие таких частиц как функция граничных условий равно
классическому конформному блоку (с точностью до конформного преобразо­
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вания специального вида). В работе [25] была доказана теорема о равенстве
𝑛-точечных классических конформных блоков с двумя тяжелыми оператора­
ми длинам специальных геодезических сетей, растянутых на гиперболической
плоскости. Рассматриваемые геодезические сети состоят из 2𝑛− 5 сегментов
мировых линий частиц, которые пересекаются в трехвалентных вершинах, ко­
ординаты которых определяются условиями, следующими из минимальности
длины сети. Однако, пока не найдены способы получения явных выражений
ни длин дуальных геодезических сетей, ни классических конформных блоков.
Интересным направлением исследований является чисто геометрическая фор­
мулировка проблемы вычисления длины геодезической сети, которая оказы­
вается связана с известной оптимизационной задачей о деревьях Штейнера.
Такая постановка вопроса позволяет использовать известные геометрические
и тригонометрические подходы к вычислениям геодезических сетей. Помимо
этого, длина геодезической сети, дуальной 𝑛-точечному классическому бло­
ку, может быть найдена в определенных приближениях. Для полученных
классических конформных блоков/длин геодезических сетей представляется
возможным явно проверить AdS3/CFT2 соответствие.

Таким образом, целями данной диссертационной работы являются:
1. Развитие методов вычисления и получение явных функций класси­

ческих конформных блоков, ассоциированных с алгеброй Вирасоро.
2. Построение дуальных трехмерных геометрий, голографически опи­

сывающих тяжелые операторы в классическом конформном блоке.
3. Анализ деревьев Штейнера на двумерных геометриях, вычисление

их длин. Явная проверка дуальности между классическими кон­
формными блоками и длинами данных деревьев.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую­
щие задачи:

1. Разработать методы вычисления многоточечных классических кон­
формных блоков с тремя и более тяжелыми операторами.

2. Получить явный вид функций единичных многоточечных класси­
ческих блоков с двумя тяжелыми операторами.

3. Разработать процедуру вычисления поправок к 𝑛-точечным единич­
ным классическим блокам в сверхлегком приближении.
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4. Описать трёхмерную дуальную геометрию, продуцируемую произ­
вольным числом тяжелых операторов в граничной теории.

5. Сформулировать дуальное описание легких операторов в граничной
теории.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Формулировка монодромного метода вычисления 𝑛-точечных клас­

сических конформных блоков с произвольным числом тяжелых опе­
раторов.

2. Явные выражения для функций 𝑛-точечных единичных классиче­
ских блоков с двумя тяжелыми операторами, процедура фактори­
зации 𝑛-точечных единичных классических блоков.

3. Поправки к многоточечным единичным классическим блокам в
сверхлегком приближении.

4. Конструкция трёхмерной геометрии, порождаемой тремя и более
тяжелыми операторами на границе.

5. Описание легких операторов классического блока в терминах дере­
вьев Штейнера, явные выражения для длин данных деревьев.

Научная новизна, достоверность и личный вклад автора. Но­
визна рассматриваемых вопросов, а также достоверность полученных резуль­
татов привели к продвижению в понимании AdS3/CFT2 соответствия в клас­
сическом пределе. Все представленные в диссертации результаты являются
оригинальными и получены автором лично или при его непосредственном
участии. Приведенные в диссертации результаты являются актуальными, ис­
пользуются и развиваются как российскими, так и зарубежными научными
группами.

Научная и практическая значимость. Изучаемые в диссертации
проблемы представляют научный интерес в области теоретической и мате­
матической физики. Полученные в работе выражения для классических кон­
формных блоков могут быть использованы для вычисления энтропии запу­
тывания, корреляторов ОТОС, анализа феномена скрамблинга, а также для
вычислений в теории Лиувилля. Конструкции, связанные с монодромным
методом, могут быть перенесены на случаи конформных блоков, которые ас­
социированы с 𝑊𝑁 и BMS3 алгебрами. Методы построения трехмерных гео­
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метрий, продуцируемых тяжелыми операторами, могут быть использованы
для анализа дуальной реализации HL приближения в следующих порядках.
Разработанные методы вычисления длин геодезических сетей могут быть ис­
пользованы для дальнейшей проверки AdS3/CFT2 соответствия в различных
приближениях.

Апробация работы. Основные результаты работы опубликованы в
4 статьях [1—4] в журналах, рекомендованных ВАК. Помимо этого, основные
результаты диссертации докладывались на семинарах ОТФ ФИАН, а также
на следующих конференциях:

1. Молодежная конференция по теоретической и экспериментальной
физике (Институт теоретической и экспериментальной физики име­
ни А.И. Алиханова (ИТЭФ), 25 - 28 ноября 2019, Москва, Россия)

2. Международная конференция «Hamilton School on Mathematical
Physics» (Trinity College Dublin, 24 - 28 августа 2020, Дублин, Ир­
ландия)

3. Международная конференция «Strings and Fields 2020» (Институт
теоретической физики им. Х. Юкавы (YITP), 16 - 20 ноября 2020,
Киото, Япония)

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
трех глав, заключения и 4 приложений. Полный объем диссертации 106 стра­
ниц текста с 21 рисунком и 1 таблицей. Список литературы содержит 110 на­
именований.

Содержание работы
Во введении обосновывается актуальность темы исследования и при­

водится обзор научной литературы по изучаемым проблемам. Также форму­
лируются цели, задачи и защищаемые положения диссертации.

Первая глава основана на работах [1—4] и посвящена анализу
𝑛-точечных классических конформных блоков в HL приближении.
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Конформный блок, соответствующий 𝑛-точечной корреляционной
функции примарных операторов с конформными размерностями ∆𝑖, 𝑖 =

1,...,𝑛, представляет собой вклад в корреляционную функцию набора 𝑛 − 3

примарных операторов из спектра теории с промежуточными размерностя­
ми ∆̃𝑝, 𝑝 = 1,...,𝑛 − 3. В классическом пределе 𝑐 → ∞ конформный блок
определяется экспонентой от классического блока 𝑓(𝑥|𝜖, 𝜖):

ℱ(𝑥|∆, ∆̃,𝑐)
⃒⃒⃒
𝑐→∞

→ exp
[︁ 𝑐

6
𝑓(𝑥|𝜖, 𝜖)

]︁
, 𝜖𝑖 =

6∆𝑖

𝑐
, 𝜖𝑝 =

6∆̃𝑝

𝑐
,

где также полагается, что внешние и промежуточные классические размерно­
сти 𝜖, 𝜖 конечны в этом пределе и 𝑥 = {𝑧1, 𝑧2,...,𝑧𝑛}. Монодромный метод вы­
числения классических блоков основывается на рассмотрении вспомогатель­
ного (𝑛+1)-точечного блока со вставкой вырожденного оператора 𝑉(2,1). Дан­
ный вспомогательный блок удовлетворяет уравнению Белавина-Полякова­
Замолодчикова, которое определяет его монодромные свойства при обходе
по контурам специального вида. Анализируя монодромии вспомогательного
блока, можно получить систему алгебраических уравнений на аксессорные па­
раметры 𝑛-точечного классического блока 𝑐𝑚 = 𝜕𝑓(𝑥|𝜖,𝜖)

𝜕𝑧𝑚
, которые называются

монодромными уравнениями. Эта система рассматривается в HL приближе­
нии, в рамках которого предполагается, что все операторы разделены на два
сектора, легкий и тяжелый, причем

𝜖𝑖 ≪ 𝜖𝑗 , 𝑖 = 1,..,𝑘 , 𝑗 = 𝑘 + 1,..,𝑛 .

В Разделе 1.2. описан монодомный метод вычисления 𝑛-точечных клас­
сических конформных блоков с 𝑘 легкими и (𝑛− 𝑘) тяжелыми операторами,
которые далее обозначаются 𝐿𝑘𝐻𝑛−𝑘. Оказывается, что монодромные урав­
нения упрощаются, если ввести голографические переменные 𝑤𝑖 , 𝑖 = 1,...,𝑘,
рассмотренные в Разделе 1.3. Эти переменные строятся как значения голо­
графической функции 𝑤(𝑦) в точках вставки легких операторов, а сама го­
лографическая функция определяется тяжелым сектором классического кон­
формного блока. Голографические функции были явно найдены для случаев
двух и трёх тяжелых операторов. В терминах голографических переменных
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система монодромных уравнений, определяющая 𝐿𝑘𝐻𝑛−𝑘 блок, имеет вид

𝐼
(𝑝)
++𝐼

(𝑝)
++ + 𝐼

(𝑝)
+−𝐼

(𝑝)
−+ = −4𝜋2𝜖2𝑝 , 𝑝 = 1,...,𝑘 − 1 ,

𝐼
(𝑝)
++ = 𝐼

(𝑘−1)
++ = 0 , 𝑝 = 𝑘,...,𝑛− 3 ,

где

𝐼
(𝑝)
++

2𝜋𝑖
=

𝑚𝑖𝑛{𝑝+1,𝑘}∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖𝑤𝑖 + 𝜖𝑖) ,
𝐼
(𝑝)
+−

2𝜋𝑖
=

𝑚𝑖𝑛{𝑝+1,𝑘}∑︁
𝑖=1

(︀
𝑋𝑖𝑤

2
𝑖 + 2𝜖𝑖𝑤𝑖

)︀
,

𝐼
(𝑝)
−+

2𝜋𝑖
= −

𝑚𝑖𝑛{𝑝+1,𝑘}∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 , 𝑋𝑖 =
1

𝑤′
𝑖

(︂
𝑐
(1)
𝑖 − 𝜖𝑖

𝑤′′
𝑖

𝑤′
𝑖

)︂
, 𝑖 = 1,...,𝑘,

и 𝑐
(1)
𝑖 обозначают аксессорные параметры, построенные по легкому сектору

классического блока в первом порядке HL приближения, а 𝑤′
𝑖 и 𝑤′′

𝑖 - первую
и вторую производные голографической функции в точках 𝑧𝑖. Исходя из
свойств этой системы было доказано свойство униформизации классических
конформных блоков, согласно которому форма легкого сектора определяет­
ся только конфигурацией легких операторов (в терминах голографических
переменных).

Для случая двух тяжелых операторов система мнодромных уравне­
ний, написанная выше, рассматривалась в Разделе 1.4. Были воспроизве­
дены выражения для 4-точечных и получены явные функции единичных
5, 6-точечных блоков, соответствующих равенству одной из промежуточных
размерностей 0. Также были найдены многоточечные блоки с несколькими
нулевыми промежуточными размерностями. Вычисление этих блоков опира­
ется на факторизационное соотношение для единичных многоточечных бло­
ков, доказанное в Разделе 1.6. и Приложении Б. В Разделе 1.5. рассматрива­
лись 4, 5-точечные блоки с тремя тяжелыми операторами, для которых было
явно продемонстрировано свойство униформизации классических конформ­
ных блоков, сформулированное выше. Кроме этого, в Приложении А было
проверено, что функция 4-точечного блока с тремя тяжелыми операторами
в первых порядках по координате легкого оператора воспроизводит ответ,
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полученный разложением в ряд и последовательным рассмотрением класси­
ческого и HL приближений для произвольного 4-точечного блока.

Дальнейшим развитием методов вычисления многоточечных блоков
является рассмотрение дополнительного сверхлегкого приближения в Раз­
деле 1.7. В этом приближении вычислен ряд классических блоков общего
положения. Теория возмущений строится над найденными в Разделах 1.4.
и 1.6. единичными блоками и получены соответствующие 5, 6-точечные и
(2𝑀 + 2)-точечные блоки с сверхлегкими операторами, где 𝑀 = 3, 4,...

Вторая глава основана на результатах работы [2] и посвящена анали­
зу дуальной трёхмерной геометрии, продуцируемой тяжелым сектором клас­
сических конформных блоков.

Дуальная геометрия описывается метрикой Баньядоса

𝑑𝑠2 = 𝑅2

(︂
−𝐻(𝑧)𝑑𝑧2 − �̄�(𝑧)𝑑𝑧2 +

𝑢2

4
𝐻(𝑧)�̄�(𝑧) 𝑑𝑧𝑑𝑧 +

𝑑𝑢2 + 𝑑𝑧𝑑𝑧

𝑢2

)︂
,

где 𝑢 ∈ [0,∞) и 𝑧, 𝑧 ∈ C, радиус AdS3 обозначен 𝑅. Эта метрика параметри­
зуется (анти)голоморфной функциями 𝐻(𝑧) и �̄�(𝑧), которые отвечают гра­
ничным степеням свободы. В контексте AdS3/CFT2 соответствия 𝐻(𝑧) отож­
дествляется с классическим тензором энергии-импульса граничной двумер­
ной теории, зависящим от размерностей тяжелых операторов

𝑇 (𝑧|∆) =
𝑐

6
𝐻(𝑧|∆) ,

где 𝑐 = 3𝑅/2𝐺𝑁 .
Для случаев двух и трех тяжелых операторов в Разделе 2.2. был пред­

ложен способ построения таких геометрий. В этом подходе естественным обра­
зом возникают голографические переменные, введенные в Главе 1. Дуальные
геометрии, генерируемые двумя и тремя тяжелым операторам в граничной
теории, были описаны как пространства AdS3 с коническими дефектами.

Для случая двух тяжелых операторов, после перехода к глобальным
координатам, было показано, что полученная метрика воспроизводит метри­
ку конической сингулярности. Для метрики, продуцируемой двумя тяжелыми
операторами с размерностями 𝜖𝐻 , изучались свойства сечения постоянного
времени. Было показано, что соответствующая метрика сводится к модели
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диска Пуанкаре с угловым дефектом 𝛼 =
√

1 − 4𝜖𝐻 . Данное наблюдение яв­
ляется важным для обсуждения в Главе 3, где широко используются свойства
диска Пуанкаре.

Для случая трёх тяжелых операторов были найдены положения и ве­
личины конических дефектов, которые параметризуются классическими раз­
мерностями тяжелых операторов. Также предложен метод построения дуаль­
ной метрики для более чем трех тяжелых операторов. Для метрики, генери­
руемой (𝑛 − 𝑘) тяжелыми операторами, было найдено описание в терминах
конических дефектов. Также вычислены длины простейших геодезических
на данной геометрии и показано их соответствие (𝑛− 𝑘 + 1)-точечным клас­
сическим конформным блокам 𝐿𝐻𝑛−𝑘.

Третья глава, основанная на результатах работ [1; 4], посвящена ду­
альному описанию легкого сектора классических конформных блоков в тер­
минах голографических деревьев Штейнера.

Ранее была доказана теорема равенства классических конформных
блоков в HL приближении и длин геодезических сетей на гиперболической
плоскости [25]. Однако, явные выражения для многоточечных блоков/длин
сетей оставались неизвестными, что требовало развития методов вычисления
таких блоков/геодезических сетей. В Главе 3 изучаются геодезические сети,
дуальные классическим конформным блокам с двумя тяжелыми оператора­
ми. В силу свойства униформизации, анализ может быть легко обобщен на
произвольное число тяжелых операторов.

В Разделе 3.1. задача о поиске длины геодезической сети была пере­
формулирована как задача Штейнера на диске Пуанкаре. Задача Штейне­
ра состоит в том, чтобы (при заданных внешних вершинах и весах ребер)
найти координаты внутренних вершин так, чтобы длина связного дерева, со­
единяющего эти вершины, была минимальна. Оказывается, что специальные
голографические деревья Штейнера, растянутые на диске Пуанкаре D𝛼 с де­
фектом угла 𝛼 дуальны классическим конформным блокам. Более точно,
взвешенная длина такого дерева 𝐿

(𝑛−1)
D𝛼

(𝑤|𝜖, 𝜖) считает вклад легкого сектора
в классический конформный блок, что может быть выражено голографиче­
ским соотношением
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𝑓𝑛(𝑧(𝑤)|𝛼,𝜖, 𝜖) = −𝐿
(𝑛−1)
D𝛼

(𝑤|𝜖, 𝜖) + 𝑖
𝑛−2∑︁
𝑘=1

𝜖𝑘𝑤𝑘 , 𝑤(𝑧) = 𝑖 ln(1 − 𝑧).

Голографическое дерево Штейнера, дуальное 𝑛-точечному блоку,
включает в себя 𝑛−2 внешних ребра, прикрепленных к границе/центру диска
Пуанкаре и 𝑛 − 3 внутренних ребра, которые соединяются в трехвалентных
вершинах, причем веса ребер задаются классическими размерностями внеш­
них/промежуточных операторов. Для вычисления длин деревьев Штейнера
с вершинами на границе диска Пуанкаре была разработана процедура регу­
ляризации, изложенная в Приложении B. В Разделе 3.2. методами гипербо­
лической тригонометрии были найдены длины деревьев, дуальных классиче­
ским конформным блокам из Раздела 1.4. и была явно продемонстрирована
голографическая дуальность между такими блоками и голографическими де­
ревьями Штейнера.

Помимо этого, факторизационное соотношение, доказанное в Разде­
ле 1.6., допускает простую интерпретацию в терминах разрезов голографи­
ческих деревьев Штейнера, что обсуждается в Разделе 3.1.3. Было показа­
но, что голографические деревья Штейнера с разрезами считают единичные
𝑛-точечные блоки. Несмотря на то, что данные деревья Штейнера являются
частными случаями геодезических сетей, для получения длин деревьев бо­
лее общего вида можно развивать дополнительную теорию возмущений (по
весам ребер) над деревьями Штейнера с разрезами. В Разделе 3.3. строится
теория возмущений по сверхлегким весам, которая с точки зрения гранич­
ной теории отвечает SL приближению. Полученные в рамках данной теории
возмущения результаты позволяют явно проверить голографическое соот­
ношение между деревьями Штейнера из Раздела 3.3 и классическими кон­
формными блоками из Раздела 1.7. Например, было доказано соответствие
между (2𝑀 + 2)-точечным блоком и дуальным ему голографическим дере­
вом Штейнера с (2𝑀 + 1) внешними вершинами. Взвешенная длина данного
дерева зависит от координат внешних вершин на границе диска Пуанкаре
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𝑤𝑘, 𝑘 = 1,...,2𝑀 и имеет вид

𝐿
(2𝑀+1)
D (𝑤𝑖|𝜖, 𝜖) = 2

𝑀∑︁
𝑖=1

𝜖𝑖 log sin𝑤2𝑖−1,2𝑖 + 2
𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝜖𝑖 log
(︁√︀

𝑈2𝑖+1 + 1 +
√︀

𝑈2𝑖+1

)︁

+𝜖𝑟 log cot
𝑤

2𝑀−1,2𝑀

2
,

𝑈2𝑖−1 =
sin𝑤2𝑖+1,2𝑖 sin𝑤2𝑖+2,2𝑖−1

sin𝑤2𝑖,2𝑖−1 sin𝑤2𝑖+2,2𝑖+1
, 𝑤𝑖𝑗 =

𝑤𝑖 − 𝑤𝑗

2
,

где 𝜖𝑖 обозначают веса внешних ребер, 𝜖𝑟 - вес ребра, соединенного с центром
диска, 𝜖𝑖 - веса внутренних ребер, причем в рамках SL приближения пола­
гается 𝜖𝑟, 𝜖𝑖 ≪ 𝜖𝑖. Длина дерева с (2𝑀 + 1) внешними вершинами представ­
ляет максимально общий пример из обсуждаемых в литературе (в смысле
количества независимых весов дерева), когда и блок, и соответствующая ему
взвешенная длина могут быть полностью вычислены. Это важно в контексте
получения явных выражений длин голографических деревьев Штейнера и
многоточечных классических конформных блоков.

В заключении приведены основные результаты работы:
1. Развит монодромный метод вычисления 𝑛-точечных классических

конформных блоков с произвольным числом тяжелых операторов.
Введены голографические переменные, существенно упрощающие
монодромные уравнения, определяющие 𝑛-точечный классический
конформный блок. Установлено и доказано свойство униформиза­
ции легкого сектора классических конформных блоков с использо­
ванием голографических переменных.

2. Найдены 5, 6-точечные единичные блоки с двумя тяжелыми опе­
раторами и 4, 5-точечные блоки с тремя тяжелыми операторами.
Доказана теорема о факторизации и явно найдены единичные
𝑛-точечные блоки с двумя тяжелыми операторами.

3. Построены классические конформные блоки с сверхлегкими проме­
жуточными операторами в рамках теории возмущения над единич­
ными блоками. В сверхлегком приближении вычислены поправки к
𝑛-точечным единичным блокам.
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4. Описана дуальная геометрия, соответствующая тяжелому сектору
классических конформных блоков. Явно построены дуальные гео­
метрии, генерируемые тремя тяжелыми операторами и предложе­
но обобщение данной конструкции на произвольное число тяжелых
операторов.

5. Построены голографические деревья Штейнера на диске Пуанка­
ре, дуальные классическим конформным блокам. Найдены длины
деревьев с 𝑛 ≤ 5 внешними вершинами. Вычислены длины деревьев
с (2𝑀 + 1) внешними вершинами в дополнительном приближении
сверхлегких весов. Явно показано равенство длин деревьев соответ­
ствующим классическим конформным блокам.
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