
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки
«Физический институт имени П. Н. Лебедева Российской академии наук»

(ФИАН)

На правах рукописи

Радкевич Алексей Андреевич

Флуктуационные явления в низкоразмерных
сверхпроводниковых системах

Специальность 01.04.02 ––
«Теоретическая физика»

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико­математических
наук

Научный руководитель:
к.ф.­м.н., с.н.с.

Семенов Андрей Георгиевич

Москва –– 2021



2

Оглавление
Стр.

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава 1. Флуктуации и плотность состояний . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.1 Краткий экскурс в теорию флуктуаций в сверхпроводящих

нанопроволоках . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2 Предварительные замечания о плотности состояний . . . . . . . . . 20
1.3 Модель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4 Квазиклассическая функция Грина сверхпроводника в

присутствии флуктуаций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.5 Плотность состояний в сверхпроводниковых нанопроволоках . . . 26
1.6 Плотность состояний в сверхтонких сверхпроводниковых плёнках . 30
1.7 Обсуждение и результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Глава 2. Флуктуации фазы и бездиссипативный ток . . . . . . . . . . . . 36
2.1 Предварительные замечания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2 Модель c неограниченными флуктуациями фазы . . . . . . . . . . . 38
2.3 Эффективное граничное действие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4 Вариационный анализ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4.1 Пропагаторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 Бездиссипативный ток . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.5.1 Квантовый фазовый переход . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.5.2 Соотношение ток­фаза в присутствии флуктуаций . . . . . . 46
2.5.3 Влияние квантовых проскальзываний фазы . . . . . . . . . 47

2.6 Модель c ограниченными флуктуациями фазы . . . . . . . . . . . . 50
2.7 Результаты и обсуждение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Глава 3. Локализация куперовских пар и сверхпроводящие изоляторы 56
3.1 Эксперимент группы К. Арутюнова . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2 Измерение продольного сопротивления . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.3 Туннельная проводимость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.4 Джозефсоновский ток . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.5 Результаты и обсуждение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64



3

Стр.

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Список рисунков . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Приложение А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
А.1 Таблица параметров образцов из эксперимента группы

К.Арутюнова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
А.2 Фит кривой R(T ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
А.3 Нижняя оценка Lc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
А.4 Фиты вольт­амперной характеристики туннельных контактов . . . 87



4

Введение

Настоящая диссертация посвящена исследованию флуктуационных явле­
ний в низкоразмерных сверхпроводниковых системах.

Актуальность темы. Теория сверхпроводимости – одна из ключевых об­
ластей современной теории конденсированного состояния, а сверхпроводящие
устройства давно нашли применение при решении многих практических за­
дач. При уменьшении до мезо­ и наноразмерных масштабов сверхпроводящие
структуры начинают проявлять квантовые свойства. Квантовая интерференция в
таких структурах позволила сделать на их основе одни из наиболее чувствитель­
ных на сегодняшний момент датчиков магнитного поля. Крайне перспективным
направлением для их применения в последние десятилетия видится область кван­
товых вычислений. На основе сверхпроводящих квантовых интерференционных
устройств, т.н. SQUID’ов, созданы наилучшие на сегодняшний момент твёрдо­
тельные кубиты.

Совершенствование технологий изготовления сверхпроводниковых струк­
тур стало движущим фактором их минитюаризации, в результате которой всё
более важными становятся флуктуационные эффекты. Нарушая когерентность
фазы параметра порядка, флуктуации приводят к подавлению сверхпроводимости
в таких структурах и зачастую вызывают появлению в них свойств, нетипичных
для массивных сверхпроводников. Сверхпроводящие нанопроволоки прекрасно
вписываются в эту картину. Проскальзывания фазы – топологические флукту­
ации, свойственные одномерным системам – приводят к возникновению у них
ненулевого сопротивления. На стыке веков технологические достижения позво­
лили изготовить столь тонкие проволоки, что в них существенны оказываются
квантовые флуктуации. Сейчас технологии позволяют продвинуться ещё даль­
ше и достичь режима ниже точки квантового фазового перехода, в котором
флуктуации полностью разрушают когерентность фазы на больших масшта­
бах. Это порождает необходимость дальнейшего развития теории флуктуаций
в сверхпроводящих нанопроволоках. Дополнительным стимулом для подобного
исследования служит отсутствие теории влияния флуктуаций на локальные свой­
ства нанопроволок. Туннельные эксперименты, в которых локальные свойства
становятся доступны для наблюдения, также требуют создания такой теории.
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Физика сверхпроводящих нанопроволок весьма близка физике цепочек
джозефсоновских контактов, поскольку их низкоэнергетические теории совпа­
дают. Поэтому близки также и флуктуационные явления в них. Цепочки джо­
зефсоновских контактов стали в недавнем прошлом ключевыми компонентами
наиболее современных кубитов, что придаёт ещё большую актуальность теме
настоящей диссертации, так как её результаты проливают свет на перспективы
дальнейшей минитюаризации таких устройств и на их физику в целом.

Развитие теории флуктуаций в низкоразмерных сверхпроводящих
системах. Сверхпроводимость была открыта экспериментально в 1911 году
Камерлинг­Оннесом [1], обнаружившим, что при охлаждении ртути до опреде­
лённой критической температуры Tc её электрическое сопротивление полностью
исчезает. Со временем сверхпроводимость была обнаружена у множества ме­
таллов, а знания о свойствах нового состояния вещества росли. Отсутствие
сопротивления было более убедительно продемонстрировано экспериментами, в
которых в замкнутых сверхпроводниках возбуждался ток, нисколько не затухав­
ший по прошествии года. В 1933 году Мейсснер и Оксенфельд обнаружили [2]
другое важнейшее свойство, состоящее в вытеснении магнитного поля из толщи
сверхпроводника. Следуя новым открытиям, Ф. и Х. Лондоны предложили фено­
менологическую теорию, описывающую электродинамику сверхпроводника [3],
постулируя затухание магнитного поля вглубь сверхпроводника на определённой
длине, называемой лондоновской глубиной проникновения. Однако понимание
механизмов сверхпроводимости ещё долго ускользало от науки.

В 1950 году, используя успешный опыт построения теории фазовых пе­
реходов второго рода в других материалах, Гинзбург и Ландау предложили фе­
номенологическую теорию сверхпроводимости, опирающуюся на комплексный
параметр порядка, отождествлённый с волновой функцией сверхпроводящего
конденсата [4]. Благодаря ей были поняты многие термодинамические свойства
сверхпроводников в магнитном поле, в частности, были теоретически предсказа­
ны сверхпроводники второго рода и вихри Абрикосова [5], несущие внутри себя
т.н. ”квант потока”. Впоследствии теория Гинзбурга­Ландау была обоснована
микроскопически [6]. Несмотря на то что эта теория не является микроскопиче­
ской, она хорошо описывает многие наблюдаемые свойства сверхпроводников,
особенно вблизи критической температуры перехода. Более того, её относи­
тельная простота позволила ей остаться важным инструментом для описания
сверхпроводящих систем, который используется до сих пор.
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Дальнейшей вехой, предшествовавшей построению микроскопической
теории сверхпроводимости, стало открытие энергетической щели в спектре
квазичастиц. В эксперименте Корака [7] было показано, что электронная тепло­
ёмкость сверхпроводников при низких температурах ведёт себя экспоненциально,
что явно указывало на наличие щели. Эксперименты по поглощению электро­
магнитного излучения [8; 9] продемонстрировали наличие порога поглощения,
указывающего на щель, величина которой оказалась в 2 раза выше значения,
следующего из измерений теплоёмкости, что свидетельствовало о возбужде­
нии пар квазичастиц. Другим важным открытием того времени стало открытие
изотопического эффекта [10; 11], который указал на ключевую роль электрон­
фононного взаимодействия в возникновении сверхпроводимости. Финальным
ингредиентом, необходимым для построении микроскопической теории, стала
задача Купера [12], обнаружившего, что сколь угодно малое притяжение между
электронами вблизи поверхности Ферми в условиях вырожденного газа приводит
к возникновению связанного состояния пар электронов (с энергией меньше фер­
миевской), названного впоследствии куперовской парой. Все эти открытия вкупе
со многими другими, опущенными в настоящем экскурсе, в результате привели к
формулировке в 1957 году Бардиным, Купером иШриффером микроскопической
теории сверхпроводимости (теории БКШ) [13]. Ключевым моментом сформу­
лированной теории стало спонтанное нарушение симметрии, в ходе которого
ниже температуры перехода возникает аномальное среднее оператора рождения
пар электронов с противоположными спинами, ответственное за появление т.н.
сверхпроводящего конденсата. Теория в рамках одной модели объяснила наличие
щели и её соотношение с критической температурой перехода, а также электро­
динамические свойства сверхпроводников, а её успехи впоследствии привели к
важным открытиям даже за пределами физики сверхпроводников, см., например,
[14]. Впоследствии эти результаты были воспроизведены в других подходах Бо­
голюбовым [15] и Горьковым [16], причём в последней работе была использована
особенно удобная для задач сверхпроводимости техника функций Грина.

Ещё до полноценного появления теории БКШ была замечена [17] проблема
нарушения калибровочной инвариантности в выражении для тока, полученном
Бардиным. Разрешение этого вопроса предложил Андерсон [18; 19], сформули­
ровавший теорию калибровочно инвариантного отклика, в которой важная роль
отводится коллективным возбуждениям плотности – плазменным модам. В ука­
занных работах было показано, что в трёхмерном сверхпроводнике плазменная
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мода практически не подвержена влиянию сверхпроводимости и фактически сов­
падает с таковой в нормальном состоянии. При этом в её спектре имеется щель,
имеющая обычно существенно большую величину, чем щель в спектре квазича­
стиц. Для гипотетического случая нейтральных сверхпроводников была найдена
звукоподобная бесщелевая коллективная мода, предсказанная ещё Боголюбовым.
Впоследствии были найдены условия, когда и в реальных сверхпроводниках воз­
можно наблюдать особые низкоэнергетические коллективные возбуждения.

В начале 60­х годов появились исследования, прояснившие особую роль
фазы параметра порядка в сверхпроводниках. В экспериментальных работах [20;
21] было выяснено, что магнитный поток, пропущенный через полый сверхпро­
водящий цилиндр или кольцо, может принимать дискретные значения, кратные
т.н. сверхпроводящему кванту потока Φ0 = hc/2e. Это явление ранее предполо­
жил Лондон [22], исходя из однозначности волновой функции электрона, однако
предсказанное им значение кванта потока расходилось с наблюдаемым в 2 ра­
за. Объяснение этому было сразу дано в [23––25], а значение сверхпроводящего
кванта потока было связано с тем, что ток переносится парами электронов. Ины­
ми словами, квантование потока следует из однозначности параметра порядка (и
эффекта Мейсснера). В системе того же типа периодическую по потоку компо­
ненту экспериментально обнаружили у критической температуры перехода и у
сопротивления чуть выше точки перехода Литтл и Паркс [26].

В 1962 году Джозефсон предсказал, что ток может протекать между двумя
сверхпроводниками через изолирующий слой даже без приложения напряжения
[27], причём его величина периодически зависит от разности фаз между сверх­
проводниками. Им же был предсказан эффект периодических осцилляций тока в
этой системе при приложении постоянного напряжения. Микроскопическое вы­
числение туннельного тока с учётом температуры было проведено Амбегаокаром
и Баратовым в [28; 29]. Экспериментальное подтверждение как статического, так
и динамического эффектов Джозефсона не заставило себя долго ждать [30––32].
Эти открытия продемонстрировали, что квантовые эффекты могут наблюдаться в
сверхпроводниковых системах, содержащих огромное количество электронов как
следствие когерентности волновой функции куперовских пар на больших рассто­
яниях, и параллельно подчеркнули ключевую роль фазы параметра порядка для
их понимания. С этих работ началось изучение сверхпроводящих систем малых
размеров, демонстрирующих квантовые свойства, которые сейчас называют ме­
зоскопическими. На основе джозефсоновского перехода вскоре были созданы т.н.
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SQUID’ы [33], впоследствии нашедшие практическое применение, например, как
невероятно точные датчики магнитного поля.

Теория БКШ является теорией среднего поля, то есть, оперирует сред­
ним значением параметра порядка без учёта его флуктуаций. В случае обычных
массивных сверхпроводников этого оказалось достаточно для количественного
описания происходящих явлений за пределами очень узкой флуктуационной об­
ласти вблизи точки перехода, как было показано ещё Гинзбургом [34]. Однако для
низкоразмерных сверхпроводников (сверхтонких плёнок, проволок), в особенно­
сти грязных, ситуация меняется. В [35; 36] было обнаружено, что возникновение
параметра порядка в одно­ и двумерных системах (в последних только при конеч­
ных температурах) оказывается невозможным из­за гидродинамических (гладких
длинноволновых) флуктуаций. Вскоре был опубликован один из ключевых общих
результатов в контексте низкоразмерных систем, коим стала теорема Мермина­
Вагнера­(Хохенберга) [37; 38], согласно которой дальний порядок разрушается
флуктуациями всегда в размерности 1 и при конечной температуре в двумерных
системах. Во второй из этих работ Хохенберг явно применил это утверждение к
сверхпроводникам и продемонстрировал, что среднее значение параметра поряд­
ка в этих условиях оказывается равным нулю. Однако теорема ничего не говорит
о том, какие свойства сверхпроводников разрушаются флуктуациями. Важно от­
метить, что полученный результат свидетельствует об особой значимости именно
квантовых флуктуаций в одномерии, поскольку при нулевой температуре в тер­
модинамическом пределе классические температурные флуктуации исчезают.

В это же время Литтл в [39], а также Лангер и Амбегаокар [40] теоре­
тически показали, что сопротивление одномерных сверхпроводящих образцов
остаётся конечным даже ниже температуры перехода, хотя его величина крайне
быстро падает с удалением от Tc. Возникновение сопротивления они объяснили
термическим возбуждением крайне маловероятных флуктуаций, в ходе которых
модуль параметра порядка опускается до нуля, а фаза меняется на 2π. Подобные
флуктуации впоследствии назовут проскальзываниями фазы. В дальнейшем роль
подобных – топологических – флуктуаций ещё не раз будет подчёркнута.

Во второй половине 60­х годов появились работы, посвящённые флуктуа­
ционным эффектам. Конечно, небольшая конечная ширина перехода отмечалась
ещё в экспериментах Литтла и Паркса, но специально она тогда не исследова­
лась, так же как не было и соответствующей теории. В 1967 году в эксперименте
[41] исследовались очень тонкие и узкие оловянные (микро­) полоски вбли­
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зи температуры перехода, и было обнаружено, что с уменьшением ширины
появляются существенные отклонения в поведении критического тока от средне­
полевого поведения, причём как величина эффекта, так и область его действия
росли с уменьшением размеров образца. В 1967 Гловером было обнаружено,
что проводимость аморфных сверхпроводящих висмутовых плёнок стремится к
бесконечности как (T −Tc)

−1 при приближении к критической температуре свер­
ху [42]. Параллельно и независимо в 1968 году Асламазов и Ларкин показали
[43; 44], что в тонких грязных плёнках флуктуационная область определяется
безразмерным кондактансом, определённым как отношение квантовой едини­
цы сопротивления h/e2 и т.н. сопротивления плёнки на квадрат R□, и может
оказаться значительной. Ещё более значительной оказывается она в тонких виске­
рах. Одновременно они обнаружили, что флуктуации уменьшают сопротивление
сверхпроводника в нормальной фазе, причём соответствующая поправка может
оказаться значительной даже за пределами флуктуационной области. Их резуль­
тат оказался в великолепном согласии с данными Гловера. Ещё одна независимая
флуктуационная поправка была найдена Маки [45] и позже Томпсоном [46]. Ука­
занные работы заложили основу микроскопической теории флуктуаций выше
точки перехода. Разработанный в этих работах подход, однако, непригоден для
исследования явлений, происходящих ниже точки перехода. В особенности, прак­
тически значимая область низких температур T ≪ ∆ требует принципиально
других методов.

В 70­х годах произошёл перелом в понимании физики двумерных систем,
начавшийся с работ Березинского [47], Костерлитца и Таулесса [48], в которых
был предсказан фазовый переход нового типа, обусловленный взаимодействием
вихрей. Это переход между режимом, в котором вихри противоположной ори­
ентации связаны в пары, и режимом, в котором возникает конечная плотность
неспаренных вихрей, называемый переходом БКТ по именам первооткрывате­
лей. С математической точки зрения в момент перехода корреляционная функция
параметра порядка меняет свою асимптотику на больших расстояниях со сте­
пенной на экспоненциальную. Изначально эти результаты были применены к
двумерным ферромагнетикам и сверхтекучим жидкостям, и только впоследствии
идея перехода БКТ была адаптирована к случаю сверхпроводников [49]. В дву­
мерных сверхпроводниках переход происходит при температуре TBKT , которая
оказывается очень близка к Tc и лежит во флуктуационной области [50]. Сверху
от перехода плёнка приобретает конечное сопротивление, поэтому для двумер­
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ной системы истинной температурой сверхпроводящего перехода нужно считать
именно TBKT .

В это же время были обнаружены характерные для сверхпроводников низ­
коэнергетические коллективные моды. В 1974 году Карлсон и Голдман [51]
пронаблюдали низкоэнергетическую коллективную моду в грязных алюмини­
евых плёнках при температурах чуть ниже Tc. Эта мода существует даже в
массивных сверхпроводниках, однако, она оказывается недолгоживущей. В 1985
году Муи иШён предсказали наличие звуковой моды с большим временем жизни
в тонких сверхпроводящих проволоках [52]. Эта мода свойственна лишь низ­
коразмерным образцам, в которых кулоновское взаимодействие не приводит к
возникновению щели на малых волновых векторах. В низких размерностях нали­
чие моды Муи­Шёна играет важную роль, поскольку она формирует внутреннее
низкоэнергетическое диссипативное окружение.

Понимание квантовых процессов в сверхпроводниковых структурах вы­
шло на новый уровень в 80­х годах, когда стал возможен одновременный учёт
квантовых флуктуаций и диссипации. К этому моменту в теории конденсиро­
ванного состояния и, в частности, сверхпроводимости получил распространение
фейнмановский функциональный интеграл, позволивший более наглядно фор­
мулировать многие задачи и удобный для построения различных приближений.
Одной из ключевых предпосылок его успеха стала возможность строить эффек­
тивную теорию сложной системы в терминах интересующих степеней свободы
напрямую, ”проинтегрировавшись” по неинтересным переменным. В случае ли­
нейной связи интересующей системы с набором гармонических осцилляторов
влияние последних описывается функционалом Фейнмана­Вернона [53]. Кванто­
вомеханическое описание диссипативных систем, по­видимому, началось с работ
Калдейры и Леггетта [54; 55], исследовавших влияние диссипации на тунне­
лирование. Изначально мотивированные тем фактом, что динамика магнитного
потока в сверхпроводящих квантовых интерферометрах (SQUID’ах) при низ­
ких температурах регулируется квантовым туннелированием (что следовало, в
частности, из более ранних оценок Калдейры, сделанных в его диссертации, и,
вероятно, наблюдалось экспериментально), они создали модель, удобную для
описания квантовых процессов в присутствии линейного бозонного диссипатив­
ного окружения, которое мы также будем называть баней. В частности, эта модель
позволяла учитывать омическую диссипацию в туннельных контактах. Вскоре
было обнаружено, что диссипация способна на качественном уровне менять свой­
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ства квантовых систем. Исследуя динамику квантовой частицы в периодическом
потенциале с учётом омической диссипации, Шмид показал, что, в зависимости
от силы диссипации, частица при нулевой температуре может демонстрировать
либо диффузионное поведение, либо оказаться локализованной в одном из ми­
нимумов потенциала [56]. Как следствие этого, джозефсоновкий контакт может
находиться либо в сверхпроводящем состоянии с хорошо определённой фазой,
либо в резистивном с делокализованной фазой, причём между ними имеет место
квантовый фазовый переход по силе диссипации. Впоследствии наличие кван­
тового диссипативного перехода было подтверждено экспериментально [57; 58],
причём ниже точки перехода система демонстрировала изолирующее поведение.
В 1984 году Амбегаокар, Эккерн и Шён получили эффективное действие джо­
зефсоновского контакта [59], выраженное лишь в терминах переменной фазы
параметра порядка, пригодное для исследования в нём квантовых свойств и учи­
тывающее возбуждение квазичастиц и куперовских пар в его берегах. Важной
его особенностью оказалось наличие диссипативного члена, возникающего из­за
уноса энергии возбуждениями в берегах и, таким образом, отвечающего за внут­
реннюю диссипацию, имеющуюся в системе самой по себе без подключения к
резервуару.

С развитием экспериментальных методов стало возможно изготовление до­
статочно тонких сверхпроводниковых проводов, в которых могли наблюдаться
квантовые эффекты. Впервые факт того, что подобные образцы при низких тем­
пературах сохраняют заметное сопротивление, был отмечен в работе [60]. Это
сопротивление не может быть объяснено в рамках модели термически акти­
вированных проскальзываний фазы, в которой сопротивление экспоненциально
быстро падает при уменьшении температуры, и естественным объяснением его
возникновения стали квантовые проскальзывания фазы. Позже появились другие
работы, подтверждающие расхождения с теорией термически активированных
проскальзываний фазы [61; 62]. Ранние попытки описать явление квантовых
проскальзываний фазы провалились в силу многих неучтённых факторов, в част­
ности, поскольку использовавшийся метод временной теории Гизбурга­Ландау не
подходил для описания явлений, происходящих при T ≪ Tc. Подходящая мик­
роскопическая теория была представлена в работах [63––65], которые не только
смогли количественно объяснить возникновение столь большого сопротивле­
ния и наблюдавшееся отрицательное магнитосопротивление, но и предсказали
наличие квантового фазового перехода БКТ­типа, происходящего при нулевой
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температуре по достижении некоторой критической толщины проволоки. Сама
точка перехода задаётся условием g = 16, где g – т.н. безразмерный кондактанс
проволоки, определённый как g = 2πRq/Zw, где Rq = ℏ/e2 – квант сопро­
тивления, а Zw – волновой импеданс проволоки. Будучи решениями вихревого
типа в пространстве­времени, они демонстрируют физику, сходную с физикой
вихрей в двумерных сверхпроводниках. В то время как выше точки перехода про­
скальзывания фазы с противоположными ”зарядами”существуют в тесных парах,
ниже точки перехода появляется конечная плотность неспаренных проскальзыва­
ний фазы, которые разрушают фазовую когерентность на больших масштабах. В
результате проволока переходит в изолирующее состояние, приобретая сопротив­
ление, не исчезающее даже при нулевой температуре (в бесконечной проволоке
оно должно расходиться при стремлении температуры к нулю). Разработанная
теория с успехом подтвердилась в ключевых исследованиях [66; 67].

Другим важным аспектом физики сверхпроводящих нанопроволок являет­
ся наличие диссипативного окружения из мод Муи­Шёна. Именно диссипация
на низких энергиях ответственна за взаимодействие проскальзываний фазы на
больших расстояниях и, как следствие, отчасти за возникающее сопротивление
и квантовый фазовый переход БКТ. При помещении джозефсоновского барье­
ра внутрь проволоки наличие бани мод Муи­Шёна приводит к физике в духе
шунтированных сопротивлением джозефсоновских контактов, уменьшая без­
диссипативный ток, способный течь по проволоке [68]. Сами по себе моды
Муи­Шёна вместе с флуктуациями модуля параметра порядка ответственны за
флуктуационное уменьшение среднего значения сверхпроводящей щели [69], ко­
торое должно становиться более выраженным с уменьшением толщины образца.

В 2013 году было теоретически показано, что замкнутые квазиодномерные
сверхпроводниковые кольца сохраняют способность проводить незатухающий
(бездиссипативный) электрический ток при пропускании через них магнитного
потока [70]. Для колец больших периметров он оказывается экспоненциально по­
давленным на масштабах больше корреляционной длины Lc в ”изолирующей”
фазе с распаренными проскальзываниями фазы. Этот результат продемонстри­
ровал, что в этой фазе сверхпроводящие свойства разрушаются не полностью
на конечных масштабах. В данном случае причиной оказывается отсутствие
в замкнутых кольцах внутренней диссипации. В указанной работе также бы­
ло построено эффективное действие в терминах дуальной переменной, удобное
для описания физики проскальзываний фазы. По форме это действие модели
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синус­Гордона, что позволяет пользоваться аналогиями с другими физическими
системами.

Таким образом, было установлено, что флуктуации – как термически акти­
вированные, так и квантовые – значительно влияют на физику сверхпроводящих
нанопроволок, придавая им ненулевое сопротивление и уменьшая величину
сверхпроводящей щели. Даже при крайне низких температурах квантовые флук­
туации играют ключевую роль в физике таких систем, что особенно ярко прояв­
ляется в возникновении квантового фазового перехода БКТ­типа, в ходе которого
система переходит в изолирующее состояние, в котором когерентность фазы на
больших масштабах подавляется.

В то же время, о влиянии флуктуаций на локальные характеристики систе­
мы было известно немногое. Будучи доступными для наблюдений в туннельных
экспериментах, они служат дополнительным источником информации о систе­
ме и требуют отдельного анализа, который и стал одной из основных задач в
данной работе. Необходимость такого исследования подкрепляется также появле­
нием экспериментальных данных группы К. Арутюнова о свойствах туннельных
контактов со сверхпроводящими нанопроволоками, находящимися в ”изолирую­
щей” фазе. Объяснение наблюдаемых в эксперименте различий между кривыми
зависимости сопротивления от температуры для образцов с близкими параметра­
ми, а также зависящего от температуры и толщины образца размытия туннельной
вольт­амперной характеристики проволоки также стало предметом исследования
автора.

Целью данной работы является теоретическое исследование свойств сверх­
провоящих нанопроволок, доступных для наблюдения в туннельных эксперимен­
тах.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Построить теоретическую модель, описывающую влияние флуктуаций
на одночастичные свойства низкоразмерных сверхпроводников.

2. Вычислить флуктуационную поправку к плотности одночастичных со­
стояний сверхпроводящих нанопроволок и сверхтонких плёнок.

3. Исследовать способность сверхпроводящих нанопроволок проводить
бездиссипативный ток по конечному участку в туннельных эксперимен­
тах.
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4. Объяснить наблюдающееся экспериментально сильное изменение зави­
симости сопротивления образца от температуры при незначительном
изменении параметров образца, а также сопоставить наблюдаемое уши­
рение туннельной вольт­амперной характеристики с развитой теорией
флуктуационных поправок к одночастичной плотности состояний.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются ориги­
нальными и получены впервые.

Теоретическая и практическая значимость настоящей диссертационной
работы состоит в разработке теории, объясняющей наблюдаемые в эксперименте
явления и обладающей предсказательной силой. Результаты проделанной работы
позволяют понять особенности сверхпроводящего состояния в квазиодномерных
сверхпроводниках. Полученные результаты могут найти применение в области
физики мезоскопических структур, имея непосредственное отношение также и к
цепочкам джозефсоновских контактов, являющихся основой лучших на настоя­
щий момент твердотельных кубитов.

Методология и методы исследования. В ходе работы был использован
широкий спектр современных методов физики конденсированного состояния,
включая методы функционального интегрирования, эффективного действия, ква­
зиклассических функций Грина и специально разработанную автором версию
вариационного метода.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Влияние флуктуаций на одночастичные свойства длинных cверхпрово­

дящих нанопроволок в типичных для экспериментов условиях в лиди­
рующем порядке эквивалентно воздействию омического диссипативного
окружения.

2. Плотность одночастичных состояний сверхпроводящих нанопроволок
как функция энергии претерпевает значительные изменения в результате
воздействия флуктуаций фазы параметра порядка. При всех температу­
рах, включая нулевую, происходит размытие характерных особенностей
плотности состояний вблизи края щели. А при отличных от нуля темпе­
ратурах состояния также возникают внутри щели.

3. В сверхтонких неупорядоченных сверхпроводниковых плёнках влияние
флуктуаций на плотность состояний оказывается значимым при проме­
жуточных температурах. В этом режиме плотность возникающих подще­
левых состояний распределена по всей подщелевой области, а величина
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эффекта оказывается заметной даже вдали от перехода сверхпроводник­
изолятор, происходящего при достаточно сильном беспорядке.

4. Флуктуации фазы подавляют бездиссипативный ток в сверхпроводящих
нанопроволоках при туннельных измерениях. Они не только уменьша­
ют его абсолютную величину, но и существенно видоизменяют соот­
ношение ток­фаза в системе. При достижении критической площади
поперечного сечения в системе происходит квантовый фазовый переход,
относящийся к классу эквивалентности переходаШмида, в ходе которого
способность проводить бездиссипативный ток либо утрачивается полно­
стью, либо существенно подавляется, в зависимости от типа системы.

5. Сверхпроводящие нанопроволоки в изолирующей фазе демонстрируют
поведение, характеризующееся сочетанием локальной сверхпроводи­
мости и эффективной локализации на больших расстояниях. В этом
режиме проволоки приобретают сопротивление, зависимость которого
от температуры определяется соотношением между длиной образца и
критическим масштабом БКТ перехода. В то же время образцы могут
сохранять способность проводить бездиссипативный ток по конечному
участку, а также сохраняют хорошо определённую щель в спектре при
низких температурах.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
международных конференциях ”Frontiers of Quantum and Mesoscopic
Thermodynamics” FQMT’17 (Прагa, Чехия, 2017), ”Superconducting Quantum
Technologies” SQT’18 (Москва, Россия, 2018), ”Quantum Coherent Phenomena at
Nanoscale” QCPN’19 (Искья, Италия, 2019) и ”Frontiers of Quantum andMesoscopic
Thermodynamics” FQMT’21 (Прага, Чехия, 2021), ”7­th International Conference on
Superconductivity and magnetism” ICSM2020 (Бодрум, Турция, 2021), а также на
семинарах по физике твёрдого тела и теории конденсированного состояния
ОТФ ФИАН.

Личный вклад. Все теоретические результаты были получены автором
лично, либо при его непосредственном участии. Анализ экспериментальных дан­
ных также был выполнен автором лично.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 8 пе­
чатных изданиях, 8 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 8 ––
в периодических научных журналах, индексируемых Web of Science и Scopus.
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 3 глав,
заключения и приложения. Во введении приводится история физики сверхпро­
водников с акцентом на низкоразмерные системы и флуктуационные явления в
них, а также излагаются основные идеи области. В первой главе исследуется вли­
яние флуктуаций на плотность состояний низкоразмерных сверхпроводников, а
также приводится краткий экскурс в физику сверхпроводниковых нанопроволок.
Во второй главе исследуется способность сверхпроводящих нанопроволок про­
водить бездиссипативный ток в туннельных экспериментах. Третья глава посвя­
щена исследованию ”изолирующего” состояния сверхпроводящих нанопроволок,
выполненного при сотрудничестве с экспериментальной группой К. Арутюнова.
В заключении излагаются основные результаты диссертации. Приложение со­
держит некоторые данные и выкладки, не приведённые в основной части третьей
главы.

Полный объём диссертации составляет 88 страниц, включая 14 рисунков и
1 таблицу. Список литературы содержит 106 наименований.



17

Глава 1. Флуктуации и плотность состояний

1.1 Краткий экскурс в теорию флуктуаций в сверхпроводящих
нанопроволоках

Сверхпроводящие свойства сверхпроводников s­типа описываются в тер­
минах комплексного поля параметра порядка ∆(x,t)eiφ(x,t). Ниже критической
температуры сверхпроводящего перехода модуль параметра порядка приобретает
ненулевое среднее значение ∆0. Ситуация, когда отклонения от этого средне­
го несущественны (например, в массивных трёхмерных образцах), описывается
теорией БКШ [13]. В эффективно низкоразмерных образцах учёт флуктуаций ста­
новится необходим, как показывает, например, теорема Мермина­Вагнера [37].

Флуктуации в сверхпроводящих нанопроволоках делятся на два класса:
гладкие вариации параметра порядка и проскальзывания фазы, см. Рис.1.1 и
ссылку [69]. Последние представляют из себя пространственно­временные кон­
фигурации, в которых в определённой точке в пространстве­времени модуль
параметра порядка обращается в ноль, а фаза изменяется на ±2π.

Рисунок 1.1 –– Типы флуктуаций в сверхпроводящих нанопроволоках. Слева:
гладкие вариации параметра порядка. Справа: проскальзывания фазы.

Гладкие флуктуации удобно изучать, пользуясь эффективным действием,
полученнымпутёммикроскопического вычисления в [69], которое описывает сов­
местную динамику отклонений параметра порядка от ∆0 и электромагнитного
поля.

Возбуждения модуля параметра порядка оказываются массивными как
следствие того, что уравнение согласования фиксирует его. Энергия, необходимая
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на возбуждение подобныхфлуктуаций, составляет 2∆0, что делает их маловероят­
ными при низких температурах. В материалах с электрон­дырочной симметрией
вариации параметра порядка в линейном порядке оказываются несвязанными
с электромагнитным полем, что препятствует их наблюдению и не оставляет
им возможности заметно влиять на электромагнитные свойства системы. Ин­
тенсивность квантовых флуктуаций модуля параметра порядка регулируется
безразмерным параметром gξ = Rq/Rξ, где Rq = h/e2 – квант сопротивления,
а Rξ – сопротивление участка проволоки размера длины когерентности ξ. Пара­
метр gξ пропорционален площади поперечного сечения проволоки s и становится
порядка единицы лишь в очень тонких образцах.

Спектр возбуждений фазы оказывается звуковым сω = kv, а сами возбуж­
дения носят название плазменных мод Муи­Шёна. С помощью функционального
интегрирования по электромагнитному полю легко получить эффективное дей­
ствие, описывающее эти возбуждения в терминах фазы параметра порядка,
классический вариант которого даётся выражением

Seff [φ] =
C

8e2

∫
dt

∫
dx
(
φ̇2 − v2(∇φ)2

)
, (1.1)

где C – ёмкость единицы длины провода, а v – скорость мод Муи­Шёна, завися­
щая от площади поперечного сечения s как v ∝

√
s. Пользуясь соотношениями

Джозефсона, легко убедиться, что первый член связан с ёмкостной энергией
проволоки, а второй – с кинетической индуктивностью сверхпроводящего конден­
сата. Интенсивность таких флуктуаций регулируется безразмерным параметром

g = 2πCv/e2 = Rq/Zw, (1.2)

где Zw – волновой импеданс проволоки.
Микроскопический анализ показывает, что при выполнении имеющего ме­

сто в типичных экспериментах условия
√

C
ν0e2s

≪ 1 или, эквивалентно, gξ ≪ g

отклонения от соотношения Джозефсона V = − 1
2eφ̇ оказываются подавлены на

низких энергиях [69] (здесь ν0 – плотность состояний на уровне Ферми, а V , A
– потенциалы электромагнитного поля). Вследствие этого, действие (1.1) очень
хорошо описывает гладкие флуктуации на низких энергиях.

Квантовые проскальзывания фазы – процессы квантовополевого туннели­
рования, в ходе которыхмодуль параметра порядка обращается в ноль в некоторой
точке в некоторый момент и просаживается на участке проволоки длины порядка
ξ на время порядка ξ/v (в зависимости от длины проволоки и других параметров
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эти масштабы могут оказаться иными), в области вокруг этой точки, называемой
ядром. В типичной ситуации действие такой конфигурации велико, и амплитуда
квантовых проскальзываний фазы γQPS оказывается экспоненциально мала,

γQPS ≈ gξ∆0

ξ
e−agξ, (1.3)

где a – константа порядка единицы. За пределами ядра модуль параметра порядка
восстанавливается до своего среднеполевого значения, в то время как для фазы
это невозможно, поскольку, в силу аналитичности параметра порядка, её набег
вокруг центра остаётся равным ±2π. Будучи вихрями в пространстве­времени,
эти конфигурации взаимодействуют, причём потенциал их взаимодействия (дей­
ствие) на больших расстоянияхR сводится к 8g log(R/ξ). Эта ситуация в точности
повторяет условия возникновения перехода БКТ, который, соответственно, в ис­
следуемой системе имеет место при g = 16.

При g > 16, иными словами, в более толстых проволоках, квантовые
проскальзывания фазы существуют лишь в относительно тесных ”нейтраль­
ных”парах. В этой фазе проскальзывания фазы можно учитывать пертурбативно.
Главный их эффект – возникновение сопротивления R(T ) ∝ T g/4−3γ2QPS , стремя­
щегося к нулю степенным образом при понижении температуры.

При g < 16 возникает конечная плотность неспаренных проскальзываний
фазы, а их эффекты перестают быть пертурбативными. Корреляционная функ­
ция фазы начинает затухать с расстоянием экспоненциально как e−L/Lc с Lc ∼
ξe−agξ/(2−g/8), расходящейся при приближении в точке перехода БКТ. Изменение
характера коррелятора фазы можно интерпретировать как локализацию куперов­
ских пар на масштабе Lc. Все сверхпроводящие свойства образцов, обусловлен­
ные фазовой когерентностью, экспоненциально подавляются на масштабах L ≫
Lc. Одним из проявлений этого служит экспоненциальное подавление незатуха­
ющего тока в тонких сверхпроводниковых кольцах большой длины.

Для описания квантовых проскальзываний фазы удобно пользоваться эф­
фективным действием [70]

Seff =
1

πgv

∫
dt

∫
dx
(
χ̇2 − v2(∇χ)2

)
+ γQPS

∫
dt

∫
dx cosχ, (1.4)

выраженным в терминах дуальной фазе переменной χ(x,t), соответствующей за­
ряду, прошедшему через точку x проволоки к моменту времени t (см. 2.34). Тот
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факт, что это действие модели синус­Гордона, позволяет не только удобно вы­
числять поправки по γQPS выше точки перехода БКТ, но и делать некоторые
заключения о свойствах системы ниже точки перехода.

В ходе дальнейшего изложения будут использованы следующие методы и
подходы: метод функционального интегрирования, мацубаровская диаграммная
техника, техника Келдыша, метод квазиклассических функций Грина [71; 72], ме­
тод эффективного действия [69; 73], вариационный метод [74], а также численные
методы для анализа данных и моделирования теоретических зависимостей.

1.2 Предварительные замечания о плотности состояний

О влиянии кулоновского взаимодействия и флуктуаций на плотность состо­
яний нормальных металлов и сверхпроводников хорошо известно. В туннельных
экспериментах локальная плотность состояний определяет ток, текущий через
контакт при приложении напряжения, что делает её доступной для экспери­
ментального наблюдения. В неупорядоченных нормальных металлах известным
следствием взаимодействия является аномалия на малых напряжениях (Zero bias
anomaly) – значительное подавление туннельного тока при малых напряжениях.
[75]. При очень низких температурах и энергиях это явление непертурбативно
по взаимодействию, и получение ответа требует пересуммирования диаграмм­
ных рядов. Наглядная квазиклассическая интерпретация явления была дана в [76],
где было показано, что подавление тока – следствие того, что после туннелиро­
вания через контакт электрон ’застревает’ в неупорядоченном электронном газе,
что сильно увеличивает значение туннельной экспоненты на малых энергиях.

В сверхпроводниках эффект изучен выше температуры сверхпроводящего
перехода [50]. Заключается он в том, что сверхпроводящие корреляции приво­
дят к возникновению дополнительной флуктуационной поправки, растущей при
приближении к точке перехода сверху. Эта поправка уменьшает плотность состо­
яний на низких энергиях, перебрасывая состояния на E ∼ 1/τGL. Ниже точки
перехода, в силу особенностей плотности состояний вблизи края щели, необхо­
дим непертурбативный анализ этого явления, насколько известно автору, ранее
не проводившийся.



21

Теория БКШ для локальной плотности состояний сверхпроводника ниже
точки перехода даёт выражение

νBCS(E) = ν0Re
E√

(E + i0)2 −∆2
= ν0θ(|E| −∆)

E√
E2 −∆2

(1.5)

Характерными особенностями тут являются наличие щели при |E| < ∆ и кор­
невая сингулярность вблизи края щели. Эти особенности очень ярко отражаются
на вольт­амперной характеристике (ВАХ) туннельного контакта сверхпроводник­
изолятор­сверхпроводник (SIS­контакта). Стандартная полупроводниковая мо­
дель [77] предсказывает резкий скачок тока при напряжении eV = ∆1 + ∆2,
где ∆1,∆2 – величины щели берегов контакта. При этом скачок не размы­
вается даже при конечных температурах. В низких размерностях эта картина
должна нарушаться флуктуациями. На практике кривые, получаемые в экспе­
рименте, получаются размытыми, причём размытие тем сильнее, чем меньше
толщина образца, что позволяет однозначно утверждать, что причина наблюда­
емых изменений – флуктуации. В теории были предприняты попытки объяснить
явление различными механизмами, от совсем экзотических флуктуаций кон­
станты сверхпроводящего спаривания [78; 79] до мезоскопических флуктуаций
[80] и феноменологически введённых флуктуаций щели [81]. К сожалению,
эти механизмы, по большей части, либо не имеют достаточного теоретического
обоснования, либо работают в узкой области параметров. Работы, посвящённые
одномерному случаю, в котором флуктуации наиболее сильны, автору не извест­
ны.

Настоящая глава посвящена изложению непертурбативного подхода, опи­
сывающего влияние флуктуаций на плотность состояний в низкоразмерных
сверхпроводниках ниже температуры перехода. В ней в результате микроско­
пического вычисления выделен и найден лидирующий флуктуационный вклад,
обусловленный переносом состояний плазменными модами. Вычисление проде­
лано как для случая проволок, так и для плёнок. Результаты, приведённые в этой
главе, опубликованы в статьях [99; 100].
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Рисунок 1.2 –– Рассматриваемая система: сверхтонкая сверхпроводниковая про­
волока вместе с частью установки, предназначенной для измерений плотности

состояний.

1.3 Модель

Ниже мы будем анализировать структуру, изображённую на Рис. 1.2. Длин­
ная сверхпроводниковая проволока с достаточно малой площадью поперечного
сечения s концами соединена с массивными сверхпроводящими резервуарами.
Как обычно, сверхпроводящие свойства системы описываются полем параметра
порядка ∆(x, t) = |∆(x, t)| exp(iφ(x, t)), который зависит от координаты вдоль
проволоки x и времени t. Параметры проволоки выбраны такими, чтобы было воз­
можно пренебречь флуктуациями модуля параметра порядка, значение которого
|∆(x, t)| = ∆ далее полагается постоянным в пространстве x и времени t. Напом­
ним, что для этого необходимо положить gξ ≫ 1. Напротив, флуктуации фазы
параметра порядка φ(x, t) вдоль проволоки допускаются. Зависимость парамет­
ра порядка от координаты поперёк проволоки также не учитывается, поскольку
толщина проволоки полагается достаточно малой,

√
s < ξ.

Ниже предполагается, что проволока находится в состоянии термодинами­
ческого равновесия при температуре T , значительно меньшей величины сверх­
проводящей щели, т.е. T ≪ ∆. Анализ выполнен в наиболее реалистичном с
точки зрения эксперимента диффузионном пределе, когда длина свободного про­
бега электронов ℓ значительно меньше длины когерентности ξ.
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1.4 Квазиклассическая функция Грина сверхпроводника в присутствии
флуктуаций

Для решения задачи использовался формализм квазиклассических функций
Грина в технике Келдыша. В её рамках одночастичные свойства системы опи­
сываются квазиклассической функцией Грина, зависящей от координаты и двух
времён, имеющей обычную причинную структуру

Ǧ(t,t′,x) =

(
GR(t,t′,x) GK(t,t′,x)

0 GA(t,t′,x)

)
, . (1.6)

Здесь GR,A ­ запаздывающая и опережающая функции Грина электронов, а GK

– келдышевская компонента. В седловом (среднеполевом) приближении для наи­
более практически значимого случая грязного сверхпроводника Ǧ удовлетворяет
уравнению Узаделя [71; 72][

∂tσ3 − i∆̌ + ieV̌ σ0,Ǧ
]
− D

2
∂̂
[
Ǧ,∂̂Ǧ

]
= 0 (1.7)

с дополнительным условием нормировки Ǧ2 = 1̌. Здесь σa ­ матрицы Паули вме­
сте с единичной матрицей σ0, действующие в пространстве спиноров Намбу, а
∂̂(. . . ) = ∂x(. . . ) + ie

[
Ǎxσ3,(. . . )

]
– ковариантная производная по пространству,

гдеD = vF lel/3 – коэффициент диффузии. Каждому из полейX = V,A,φ, имею­
щих в техникеКелдыша компонентыXF , XB, определённые на частях временного
контура Келдыша, бегущих вперёд (F) и назад (B), сопоставлена матрица X̌ =(
Xcl Xq

Xq Xcl

)
, действующая в келдышевском пространстве, гдеXcl,q = (XF±XB)/2

– т.н. классическая и квантовая компоненты. Модулю параметра порядка сопо­
ставлена матрица

∆̌ = τ0 ⊗

(
0 ∆+

−∆∗
+ 0

)
+ τ1 ⊗

(
0 ∆−

−∆∗
− 0

)
, (1.8)

где τ0,1 – соответствующие матрицы Паули, действующие в пространстве Келды­
ша. Произведения операторов включают в себя не только свёртку по индексам
пространств Келдыша и Намбу, но и конволюцию по промежуточным времен­
ным аргументам.

(AB) (t1,t2,x) =

∫
dtA(t1,t,x)B(t,t2,x), (1.9)



24

Нам также потребуется операция взятия следа, которая помимо перечисленного
также включает интегрирование по пространственной координате.

trA =

∫
dt dx trA(t,t,x). (1.10)

Плотность состояний ν(E,x) с помощью функции Грина может быть най­
дена как

ν(E,x) = ν0 tr
σ3

4

(
GR(E,x)−GA(E,x)

)
, (1.11)

гдеν0 – плотность состоянийметалла в нормальном состоянии на уровнеФерми, а

Ǧ(E,x) =

∫
d(t− t′)eiE(t−t′)Ǧ(t,t′,x) (1.12)

– Фурье­образ функции Грина.
Наша задача – усреднить функцию Грина по всевозможным конфигураци­

ям флуктуирующих полей V,A,∆. В лидирующем порядке по отношению gξ/g ∼√
C

ν0e2s
, которое обычно значительно превышает единицу, электромагнитные поля

однозначно определяются фазой параметра порядка через соотношения Джозеф­
сона V̌ = − ˙̌φ/2e и Ǎx = ∂xφ̌/2e. Поэтому флуктуации электромагнитного поля
вместе с фазой параметра порядка могут быть описаны в терминах одной фазы.
Возбуждения модуля параметра порядка не только дают малый по указанному вы­
ше соотношению вклад, но также подавлены из­за наличия щели 2∆0 в спектре,
что приводит к их дополнительному экспоненциальному подавлению при низ­
кой температуре.

Для наших целей удобно произвести калибровочное преобразование функ­
ции Грина, которое оставляет модуль параметра порядка действительным, пере­
мещая фазу в потенциалы электромагнитного поля

Ǧ(t,t′,x) = e
i
2 φ̌(t,x)σ3 ˇ̃G(t,t′,x)e−

i
2 φ̌(t

′,x)σ3.

Преобразованная функция Грина ˇ̃G удовлетворяет уравнению Узаделя (1.7) с за­
менами

eV̌ → Φ̌ ≡ eV̌ +
˙̌φ

2
, (1.13а)

eǍx → Ǎ ≡ eǍx −
∂xφ̌

2
, (1.13б)

∆cl,q → |∆|cl,q, (1.13в)
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Как следствие малости отношения g/gξ, мы пренебрегаем флуктуациями модуля
параметра порядка и кладём ∆cl(x,t) = ∆ и ∆q = 0. Также в силу приближён­
ного выполнения соотношения Джозефсона можно положить Φ = 0 и A = 0. В
результате этих упрощений уравнение Узаделя для повёрнутой функции Грина в
присутствии флуктуаций сводится к уравнению для квазиклассической функции
Грина обычного сверхпроводника. Как следствие, в нашем приближении ˇ̃G сво­
дится к обычному результату Λ̌ для однородного сверхпроводника в состоянии
термодинамического равновесия,

ˇ̃G = Λ̌ =

(
ΛR ΛK

0 ΛA

)
, (1.14)

где

ΛR
ε =

1√
(ε+ i0)2 −∆2

(
ε ∆

−∆ −ε

)
, (1.15)

ΛA = −σ3(ΛR)†σ3 и

ΛK
ε = ΛR

ε Fε − FεΛ
A
ε . (1.16)

Здесь Fε = tanh ε
2T – равновесная электронная функция распределения. Тогда для

исходной функции Грина имеем

Ǧ(t,t′,x) ≃ e
i
2 φ̌(t,x)σ3Λ̌(t− t′)e−

i
2 φ̌(t

′,x)σ3. (1.17)

Здесь Λ̌(t − t′) – обратное преобразование Фурье от Λ̌ε.
Остаётся лишь усреднить функцию Грина (1.17) по всевозможным конфи­

гурациям фазы φ. Это усреднение производится с помощью функционального
интеграла 〈

Ǧ
〉
φ
(t− t′) =

∫
Dφ exp (iSeff [φ]) Ǧ(t,t′,x). (1.18)

Тут Seff [φ] – эффективное действие, описывающее флуктуации фазы в системе.
На низких энергиях оно даётся [65; 69; 73]

Seff [φ] =
C

4e2
tr

[(
φcl φq

)
V−1

(
φcl

φq

)]
, (1.19)

где

V =

(
VK VR

VA 0

)
(1.20)
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равновесный матричный келдышевский пропагатор плазменных мод, равный

VR,A(ω,k) =
1

(ω± i0)2 − (kv)2
, (1.21)

VK(ω,k) =
(
VR(ω,k)− VA(ω,k)

)
coth

ω

2T
. (1.22)

1.5 Плотность состояний в сверхпроводниковых нанопроволоках

Теперь перейдём к выполнению намеченной выше программы и вычислим
плотность состояний в случае сверхтонких проволок. Используя структуру Λ̌ в
пространстве Намбу, после взятия гауссова функционального интеграла по φ по­
лучим

ν(E) = ν0

∫
d(t− t′)eiE(t−t′) tr

〈τ3σ3
4

e
i
2 φ̌(t,x)σ3Λ̌(t− t′)e−

i
2 φ̌(t

′,x)σ3
〉
φ

= ν0

∫
dt eiEt tr

(τ3σ3
4
τaΛ̌(t)τbBab(t)

)
, (1.23)

где индексы a,b = {0,1} относятся к пространству Келдыша,

B(t) =

(
BK(t) BR(t)

BA(t) 0

)
= eiEC(V

K(t)− VK(0))

×

(
cos
(
EC(V

R(t)− VA(t))
)

i sin
(
ECV

R(t)
)

i sin
(
ECV

A(t)
)

0

)
(1.24)

и
V(t) = V(t,0) =

∫
dωdk

(2π)2
e−iωtV(ω,k). (1.25)

Уравнение (1.23) описывает процессы испускания и поглощения многих плаз­
монов с помощью пропагатора флуктуирующих фазовых префакторов B. Этот
пропагатор удовлетворяет обычным соотношениям, следующим из причинности,
а также бозонной флуктуационно­диссипационной теореме (ФДТ) (1.22) как след­
ствие того, что система находится в состоянии термодинамического равноесия.
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Далее после взятия следа по келдышевскому пространству применяем ФДТ
для голой функции Грина Λ̌ и флуктуационного пропагатора и берём след по про­
странству Намбу, получая в итоге

⟨ν⟩φ (E) =
ν0

4

∫
dte−iEt tr

(
σ3
(
ΛR(t)− ΛA(t)

)
BK(t) +σ3Λ

K(t)
(
BR(t)− BA(t)

))
(1.26)

=

∫
dε

2π
νBCS(ε)BK(E − ε) (1 + FεFE−ε) . (1.27)

Легко заметить, что для ε ≳ E + 2T комбинация 1 + FεFE−ε затухает как ∝
exp((E− ε)/T ). Вследствие этого, на подщелевых энергиях плотность состояний
подавлена как ∼ exp((E − ∆)/T ), а при T → 0 сверхпроводящая щель ∆ не
изменяется модами Муи­Шёна. Вычисляя BK из Ур. (1.24), находим

BK(t) = exp

−1

g

ωc∫
0

dω
1− cos(ωt)

ω
coth

( ω
2T

)× cos

1

g

ωc∫
0

dω
sin(ωt)

ω

 .

(1.28)
Здесь и ниже мы определяем

ωc∫
−ωc,0

dω (...) =

∞∫
−∞,0

dω e−
|ω|
ωc (...),

где ωc ∼ ∆ задаёт обрезание на высоких энергиях, которое естественным обра­
зом следует из того, что эффективное действие (1.19)­(1.22) применимо лишь для
энергий, значительно меньших величины сверхпроводящей щели.

Легко видеть, что BK(t = 0) = 1 и, следовательно,∫
dE (ν(E)− νBCS(E)) = 0. (1.29)

Это тождество означает, что флуктуации перераспределяют состояния между раз­
личными энергиями, но не изменяют полное (проинтегрированное по энергии)
число состояний.

При низких температурах выражение (1.28) можно явно вычислить. Резуль­
татом будет

BK(t) =

(
sinh(πTt)

πTt

√
1 + (ωct)2

)−1/g

× cos

(
arctan(ωct)

g

)
. (1.30)
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Для того, чтобы получить BK(ω), удобно выразить его через мацубаровский про­
пагатор флуктуаций фазы, аналитически продолженный на комплексную плос­
кость. Для этой цели определим

BK(t) =
1

2

∑
±

e−(D(0)−D(t±i0))/g, (1.31)

где введён пропагатор

D(t± i0) =

∫ ωc

−ωc

dω

2ω
e−iωt

(
coth

( ω
2T

)
∓ 1
)
. (1.32)

Этот пропагатор периодичен по мнимому времени и имеет разрезы при Im t = βn

с β = 1/T , где n ∈ Z. Сдвигая контур интегрирования, получим

BK(ω) = cosh

(
βω

2

)∫
dt e−iωt BK

(
t+

iβ

2

)
, (1.33)

где

BK

(
t+

iβ

2

)
= exp

−1

g

ωc∫
0

dω

ω

cosh
(
ω
2T

)
− cos(ωt)

sinh
(
ω
2T

)
 (1.34)

Полученные интегралы легко оцениваются. В результате

BK(ω) ≃ cosh

(
βω

2

)(
2πT

ωc

)1/g

∣∣∣Γ( 1
2g +

iω
2πT

)∣∣∣2
2πTΓ(1/g)

, (1.35)

для частот ω, значительно меньших щели ∆. Для ω ≪ T равенство (1.35) сво­
дится к

BK(ω) ≃ 1

gωc

(
2πT

ωc

)1/g
2πT

ω2 + (πT/g)2
, (1.36)

в то время как на больших частотах T ≪ ω ≪ ∆ находим

BK(ω) ≃ π

ωcΓ(1/g)

(
ω

ωc

)1/g−1

. (1.37)

Используя полученные выше выражения, для энергий вблизи сверхпрово­
дящей щели ∆ приходим к следующему результату для плотности состояний:

ν(∆ +ω) =
ν0
√
∆√
2

(
2πT

∆

)1/g ∞∑
k=0

Γ(k + 1/g)

k!Γ(1/g)
Re

e−
iπ
2g√

ω+ 2iπT ( 1
2g + k)

. (1.38)
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Рисунок 1.3 –– Зависимость от энергии нормированной электронной плотности
состояний ν(E)/ν0 сверхпроводящих нанопроволок при при разных температу­
рах для двух значений g = 5 (слева) и g = 1.67 (справа). ЭнергияE и температура

T выражены в единицах ∆.

Зависимость от энергии плотности состояний ν(E) сверхпроводниковых
нанопроволок в присутствии фазовых флуктуаций продемонстрирована на Рис.
(1.3) при разных температурах для двух различных значений безразмерного
кондактанса g (1.2). Видно, что при любой ненулевой температуре T сингу­
лярность вблизи края щели E → ∆ подавляется взаимодействием между
электронами и плазменными модами Муи­Шёна. По той же причине плотность
состояний для энергий, лежащих внутри щели 0 < E < ∆, остаётся ненулевой
при конечных T , причём

ν(E) ∝ exp((E −∆)/T ). (1.39)

Хочется также указать на качественное различие плотности состояний меж­
ду случаями, показанными слева и справа на Рис. (1.3) для энергий вблизи щели.
В то время как при больших значениях g функция ν(E) демонстрирует немоно­
тонное поведения на этих энергиях (слева), для меньших g плотность состояний с
уменьшением энергии падает монотонно при E, лежащих вблизи щели (справа).

В переделе нулевой температуры T → 0 и для E −∆ ≪ ∆ получим

ν(E) ≃ ν0
√
πθ(E −∆)√
2Γ(12 +

1
g)

(
E −∆

∆

) 1
g−

1
2

. (1.40)

Легко видеть, что при E < ∆ плотность состояний (1.40) равна нулю при всех
g, а поведение ν(E) для надщелевых энергий заметно различается, в зависимо­
сти от безразмерного кондактанса g. При g > 2 (т.е. для более толстых проволок)
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Рисунок 1.4 –– Зависимость от энергии нормированной электронной плотности
состояний ν(E)/ν0 сверхпроводящих нанопроволок при T = 0 для разных зна­

чений g.

сингулярность на E → ∆ выживает, однако, становясь слабее с уменьшением g.
Напротив, при g < 2 (соответствующем более тонким проволокам) сингулярность
в плотности состояний полностью исчезает в результате интенсивных флуктуа­
ций, и ν(E) стремится к нулю при E → ∆ по степенному закону (1.40). Это
поведение проиллюстрировано на Рис. (1.4).

1.6 Плотность состояний в сверхтонких сверхпроводниковых плёнках

Теперь обратимся к случаю сверхтонкой плёнки с толщиной d ≪ ξ. В этом
случае сначала необходимо вывести эффективное действие в терминах фазы па­
раметра порядка. Это можно сделать, используя полное эффективное действие,
описывающее совместные флуктуации параметра порядка и электромагнитного
поля S[φ,V,A], см. [69], взяв гауссов функциональный интеграл по A,V ,

eiSeff [φ] = e
i
8 tr(φ⃗TV−1φ⃗) =

∫
DVDA eiS[φ,V,A]. (1.41)

Магнитными эффектами можно пренебречь, поскольку кинетическая индуктив­
ность сверхпроводника значительно превышает геометрическую в типичных
условиях эксперимента. В этом случае интегрирование приводит к результату [69]

(
VR
)−1

(ω,q) ≃ 2s

(
χJ(ω+i0)2

e2 − χLq
2

m2

) (
U−1
c /s+ χDq

2
)
− χLχJq

2

m2

U−1
c /s+ χJ + χDq2

. (1.42)
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Эта формула работает для нанопроволок и может быть продолжена на случай плё­
нок с помощью простой замены s → d. В пределе ω,Dq2 ≪ ∆ (D = vF l/3 –
коэффициент диффузии) для ядер χJ,L,D верны выражения [65; 73]

χJ ≃ e2ν0, χL ≃ πm2ν0D∆, χD ≃ e2ν0D

8∆
. (1.43)

Для обратного кулоновского потенциала необходимо использовать U−1
c = C в

случае сильного экранирования электрического поля подложкой (C – ёмкость на
единицу площади), и U−1

c = |q|/2π в случае отсутствия экранирования. Соот­
ношение Джозефсона выполняется при условии χJ ≫ U−1

c /s,χDq
2. На низких

энергиях это условие выполняется в типичных экспериментальных установках,
что приводит ещё к одному упрощению:

(VR)−1(ω,q) =

{
|q|(ω+i0)2

πe2 − 2dπν0D∆q2, 2D, неэкранированный,
2C(ω+i0)2

e2 − 2dπν0D∆q2, 2D, экранированный.
(1.44)

Теперь можно найти пропагатор флуктуирующих фазовых префакторов B (1.24)
и саму плотность состояний. Для начала вычислим плазмонную спектральную
плотность J(ω), определяемую как

J(ω) = −1

π

∫
dDq

(2π)D
Im(VR(ω,q)) =

{
sign(ω)/4π2g∆, 2D, неэкранированный,
sign(ω)/8π2g∆, 2D, экранированный.

(1.45)
Здесь безразмерный параметр g2D равен g2D = Rq/2πR□ = ν0Dd, где, как обыч­
но, Rq = 2π/e2 – квант сопротивления, а R□ – кондактанс плёнки в нормальном
состоянии на квадрат. В дальнейшем анализе мы ограничимся случаем не слиш­
ком грязных плёнок с g2D ≫ 1, в котором подавление критической температуры
Tc кулоновскими эффектами остаётся незначительным [82].

Можно заметить, что между двумя противоположными предельными слу­
чаями полного и вообще отсутствующего экранирования J(ω) (1.45) различается
только множителем 2, что указывает на то, что флуктуационные эффекты в 2D сла­
бо зависят от подложки, в отличие от одномерного случая. Поэтому достаточно
ограничиться исследованием, например, неэкранированного случая, а ответ для
экранированного получить подстановкой g2D → 2g2D.

Для B получим

BK(t) = e
−

ωc∫
−ωc

dωJ(ω) coth
(
ω
2T

)
(1− cos(ωt))

cos

 ωc∫
−ωc

dωJ(ω) sin(ωt)

 ,

(1.46)



32

что приводит к

BK
ω ≈

cosh
(
βω
2

)(
2πT
ωc

)1/g |Γ( 1
2g+

iω
2πT )|

2

2πTΓ(1/g) , 1D
π

TΓ(α)

(
ω
T

)α−1
e−|ω|/T , 2D

(1.47)

сα = T/π2g2D∆, гдеωc ∼ ∆, как обычно, – частота обрезания. Комбинируя полу­
ченное выражение с Ур. (1.27), приходим к выражению для плотности состояний.
Как и в одномерном случае, для |ε| < ∆ плотность состояний экспоненциаль­
но подавлена как ∼ exp((|E| − ∆)/T ) и, как следствие, при T → 0 подщелевых
состояний не возникает. Поскольку BK

0 = 1, плоное число состояний также со­
храняется,

∫
(ν(E) − νBCS(E))dE = 0.

В целом, по сравнению с одномерным случаем, эффект флуктуаций ока­
зывается значительно слабее. Сингулярность вблизи края щели выживает даже
при T ̸= 0, однако её степень меняется на (E − ∆)α−1/2. Вероятно, наиболее
значимым эффектом в двумерном случае оказывается появление подщелевых со­
стояний. Для α ≪ 1 имеем

ν(∆−ω) ≈ αν0

2

√
∆

2ω
×

{
π, ω≪ T√

2πT
ω

e−2ω/T , T ≪ ω≪ ∆.
(1.48)

Эффект пропорционален α вплоть до самых низких температур и исчезает при
T → 0. При T ∼ ∆ подщелевая плотность состояний демонстрирует степенное
поведение, расходясь приE = ∆. Для подобных температур эта попроавка к плот­
ности состояний может быть значима даже в образцах с относительно большими
g, находящихся очень далеко от точки перехода сверхпроводник­изолятор.

Результаты для плотности состояний показаны на Рис. 1.5

1.7 Обсуждение и результаты

В этой главе было изучено влияние флуктуаций фазы параметра порядка и
связанных с ними плазменных мод Муи­Шёна на плотность состояний сверхтон­
ких сверхпроводящих проволок и плёнок. Указанный механизм возникновения
флуктуационных поправок является лидирующим в обоих случаях, поскольку
флуктуации модуля параметра порядка оказываются подавленными как в силу
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Рисунок 1.5 –– Плотность состояний в двумерном случае для T ∼ ∆ и разных g2D.

наличия щели 2∆ в спектре, так и дополнительно по отношению g/gξ в одно­
мерном случае.

Механизм возникновения поправок связан с тем, что плазмоны Муи­Шёна
формируют внутри системы диссипативное окружение для электронов. Ранее
влияние диссипативного окружения для электронов на различные свойства основ­
ного состояния сверхпроводящих наноразмерных колец изучались некоторыми
авторами [68; 70]. Здесь мы придерживаемся схожей позиции для решения по­
ставленной задачи.

Сила связи между электронной подсистемой и плазмонным окружением для
случая нанопроволок контролируется безразмерным параметром g, равным от­
ношению кванта сопротивления Rq и импеданса проволоки Zw. В случае, когда
g ≫ 1, флуктуации фазы слабо влияют на плотность состояний, за исключением
узкой области вблизи края щели при E ∼ ∆. Для меньших значений g влияние
флуктуаций фазы становится сильным и начинает требовать непертурбативного
учёта по 1/g для всех энергий. В проведённом анализе в 1D мы ограничиваем­
ся режимом T ≪ ∆.

Результат показывает, что при любых T плотность состояний зависит от
температуры и существенно отличается от стандартного ответа, следующего из
теории БКШ. А именно, при T > 0 корневая сингулярность вблизи края ще­
ли E = ∆ оказывается полностью подавлена, а также ν(E) отличается от нуля
для подщелевых энергий, см. Ур. (1.39). Это связано с тем, что возбуждение низ­
коэнергетических плазмонов переносит состояния из надщелевой зоны. Можно
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также заметить, что полученный результат в очень малой области вблизи края
щели согласуется с феноменологической формулой Дайнса [83]

ν(E) ≃ ν0Re

(
E + iΓ√

(E + iΓ)2 −∆2

)
, (1.49)

однако, параметр Γ не может считаться постоянным. Таким образом, во всём диа­
пазоне энергий формула Дайнса не даёт хорошего приближения.

При T = 0 плотность состояний, как и для теории БКШ, оказывается рав­
ной нулю, в то время как сингулярность вблизи края щели E → ∆ ослабевает для
всякого g > 2 и полностью исчезает при g ⩽ 2. Таким образом, можно заключить,
что даже в отсутствие флуктуаций модуля параметра порядка |∆| флуктуации его
фазы φ могут приводить к существенным изменениям свойств основного состо­
яния квазиодномерных сверхпроводящих проволок.

Отметим также, что подавление сингулярности, также как и возникнове­
ние экспоненциально затухающего вглубь щели ”хвоста”состояний, может также
происходить при облучении образца электромагнитным излучением на микрово­
лоновых частотах [84].

Локальная электронная плотность состояний в сверхпроводящих систе­
мах может быть доступна для наблюдения в туннельном эксперименте, который
схематично изображён на Рис. (1.2). Прикрепив массивный электрод к нашей
нанопроволоке и измерив дифференциальный кондактанс получившегося тун­
нельного контакта, получаем доступ к плотности состояний. В случае электрода
из нормального металла при T → 0 и eV > ∆ имеем

dI/dV ∝ ν(eV ) ∝ (V −∆/e)
1
g−

1
2 . (1.50)

Такая степенная зависимость дифференциального кондактанса напоминает за­
висимость, встречающуюся в малых нормальнометаллических туннельных
контактах при малых напряжениях dI/dV ∝ V 2/gN [85], где gN – безразмер­
ный кондактанс нормальных проводов. Эта зависимость – проявление аномалии
на малых напряжениях [85], вызванной кулоновским взаимодействием, и кон­
тролируется импедансом сооветствующего электромагнитного диссипативного
окружения, что по физике роднит её с изученным нами эффектом.

Экспериментальное исследование вольт­амперной характеристики тун­
нельного контакта сверхпроводник­изолятор­сверхпроводящая нанопроволока
(SIS­контакта) было проведено в работах [101––104], которым посвящена глава 3
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настоящей диссертации. В них изложенная выше теория нашла качественное
подтверждение.

В двумерном случае влияние фазы было проанализировано в двух пре­
дельных случаях экранированного и неэкранированного кулоновского взаимо­
действия, отвечающих различным подложкам в эксперименте. Оказалось, что,
несмотря на существенную разницу в спектре плазменных мод между этими слу­
чаями, с точки зрения влияния на плотность состояний они отличаются лишь
дополнительным множителем 2 в спектральной плотности плазмонов (см. Ур.
(1.45)), что говорит о слабом влиянии подложки на эффект, в отличие от одно­
мерного случая.

Величина эффекта определяется как безразмерным кондактансом g2D, так и
температурой. Для достаточно низких T ≲ ∆ отклонение плотности состояний от
результата БКШ контролируется параметром α = T/π2g∆, который остаётся ма­
лым при g2D ≫ 1. В двумерном случае наиболее важным оказывается появление
“хвоста” состояний внутри щели, см. Ур. (1.48). Для не очень низких температур
T ∼ ∆ подщелевая плотность состояний имеет степенную зависимость от∆−E

и выживает глубоко внутри щели, что демонстрирует Рис. 1.5.
Формализм, применённый в этой главе, работает также в случае T > ∆(T ),

в котором необходимо использовать соответствующие асимптотики ядер χJ,L,D
[65; 73]. Для 2D случая результат оказывается таким же, с точностью до замены

α→ α̃ =
4T 2

πg∆2
. (1.51)

При температурах T ≳ ∆
√
g параметр α̃ более не мал, и эффект размазыва­

ния плотности состояний флуктуациями фазы становится сильным. Этот эффект
остаётся лидирующим для температур, не очень близких к Tc, а именно при
(Tc − T )/Tc > Gi2D ∼ 1/g.
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Глава 2. Флуктуации фазы и бездиссипативный ток

2.1 Предварительные замечания

Решение задачи о флуктуационной поправке к плотности состояний подска­
зывает, что сверхпроводящие свойства нанопроволоки изменятся ещё сильнее.
Действительно, в то время как диагональные блоки функции Грина пропор­

циональны
〈
e
i
2(φ(t)−φ(0))

〉
, её аномальные (недиагональные) компоненты

пропорциональны
〈
e
i
2(φ(t) +φ(0))

〉
. Теперь в экспоненте стоит сумма, и

получающееся среднее содержит в себе дополнительный множитель e
i
4⟨φ

2⟩,
показатель которого в модели предыдущей главы имеет инфракрасную логариф­
мическую расходимость для бесконечной проволоки. На конечных масштабах
он степенным образом зависит от длины. Соответственно, для сверхпроводя­
щих свойств также стоит ожидать если не полного подавления флуктуациями,
то существенного ослабления с увеличением длины задействованного участ­
ка проволоки.

Ещё со времён работы Литтла [39] 1967 года было известно, что квазиод­
номерные сверхпроводники приобретают сопротивление в результате флуктуа­
ционных процессов, в которых модуль параметра порядка в определённой точке
образца опускается до нуля, а его фаза меняется на ±2π. Такие процессы позже
назовут проскальзываниями фазы. Вероятность таких процессов велика вблизи
критической температуры Tc и, в рамках стандартной термодинамической теории
флуктуаций, экспоненциально быстро падает с уменьшением температуры. Та­
кимже образом ведёт себя и обусловленное ими сопротивление, экспоненциально
быстро уменьшаясь с удалением от Tc и обращаясь в ноль при T → 0. Этот эффект
приводит к тому, что в таких системах переход из нормального состояния в сверх­
проводящее более не является в строгом смысле фазовым переходом, приобретая
некоторую зависящую от материала и поперечных размеров образца характер­
ную ширину. Ещё одним следствием является затухание ”незатухающего” тока в
тонких сверхпроводниковых кольцах на временах, которые обычно оказываются
астрономически большими вне узкой области температур вблизи Tc.
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Впоследствии стало ясно, что в достаточно тонких кольцах становятся су­
щественными квантовые эффекты, а именно проскальзывания фазы вследствие
квантового туннелирования – квантовые проскальзывания фазы (QPS). Их зна­
чимость была обоснована в работе [63], где также была изложена физика. Там
же было показано, что, будучи вихрями в пространстве­времени, квантовые про­
скальзывания фазы взаимодействуют логарифмически на больших расстояниях,
причём сила взаимодействия регулируется параметром g и растёт с уменьшени­
ем g (что эквивалентно уменьшению площади поперечного сечения проволоки).
Поэтому к ним применимы выводы Березинского, Костерлица и Таулесса, и в
системе имеет место фазовый переход БКТ­типа, в данном случае квантовый. Пе­
реход регулируется параметром g и происходит при g = 16. Выше точки перехода
при g > 16 квантовые проскальзывания фазы с противоположными знаками су­
ществуют в тесных парах, а эффекты вызываемые ими, могут быть получены по
теории возмущений. В этой ситуации проволока приобретает сопротивление, за­
висящее степенным образом от температуры для достаточно низких температур и
обращающееся в ноль при T → 0. Напротив, в состоянии с g < 16 возникает нену­
левая плотность неспаренных проскальзываний фазы. При этом когерентность
фазы нарушается на больших масштабах, а соответствующая корреляционная
функция начинает экспоненциально падать с расстоянием на критическом мас­
штабеLc. Сопротивление в этом режиме, согласно теории, при достаточно низких
температурах начинает расти с уменьшением температуры и расходится при T →
0, в связи с чем эта фаза названа изолирующей. Таким образом, на первый взгляд,
сверхпроводимость в изолирующей фазе разрушается полностью.

Вопрос о том, может ли сверхпроводящая нанопроволока проводить бездис­
сипативный ток при нулевой температуре, оказывается в действительности более
сложным. В работе [70] было рассмотрено тонкое однородное сверхпроводящее
кольцо при нулевой температуре с пропущенным через него магнитным потоком.
Авторы продемонстрировали, что незатухающий ток течёт по кольцу не только в
”сверхпроводящей” фазе с g > 16, но и в изолирующей фазе. В последнем случае
его величина уменьшается с периметром кольца L как e−L/Lc, а зависимость от
потока претерпевает существенные изменения. Однако на масштабах L ≲ Lc да­
же в изолирующей фазе проскальзывания фазы не подавляют равновесный ток
существенно.

Таким образом, способность сверхпроводящих нанопроволок проводить
бездиссипативный ток вдоль конечного участка требует дальнейшего исследова­
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ния, которому и посвящена настоящая глава. В ней изучается влияние гладких
флуктуаций фазы на бездиссипативный ток. Выводится зависимость соотноше­
ния ток­фаза от длины участка проволоки, её параметров, а также от топологии
экспериментальной установки. Материал настоящей главы основан на работах
[105; 106].

2.2 Модель c неограниченными флуктуациями фазы

Рисунок 2.1 –– Рассматриваемая система

Рассмотрим систему, изображённую на рисунке 2.1. Длинная сверхпро­
водящая проволока с достаточно малым поперечным сечением s на концах
заканчивается двумя массивными сверхпроводящими резервуарами. Проволока
считается настолько длинной, что коллективные моды внутри неё эффективно
не имеют щели в спектре, и в системе имеется диссипация. Для исследова­
ния флуктуаций в проволоке система соединена с массивным сверхпроводником,
формирующим открытое кольцо, посредством двух одинаковых малых джозефсо­
новских туннельных контактов с джозефсоновскими энергиями EJ , находящихся
на расстоянии L друг от друга в точках x = 0 и x = L. Через массивное от­
крытое кольцо пропущен магнитный поток Φ, который индуцирует разность фаз
φ = 2πΦ/Φ0 между массивными берегами контактов. Таким образом, в системе
возникает разность фаз, потенциально способная индуцировать бездиссипатив­
ный ток между контактами.Флуктуациифазы параметра порядкаφ(x,τ) остаются
неограниченными в любой точке x (имеется в виду эффективное отсутствие гра­
ничных условий, фиксирующих значение фазы в какой­либо точке проволоки).
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Наша задача – проанализировать влияние флуктуаций фазы на ток I(φ), текущий
по участку длины L между джозефсоновскими контактами. Поскольку I(φ) – 2π­
периодическая функция, в анализе достаточно ограничиться значениями |φ| ⩽ π.

Одним из преимуществ выбранной установки является то, что, как мы в
дальнейшем убедимся, она ясно демонстрирует флуктуационные эффекты (вклю­
чая квантовый фазовый переход) в пределе L → 0, в котором ток не подавлен
расстоянием.

2.3 Эффективное граничное действие

Низкоэнергетические процессы в системе могут быть описаны с помощью
эффективного действия во мнимом времени

S[φ] = Sw[φ] + SJ [φ(0),φ(L)], (2.1)

где

Sw[φ] =
Cw

8e2

1/T∫
0

dτ

∫
dx

[(
∂φ

∂τ

)2

+ v2
(
∂φ

∂x

)2
]

(2.2)

– низкоэнергетическое эффективное действие проволоки, учитывающее гладкие
флуктуации фазы [63; 65; 69; 73], а

SJ [φ1,φ2] = −EJ

1/T∫
0

dτ
[
cos(φ1 +φ/2) + cos(φ2 −φ/2)

]
(2.3)

описывает джозефсоновские контакты. Здесь и ниже φ1 = φ(0,τ), φ2 = φ(L,τ),
e – заряд электрона и v = 1/

√
LkinCw – скорость плазменной моды Муи­Шёна

[52]. Для простоты в Ур. (2.3)) не включена зарядовая энергия контактов, кото­
рую легко можно включить в первый член (2.2). Физически зарядовая энергия
входит в ответ только как высокоэнергетическое обрезание, причём только в слу­
чае, когда она меньше ∆.

Поскольку действие (2.2) является квадратичным по полю φ, становится
возможным проинтегрировать по переменной φ(x) во всех точках проволоки x,
за исключением точек контактов x = 0,L. Проделав это, приходим к редуциро­
ванному действию SR нашей структуры, зависящему только от двух переменных
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φ1 and φ2. В данном случае интегрирование легко проделать, в результате для
статсуммы Z получим

Z =

∫
Dφ(x) e−Sw[φ(x)]− SJ [φ(0),φ(L)]

=

∫
Dφ1Dφ2 e

−SR[φ1,φ2]− SJ [φ1,φ2], (2.4)

где

SR[φ1,φ2] =
1

2
Sp

(
φ1

φ2

)T (
G0(0) G0(L)

G0(L) G0(0)

)−1(
φ1

φ2

)
. (2.5)

Здесь след включает в себя интегрирование по мнимому времени. Функция Грина
G0 = ⟨φ(x,τ)φ(0,0)⟩S0

имеет вид

G0(ωn,x) =
4e2

Cw

∫
dq

2π

eiqx

ω2
n + v2q2

=
4π

g|ωn|
e−
∣∣ωnx

v

∣∣
. (2.6)

с g = 2πCwv/e
2, которое совпадает с определением, данным в предыдущих раз­

делах. Удобно диагонализовать квадратичную часть действия, для чего введём
переменные φ± = (φ1 ± φ2)/2. Тогда получим

SR + SJ =
1

2

∑
a=±

Sp
(
φaG

−1
0,aφa

)

− 2EJ

1/T∫
0

dτ cosφ+ cos(φ− −φ/2) (2.7)

с пропагаторами

G0,±(ωn) =
2π

g|ωn|

(
1± e−

∣∣ωnL
v

∣∣)
. (2.8)

Нужно отметить, что фазовые переменныеφ+ иφ− отвечают за разную физику в
поставленной задаче. Переменнаяφ− = (φ(L)−φ(0))/2 определяет сверхток, те­
кущий по сегменту проволоки между контактами. По этой причине конфигурации
с ненулевым значением φ− имеют также ненулевые энергии из­за кинетической
индуктивности проволоки, поэтому мода, соответствующаяφ−, имеет массу, рав­
ную gv/2πL. Напротив, переменная φ+ описывает одновременные сдвиги обеих
фаз φ(0) и φ(L) на одинаковую величину, не порождая при этом градиента фазы
вдоль проволоки. Как следствие, в отсутствие взаимодействий соответствующая
мода оказывается безмассовой. Несмотря на то что φ+ непосредственно не вхо­
дит в выражение для тока, ниже будет показано, что флуктуации соответствующей
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моды приводят к перенормировке джозефсоновских энергий связи контактов EJ

и также должны быть учтены. Как будет показано ниже, влияние этой моды на
способность проволоки пропускать ток оказывается куда более значимым для не
очень больших длин L.

2.4 Вариационный анализ

В последующем анализе мы обратимся к вариационной теории возмуще­
ний [74]. Ключевая идея этого метода состоит в том, что стандартную теорию
возмущений можно улучшить, ”подправив”нулевое действие SR (наиболее ха­
рактерный выбор нулевого действия – его квадратичную часть) дополнительным
членом δS, зависящим от вариационных параметров. С этой целью статсумму
(2.4) можно тождественно переписать в виде

Z =

∫
Dφ1Dφ2 e

−Stre−(SJ − δS) (2.9)

с пробным действием Str = SR + δS. Вторую экспоненту теперь можно раз­
ложить по степеням SJ − δS. Если провести разложение во всех порядках, то
результат (2.9) не должен зависеть от выбора δS и вариационных параметров. Од­
нако зависимость от параметров возникает, если в разложении ограничиться лишь
конечным числом членов. В таком случае наиболее аккуратный результат достига­
ется в точке экстремума результата по отношению к вариационным параметрам. В
общем случае сходимость описанного метода вариационной теории возмущений
не доказана, однако во многих известных задачах он порождает экспоненциально
быстро сходящийся (в противоположность изначально расходящемуся асимпто­
тическому ряду обычной теории возмущений) ряд [74]. Более того, вариационный
метод был успешно применён к похожей задаче о динамике джозефсоновского
контакта, шунтированного сопротивлением, о чём подробнее будет сказано поз­
же.

Для нашей задачи подходящая форма пробного действия даётся выраже­
нием

Str =
1

2
Spφ+(G

−1
0+ +m+)φ+

+
1

2
Sp (φ− −ψ)(G−1

0− +m−)(φ− −ψ), (2.10)
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что соответствует самосогласованному гармоническому приближению (SCHA).
Здесь m± представляют индуцированные взаимодействием эффективные массы
мод, соответствующих переменнымφ±. Параметрψ описывает среднее значение
(φ(L)−φ(0))/2. Довольно похожее вариационное вычисление с массивным чле­
ном было проведено в [86] в контексте броуновского движения квантовой частицы
в периодическом потенциале и линейной омической диссипацией. Результаты,
полученные в рамках этой процедуры, продемонстрировали хорошее согласие
с выводами более строгих методов [87]. В нашей задаче можно показать, что
приведённое выше пробное действие (2.10) – наилучший выбор квадратичного
вариационного действия для этой задачи.

Раскладывая показатель последней экспоненты в ур. (2.9) по кумулянтам
SJ − δS и вычисляя соответствующие интегралы, для свободной энергии F =

−T lnZ получим

F = F0 + F1 + . . . , (2.11)

где

F0 =
T

2

(
Sp lnG−1

+ + Sp lnG−1
−
)
, (2.12)

F1 =
〈
Sint − δS

〉
tr

(2.13)

пренебрегая всеми членами старшего порядка в (2.11) и вычислив среднее в Ур.
(2.13) по отношению к пробному действию Str (2.10), приходим к следующему
выражению:

F1 = −m+

2
G+(0)−

m−

2
G−(0)

+
1

2
ψG−1

0−(ωn = 0)ψ

− 2EJ cos(ψ−φ/2)e−
(
G+(0)+G−(0)

)
/2, (2.14)
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где G−1
± = G−1

0,± + m±. Здесь и ниже G±(0) = T
∑
ωn

G±(ωn). Взяв вариационную

производную Fпо m± и ψ, находим

δF0

δm±
= G±(0)/2, (2.15)

δF0

δψ
= 0, (2.16)

δF1

δm±
= −G±(0)/2−

1

2

δG±(0)

δm±

×
(
m± − 2EJ cos(ψ−φ/2)e−

(
G+(0)+G−(0)

)
/2

)
, (2.17)

δF1

δψ
= 2EJ sin(ψ−φ/2)e−

(
G+(0)+G−(0)

)
/2

+G−1
0−(ωn = 0)ψ. (2.18)

Накладывая условия экстремума δF/δm± = δF/δψ = 0 и используя Ур. (2.15)­
(2.18), приходим к следующей системе уравнений:

m+ = m− ≡ m (2.19)

и

2EJ cos(ψ−φ/2)e−
(
G+(0)+G−(0)

)
/2 −m = 0, (2.20)

2EJ sin(ψ−φ/2)e−
(
G+(0)+G−(0)

)
/2 +

gv

2πL
ψ = 0. (2.21)

Нужно заметить, что массы m± в Ур. (2.19) оказываются равными из­за симмет­
рии нашей задачи (а именно, из­за идентичности джозефсоновских контактов).
Уравнение (2.20) устанавливает соответствие между эффективной массойm, ин­
дуцированной флуктуациями, и перенормированной джозефсоновской энергии
связи EJ . Уравнение (2.21) – просто уравнение движения на ψ. Оно совпадает
с уравнением движения φ− с перенормированной EJ .

2.4.1 Пропагаторы

Как это было указано выше, эффективное действие проволоки в форме (2.2)
применимо только в пределе низких энергий, а именно дляω, vq ≪ ∆. Как след­
ствие, необходимо ввести ультрафиолетовое обрезание, которое одновременно не
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нарушает причинность и сохраняет флуктуационно­диссипационное соотноше­
ние. Эта цель достигается модификацией спектральной плотности

J±(ω) = −1

π
ImGR

±(ω)

таким образом, что она начинает затухать на ω > ∆. Запаздывающая функция
Грина GR

±(ω) может быть получена из мацубаровской с помощью стандартной
процедуры аналитического продолжения

GR
±(ω) = −G±(iωn)|iωn→ω+i0, ωn > 0.

После этого суммирование по мацубаровским частотам вG±(0)можно выполнить
с помощью стандартного интегрирования по контуру в комплексной плоскости.

Используя процедуру регуляризации, находим

G±(0) = T
∑
ωn

G±(ωn) =
2π

g
T
∑
ωn

(
|ωn|

1± e−|ωnL/v|
+ µ

)−1

=
1

4πi

∫
C

dz G±(−iz) coth
z

2T

=
i

4π

∞∫
−∞

dω
(
GR

±(ω)−GA
±(ω)

)
coth

ω

2T

=

∆∫
0

dω J±(ω) coth
ω

2T
, (2.22)

где спектральные плотности J±(ω) даются формулой

J±(ω) = −1

π
Im

2π
g

 iω(
1± eiωL/v

) − µ

−1
 , (2.23)

с µ = 2πm/g. В пределе µL/v ≪ 1 эти выражения сводятся к

J+(ω) =
4

g

ω

ω2 + 4µ2
, J−(ω) = 0. (2.24)
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2.5 Бездиссипативный ток

2.5.1 Квантовый фазовый переход

Теперь перейдём к вычислнию тока I , текущего по сегменту проволоки
между контактами.

I = −2eT
1

Z
dZ
dφ

= 2e
dF
dφ

= −2eEJ sin(ψ−φ/2)e−
(
G+(0)+G−(0)

)
/2

=
gev

2πL
ψ. (2.25)

Легко видеть, что в рамках наших приближений влияние флуктуаций сво­
дится к эффективной перенормировке критического тока 2eEJ на величину
e−
(
G+(0)+G−(0)

)
/2.

Мы также ограничимся пределом нулевой температуры T → 0. В этом слу­
чае после нахождения G± из Ур.(2.22,2.24), решение Ур. (2.20) приобретает вид

µ =

∆
(
4πEJ cos(ψ−φ/2)

g∆

) g
g−2

, g > 2,

0, g < 2,
, (2.26)

в то время как перенормированное уравнение движения (2.21) можно записать
в виде

µL

v
tg(ψ−φ/2) +ψ = 0. (2.27)

Для g < 2 мгновенно получим, что ψ = 0 и, следовательно, сверхток I внут­
ри проволоки полностью подавляется квантовыми флуктуациями. Напротив, для
больших значений g > 2 через сегмент проволоки между контактами течёт ко­
нечный ток I . Поэтому приходим к важному заключению: при g = 2 происходит
квантовый фазовый переход (КФП), разделяющий две фазы с несверхпроводя­
щим (g < 2) и сверхпроводящим (g > 2) поведением. Этот диссипативный КФП
принадлежит к тому же классу универсальности, что и переходШмида в джозеф­
соновских контактах, шунтированных сопротивлением [87]. Интересно, что этот
КФП происходит при том же самом значении g, когда сингулярность вблизи края



46

щели в плотности состояний подавляется флуктуациями. Заметим также, что по­
хожий КФП также обсуждался для джозефсоновского контакта, вставленного в
тонкое сверхпроводящее кольцо [68].

2.5.2 Соотношение ток­фаза в присутствии флуктуаций

Ниже мы детально разберем свойства фазы g > 2 и вычислим ток I , находя­
щийся под влиянием квантовых флуктуаций фазы φ в проводе. Для этого решим
уравнение (2.21) с (2.26)

∆L

v

(
4πEJ

g∆

) g
g−2

sin(ψ−φ/2)[cos(ψ−φ/2)]
2

g−2 +ψ = 0 (2.28)

вместе с Ур. (2.25). Мы сразу обнаруживаем, что в этой фазе появляется новый
масштаб L∗, связанный с появлением эффективной массы. Вводя кондактан­
сы контактов в нормальном состоянии gN и используя формулу Амбегаокара­
Баратова для джозефсоновской энергии EJ = gN∆/8, получим L∗ в виде

L∗ =
v

∆

(
2g

πgN

)g/(g−2)

(2.29)

Видим, что (2.29) зависит от отношения двух безразмерных параметров: g и gN .
Мы интересуемся лишь случаем малых туннельных контактов с небольшим чис­
лом проводящих каналов, которые предназначены для исследования фазы внутри
проволоки и возмущают её настолько слабо, насколько возможно. Соответствен­
но, параметр gN должен быть мал, и gN ≪ g. В этом случае L∗ расходится при
g → 2, оставаясь намного длиннее характерной длины v/∆ при любом значе­
нии g > 2.

Масштаб длины (2.29) разделяет два различных флуктуационных режима.
Для L ≫ L∗ вклад кинетической индуктивности проволоки остаётся малым, по
сравнению с вкладом контактов. В этом пределе разность фаз вдоль сегмента про­
волоки между контактами фиксированаφ(L)−φ(0) = φ и не флуктуирует. И мы
сразу приходим к стандартному соотношению ток­фаза

I(φ) =
gev

4πL
φ. (2.30)
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Однако мы сосредоточим своё внимание на противоположном пределе L ≪ L∗,
для которого перенормировка EJ становится важной и флуктуации приводят к
подавлению текущего по проволоке тока. В этом пределе приходим к не завися­
щему от L результату

I(φ) =
gev

2πL∗ sin
φ

2

[
cos

φ

2

] 2
g−2

. (2.31)

Сравнивая выражения (2.30) и (2.31), видим, что квантовые флуктуации фа­
зы могут сильно влиять как на величину, так и на фазовую зависимость сверхтока.
Зависимость I(φ) (2.31) в присутствии флуктуаций становится более гладкой,
чем в Ур. (2.30), а абсолютное значение тока уменьшается как ∼ L/L∗. Допол­
нительное – зависящее от фазы – подавление I происходит от члена в квадратных
скобках в Ур. (2.31): с ростом φ ток подавляется всё больше. Последний эффект
становится особенно заметным для g достаточно близких к 2. Для φ → π и лю­
бого g > 2 сверхток стремится к нулю как I(φ) ∝ (π − φ)

g
g−2 .

Также нужно отметить, что для L, не сильно меньших L∗, сверхток I(φ →
π) демонстрирует несколько иное поведение: он исчезает только для 2 < g < 4,
в то время как для g > 4 имеем

I(φ→ π) ≈ ge∆

2π

(
∆L

v

) 2
g−4
(
πgN
2g

) g
g−4

, (2.32)

т.е. для таких значений g соотношение ток­фаза остаётся разрывным при φ = π.
Зависимости I(φ), вычисленные для разных значений g и L также показаны на
Рис. 2.2.

Наконец, нужно заметить, что соотношение ток­фаза (2.31), полученное вы­
ше, напоминает таковое для шунтированных сопротивлением джозефсоновских
контактов в присутствии квантовых флуктуаций фазы [85].

2.5.3 Влияние квантовых проскальзываний фазы

Приведённый выше анализ принимает во внимание только влияние гаус­
совых флуктуаций фазы и не учитывает квантовых проскальзываний фазы. Для
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Рисунок 2.2 –– Зависимость от фазы сверхтока I(φ) (в единицах e∆/(2π)) для
EJ/∆ = 0.1 и разных g. Левая и правая панели соответствуют ∆L/v = 20 и

∆L/v = 0.5.

выяснения их влияния удобно перейти к дуальному представлению эффективно­
го действия проволоки [70]

S̃w =
1

πgv

1/T∫
0

dτ

∫
dx

[(
∂χ

∂τ

)2

+ v2
(
∂χ

∂x

)2
]

− γQPS

1/T∫
0

dτ

∫
dx cosχ, (2.33)

где γQPS – амплитуда проскальзываний фазы, определённая в Ур. (1.3). Это
эффективное действие записано в терминах квантового поля χ(x,τ), которое фи­
зически соответствует заряду, прошедшему по проволоке через точку x к моменту
τ. Квантовый оператор χ̂(x), соответствующий этой дуальной переменной, под­
чиняется коммутационному соотношению

[Φ̂(x),χ̂(x′)] = −iΦ0δ(x− x′), (2.34)

где Φ̂(x) = ∇φ̂(x)/2e – оператор потока.
Действие (2.33) задаёт эффективную модель синус­Гордона, в которой про­

исходит квантовый фазовый переход при T → 0 и λ = 2 (или g = 16),
разделяющий две разные фазы [63]. В случае g > 16 ”положительные”и ”отри­
цательные” квантовые проскальзывания фазы связаны в тесные ”нейтральные”
пары, которые не нарушают фазовой когерентности на всех релевантных мас­
штабах, превосходящих длину когерентности ξ. Поэтому для этих значений g
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квантовые проскальзывания фазы не оказывают заметного влияния на результа­
ты, касающиеся бездиссипативного тока I(φ).

С другой стороны, при g < 16 проскальзывания фазы более не связаны в
пары. В этой фазе низкоэнергетическими возбуждениями в системе являются т.н.
кинки и антикинки с характерными энергиямиMs ∝ ∆(vγQPS/∆

2)1/(2−λ), а также
их связанные состояния [88; 89]. Появление в спектрещели для g < 16 (или λ < 2)
приводит к возникновению корреляционной длины [70]

Lc ∼
v

Ms
∼ ξ exp

(
agξ
2− λ

)(
ξ∆

v

) 1
2−λ

. (2.35)

В контексте рассматриваемой системы эта длина не важна в случае g < 2,
поскольку в этом случае сверхток I уже полностью подавлен гладкими флукту­
ациями фазы.

Напротив, при 2 < g < 16 масштаб (2.35) становится важен. На самом
деле для таких g имеется две характерные длины, L∗ и Lc , определённые, со­
ответственно, в Ур. (2.49) и (2.35). Первая из этих длин находится на одной из
границ раздела фаз g = 2, в то время как другая расходится на другой границе
g = 16. Сравнивая длину L с каждой из этих двух корреляционных длин, прихо­
дим к заключению, что фаза с промежуточными значениями g в интервале от 2
до 16 описывает несколько режимов.

Рассмотрим сначала ситуацию с L∗ < Lc, в которой возможны три режи­
ма. При L < L∗ на сверхток сильно влияют только гладкие флуктуации фазы, но
не проскальзывания фазы. В этом режиме ток даётся Ур. (2.31). При L∗ < L <

Lc сверхток почти нечувствителен к обоим типам флуктуаций, а потому даётся
простой среднеполевой формулой (2.30). Наконец, при L > Lc сверхток экспо­
ненциально подавляется проскальзываниями фазы, и мы имеем [70]

I(φ) ∼ egξ∆
√
L√

ξ

( v

L∆

) 3λ
4

exp

(
−3agξ

4
− L

Lc

)
sinφ. (2.36)

Очевидно, в практическом смысле последний режим можно считать не сверхпро­
водящим в тех ситуациях, когда L значительно превосходит Lc.

В принципе возможно реализовать противоположную ситуацию с L∗ > Lc,
в особенности для значений g, близких к 2. В этом случае длина L∗ теряет зна­
чение, и можно выделить лишь два режима: L < Lc и L > Lc. Первый – опять
сверхпроводящий со сверхтоком I(φ), уменьшенным гладкими флуктуациями, в
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соответствии с Ур. (2.31), в то время как второй режим характеризуется экспонен­
циальным подавлением сверхтока распаренными проскальзываниями фазы, см.
Ур. (2.36). При L∗ > Lc для среднеполевого режима места не находится (2.30).

2.6 Модель c ограниченными флуктуациями фазы

В этом разделе мы будем интересоваться свойствами фазы с распаренными
проскальзываниями фазы g < 16 и рассмотрим установку, в которой простран­
ство конфигурации ограничено благодаря тому что значение фазы в определённой
точке оказывается зафиксированным. Будет показано, что такой пиннинг фа­
зы, обусловленный топологией установки, значительно увеличивает способность
проволоки проводить бездиссипативный ток. Это связано с отсутствием в таких
установках безмассовой моды, ответственной за подавление сверхпроводимости
при g < 2. Вместо этого при наличии пиннинга фазы в сверхпроводящей проволо­
ке наблюдаются переходы между ”более” и ”менее” сверхпроводящими фазами,
характеризующимися различным поведением на больших длинах.

Мы ограничимся исследованием установки, изображённой на Рис. 2.3,
содержащей длинную достаточно тонкую сверхпроводниковую нанопроволоку,
оканчивающуюся массивным сверхпроводящим резервуаром. Резервуар имеет
форму открытого кольца, противоположный конец которого соединён с прово­
локой малым туннельным джозефсоновским контактом на расстоянии L от её
конца. Через открытое кольцо пропущен магнитный поток Φ, который задаёт
разность фаз φ = 2πΦ/Φ0 между его концами. Соответственно, фаза на левом
конце проволоки фиксирована благодаря резервуару и считается равной нулю, т.е.
φ(x = 0) = 0. Мы предполагаем, что система находится в термодинамическом
равновесии при T → 0. Как обычно,мы будем интересоваться электрическим то­
ком I(φ), текущим вдоль сегмента проволоки длины L конца до контакта. Фазу
считаем лежащей в интервале φ ∈ (−π,π).

Низкоэнергетическая физика системы описывается следующим действием
во мнимом времени:

S[φ] = Sw[φ(x)] + SJ [φ(0),φ(L)]. (2.37)
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Рисунок 2.3 –– Рассматриваемая система для случая с ограниченными флуктуаци­
ями фазы.

Здесь и ниже мнимое время τ опущено для краткости. Первый член – действие
проволоки (2.2), а SJ описывает джозефсоновский контакт и даётся выражением

SJ [φ(L)] = −EJ

1/T∫
0

dτ
[
cos
(
φ(L)−φ

)]
. (2.38)

Интегрируя по фазе φ(x) во всех точках, кроме x = L, приходим к редуцирован­
ному действию, зависящему только от фазы φ(L,τ) ≡ φ в точке контакта:

SR + SJ =
1

2
Sp
(
φG−1

0 φ
)
− EJ

1/T∫
0

dτ cos(φ−φ) (2.39)

с
G0(ωn) =

8π

gωn
tanh

ωnL

v
(2.40)

и v = e2g/(2πCw). Здесь G0 – мацубаросвкий пропагатор фазы в точке L с ну­
левым граничным условием. Видим, что флуктуации фазы массивны с массой
m0 = gv/8πL. Отсутствие безмассовой моды в этой установке (противополож­
ность рассмотренной в предыдущей главе) – прямое следствие пиннинга фазы
массивным сверхпроводником в x = 0, который препятствует однородным сдви­
гам фазы вдоль всей проволоки.

Повторяя путь предыдущего раздела, выберем пробное вариационное дей­
ствие в виде

Str =
1

2
Sp (φ−ψ)(G−1

0 +m)(φ−ψ). (2.41)
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Минимизируя свободную энергию системы по параметрам m, ψ, приходим к
уравнениям

EJ cos(ψ−φ)e−G(0)/2 −m = 0, (2.42)

EJ sin(ψ−φ)e−G(0)/2 +
gv

8πL
ψ = 0. (2.43)

Здесь и ниже

G(0) = T
∑
ωk

(
G−1

0 (ωk) +m
)−1

. (2.44)

Из Ур. (2.42), (2.43) опять обнаруживаем, что весь эффект флуктуаций за­
ключается в перенормировке EJ множителем e−G(0)/2. Сверхток I находится из
уравнения

I =
gev

4πL
ψ. (2.45)

Теперь используя Ур. (2.42)­(2.45), явно вычислим сверхток. При L ≲ v/∆

флуктуации подавлены, и ток принимает своё среднеполевое значение. В про­
тивоположном пределе больших L решение Ур.(2.42) демонстрирует два разных
режима, разделённых g∗ = 4. При g < 4 находим |m| ≪ v/L. Следовательно,
возникающая дополнительная масса пренебрежимо мала, и эффект флуктуаций
сводится к чистой гауссовой переномировке. Уравнение движения (2.43) в этом
случае переписывается в виде

EJ sin(ψ−φ)
(
∆L

v

)−4/g

+
gv

8πL
ψ = 0. (2.46)

В интересном для нас пределе EJ можно положить 8πEJ

g∆ < 1. В этом случае член
с синусом как функция L стремится к нулю в ноль быстрее, чем падает вклад
кинетической индуктивности ∝ L−1 и, следовательно

I(φ) = 2eEJ

( v

∆L

)4/g
sinφ. (2.47)

Это выражение показывает, что при g < 4 флуктуации фазы (1) изменяют соотно­
шение ток­фаза, приводя его к синусоидальному виду вместо вида ”пилы” , как в
среднеполевом режиме на больших длинах, и (2) уменьшают величину сверхто­
ка, по сравнению со стандартной джозефсоновской формулой I(φ) = 2eEJ sinφ,
применимой в пределе L → 0. В дополнение, в присутствии флуктуаций сверх­
ток (2.47) спадает с расстоянием L быстрее, чем для среднеполевой зависимости
I ∝ 1/L.
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Обратимся теперь к случаю g > 4. Разрешая Ур. (2.42) в пределе L → ∞,
получим

m =


[
EJ cos(ψ−φ)

(
8π
∆g

) 4
g

] g
g−4

, cos(ψ−φ) > 0,

−gv/8πL+ o(1/L), cos(ψ−φ) < 0.

(2.48)

Это решение применимо только тогда, когда L превосходит характерную длину
L∗, которая даётся формулой

L∗ =
v

∆

(
g∆

8πEJ

) g
g−4

. (2.49)

Эта длина отделяет режим L > L∗, где флуктуации приводят к негауссовой пере­
нормировке джозефсоновской связи, от L ≪ L∗, где |m| ≪ gv/8πL. До тех пор,
пока v/∆ ≪ L ≪ L∗, ток опять даётся Ур. (2.47).

При g > 4 перенормированная джозефсоновская энергия падает мед­
леннее, чем 1/L, и при L ∼ L∗ становится того же порядка, что и вклад
кинетической индуктивности. На ещё больших расстояниях перенормировка мас­
сы перенасыщается на значении, определённом в Ур. (2.48). Вклад кинетической
индуктивности, напротив, падает как 1/L. Поэтому для L ≫ L∗ фаза фиксирует­
ся минимальным значением перенормированного потенциала джозефсоновского
контакта, т.е. имеемψ = φ. В этом случае соотношение ток­фаза сводится к стан­
дартному среднеполевому

I(φ) =
gev

4πL
φ. (2.50)

2.7 Результаты и обсуждение

В соответствии с известной теоремой Мермина­Вагнера [37; 38] установле­
ние дальнего порядка в бесконечно протяжённой одномерной системе невозмож­
но, поскольку он неминуемо будет разрушен флуктуациями. Эта теорема, однако,
не даёт возможности сделать заключение о наличии или отсутствии сверхпрово­
димости в системе конечного размера, доступной в реальном эксперименте. Более
того, сверхпроводящие свойства таких структур в присутствии флуктуаций могут
существенно зависеть от экспериментальной реализации измерительной установ­
ки.
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В настоящей главе была исследована способность сверхпроводниковой
нанопроволоки пропускать бездиссипативный ток в зависимости от топологии
установки, влияющей на пространство конфигураций фазы. Были исследованы
установки, изображённые на Рис.2.1 и 2.3, в которых ток протекает по участ­
ку длиной L, будучи вызван разностью фаз, индуцированной джозефсоновскими
контактами.

Физика системы, с одной стороны, контролируется взаимодействием бани
плазменных мод Муи­Шёна и джозефсоновских контактов и, с другой стороны,
квантовыми проскальзываниями фазы. Баня коллективных возбуждений может
быть описана набором мод, число которых равно числу контактов (2 в случае 2.1
и 1 в случае 2.3). Эти моды перенормируют энергию связи джозефсоноввских
контактов, приводя к уменьшению протекающего по участку проволоки тока.

Свойства этих мод зависят от топологии установки. В случае, когда кон­
фигурации фазы ничем не ограничены, мода, соответствующая одновременному
сдвигу всех фаз на одну и ту же величину, оказывается безмассовой с омической
спектральной плотностью ∝ 1/ω на низких частотах. Эта ситуация изучена на
примере установки 2.1. Омическая природа этой моды приводит при T → 0 к
возникновению квантового фазового перехода из класса эквивалентности перехо­
да Шмида, который в рассматриваемом случае происходит при g = 2. В системе
также имеет место квантовый фазовый переход БКТ­типа при g = 16, обуслов­
ленный квантовыми проскальзываниями фазы.

В соответствии с полученными результатами фазовая диаграмма системы
при T = 0 содержит три различные фазы. Наиболее толстые проволоки с g > 16

демонстрируют сверхпроводящее поведение, тем не менее даже в них ток может
быть подавлен гауссовыми флуктуациями фазы, см. Ур. (2.31). В наиболее тон­
ких проволоках с g < 2, напротив, сверхток оказывается полностью подавлен
квантовыми флуктуациями, таким образом, эту фазу можно считать совершен­
но несверхпроводящей. Можно отметить интересное наблюдение, что переход к
несверхпроводящей фазе происходит при ровно том же значении, что и исчезно­
вение краевой сингулярности в плотности состояний (см. Рис. 1.4).

Наиболее интересной оказывается промежуточная фаза с 2 < g < 16,
характеризующаяся двумя корреляционными длинами: L∗ (2.49), связанной с пе­
реходомШмида и Lc (2.35), связанной с переходом БКТ. Свойства системы в этой
области прараметров зависят от соотношения междуL и этими корелляционными
длинами. Несмотря на то, что в этой фазе проволока пропускает конечный без­
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диссипативный ток при любой L, при L ≫ Lc он оказывается экспоненциально
подавленным проскальзываниями фазы, см. Ур.(2.36). Поэтому, с практической
точки зрения, сверхпроводимость в этой фазе проявляется на масштабах L ≲ Lc.
Ещё одним отличительным свойством этой фазы является подавление тока на ма­
лых масштабах, а именно при L < L∗, см. Ур. (2.31).

Стоит также добавить, что флуктуации не только уменьшают абсолютную
величину джозефсоновского тока в системе, но и существенно меняют зависи­
мость ток­фаза, особенно для больших значений φ.

В случае, когда топология установки ограничивает конфигурации фазы в
системе, рассмотренном на примере установки на Рис. 2.3, бывшая безмассовая
мода приобретает массу, что приводит к ослаблению флуктуационных эффектов.
В этой установке переход Шмида происходит уже при g = 4, однако свойства фаз
несколько меняются. Наиболее важное отличие этого случая состоит в том, что
здесь даже в наименее сверхпроводящей фазе g < 4 проволока сохраняет спо­
собность проводить бездиссипативный ток. Однако он подавляется степенным
образом при L < Lc (Ур. (2.47)) и экспоненциально – при L > Lc. В промежу­
точной фазе с 4 < g < 16 влияние флуктуаций при L∗ < L < Lc перестаёт
быть существенным. Также переход при g = 4 перестаёт быть резким, приобретая
характер плавного перехода. В целом можно сказать, что ограничение конфигу­
раций фазы существенно улучшает сверхпроводимость в подобных системах за
счёт ослабления флуктуационных эффектов.
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Глава 3. Локализация куперовских пар и сверхпроводящие изоляторы

Настоящая глава посвящена теоретическому описанию и эксперименталь­
ному исследованию ”изолирующего” состояния сверхпроводящих нанопроволок
при g < 16, см. подраздел 2.5.3. В ней описывается и объясняется нетривиальная
суперпозиция сверхпроводящих и несверхпроводящих свойств, возникающих в
нанопроволоке в этом режиме. Эксперимент, на который опирается эта глава,
был выполнен группой К.Ю.Арутюнова, а материалы главы основаны на статьях
[101––104].

3.1 Эксперимент группы К. Арутюнова

Для целей эксперимента были изготовлены длинные тонкие титановые на­
нопроволоки, имеющие форму тонких полос, накладывающиеся на относительно
широкий алюминиевыйй электрод через туннельный барьер из оксида алюминия,
как показано на Рис. 3.1. В нормальном состоянии при температуре чуть выше
среднеполевой точки перехода титана TC ≈ 400 mK продольные сопротивления
проволок лежат в диапазоне RN ∼ 25 ÷ 70 kΩ. Длины всех проволок одинаковы
и составляют L ≃ 20 мкм, их толщины равны d ≃ 35 нм, а ширины w различны
и лежат в диапазоне 30 ÷ 60 нм. При таких параметрах в титановых проволоках
эффекты квантовых проскальзываний фазы сильны, а образцы находятся в изо­
лирующем состоянии [90; 91]. При нулевой температуре сверхпроводящая длина
когерентности ξ в образцах имеет оценочную величину ξ ∼ 140 ÷ 150 нм, а,
следовательно, условие квазиодномерности образца d,w ≪ ξ ≪ L выполняет­
ся для всех проволок. С этими параметрами получаем значения безразмерного
кондактанса в диапазоне g ≈ 1 ÷ 3, т.е. условие g < 16, соответствующее
изолирующей фазе, выполнено с запасом для всех образцов. В то же время ши­
рина алюминиевых полос достаточно велика, и флуктуационными эффектами в
них можно пренебречь. Каждая структура позволяет проводить псевдочетырёх­
терминальные измерения полного сопротивления титановых проводов, а также
локальные измерения вольт­амперной характеристики I(V ) всех туннельных кон­
тактов. Эксперименты проводились при низких температурах, вплоть до T ∼ 35
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Рисунок 3.1 –– Верхняя панель: схема эксперимента. Нижняя панель: изображение
одной из структур, полученное с помощью сканирующего электронного микро­
скопа. Вставка: увеличенная зона контакта, снятая атомно­силовыммикроскопом.

Цветом обозначена высота участка образца.
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мК. Больше подробностей, касающихся этого эксперимента, можно найти в тек­
сте и приложении к [103]. Также в Приложении А.1 можно найти таблицу оценок
параметров образцов.

3.2 Измерение продольного сопротивления

Результаты измерений R(T ) для пяти различных образцов изображены на
Рис. 3.2. Имея g ≪ 16, все эти образцы при низкой температуре должны нахо­
диться глубоко в изолирующем режиме. Однако, мы наблюдаем, что два более
толстых образца с ширинами w ≈ 62 нм (образец Ti1) и w ≈ 46 нм (образец
Ti2) демонстрируют резистивное поведение только при температурах, довольно
близких к критической, за которым следует резкое падение сопротивления на 2
порядка при температурах T ∼ 300 мК (образец Ti1) и T ≲ 200 мК (образец Ti2).
Остальные образцы Ti3, Ti4 и Ti5 с ширинами чуть меньшими, чем у Ti2, не
проявляют признаков сверхпроводимости вплоть до самых низких температур, а
их сопротивление слабо зависит от температуры, что в особенности характерно
для наиболее тонких образцов Ti4 и Ti5.

При температурах не сильно ниже Tc поведение системы должно опре­
деляться термически активированными проскальзываниями фазы. Их вклад в
сопротивление провода Rtaps(T ) [65], действительно, весьма хорошо описывает
форму кривых сопротивления для двух самых толстых образцов (см. Рис. 3.2) и
позволяет оценить значения gξ ≃ 37.4 и gξ ≃ 9.0, соответственно, для образцов
Ti1 и Ti2. Эти значения оказываются значительно меньше оценочных, что, веро­
ятно, говорит о неоднородности образцов.

Для того чтобы понять различия в низкотемпературном поведении образ­
цов с различными поперечными размерами, необходимо обратиться к эффектам
квантовых проскальзываний фазы. Дуальный гамильтониан сверхпроводящих на­
нопроволок в присутствии квантовых проскальзываний фазы даётся [70]

Ĥ =

∫ L

0

dx

[
Φ̂2

2L
+

(∂xQ̂)2

2C
− γqps cos

(
πQ̂

e

)]
, (3.1)

где Φ̂ и Q̂ – канонически сопряжённые операторы потока и заряда, подчиняю­
щиеся коммутационному соотношению [Φ̂(x),Q̂(x′)] = −iℏδ(x − x′). Используя
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Рисунок 3.2 –– Зависимость сопротивления от температуры R(T ), измеренная
для пяти титановых нанопроволок. Непрерывной кривой обозначен фит экспе­
риментальных данных (для образцов Ti1 и Ti2) формулой R(T ) = RN/(1 +

RN/Rtaps(T )) внутри её области применимости, см. Приложение А.2.

этот гамильтониан, можно показать [70], что в изолирующей фазе, а именно, при
g < 16, свойства основного состояния контролируются корреляционной длиной
Lc, для которой в этой главе мы будем пользоваться выражением

Lc ∼ ξ exp
(
agξ − lnb

2− gZ/8

)
. (3.2)

Физически появление этого фундаментального масштаба можно рассматривать
как следствие процессов спонтанного туннелирования квантов магнитного пото­
ка Φ0 сквозь проволоку. Такие квантовые флуктуации разрушают когерентность
фазы на длинах, большихLc, и приводят к эффективной локализации куперовских
пар на этом масштабе. Соответственно, образцы с L ≲ Lc могут проявлять сверх­
проводящие свойства даже в присутствии проскальзываний фазы, в то время как
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в пределе L ≫ Lc сверхток полностью разрушается квантовыми флуктуациями,
и подобные проволоки остаются несверхпроводящими даже в пределе T → 0.

Именно это данные Рис. 3.2 и демонстрируют. Действительно, значение Lc

(3.2) для образца Ti1 с gξ ≈ 37, очевидно, превышает L на несколько порядков,
следовательно, образец должен оставаться сверхпроводящим при низких темпе­
ратурах. Для того чтобы оценить длину (3.2) для образца Ti2 с ξ ∼ 140 нм,
gξ ≃ 9.0 и gZ ≃ 2.5, желательно определить неизвестные константы a and b, вхо­
дящие в 3.2. Однако, поскольку чёткого перехода к режиму квантовых флуктуаций
фазы для этого образца не наблюдается, оказывается возможно лиши оценить
нижнюю границу комбинации agξ − lnb ≳ 7.5, см. подробности в Приложении
А.3. Имея в виду эту оценку, получим Lc ≳ 12 мкм, т.е. в этом случае Lc ∼ L, и
образец Ti2 ещё должен демонстрировать сверхпроводящие свойства при низких
температурах. Напротив, образцы Ti3−Ti5 имеют меньшие g, gξ и, соответствен­
но,Lc много меньшиеL, должны демонстрировать несверхпроводящее поведение
при низких температурах.

Для того чтобы понять это поведение, необходимо вспомнить, что при
g < 16 проскальзывания фазы более не связаны в пары. В соответствии с точным
решением модели синус­Гордона [89], в этой ситуации в спектре возбуждений
возникает щель величиной ∆̃ ∝ γαqps, откуда следует, что при T → 0 образцы Ti3,
Ti4 и Ti5 должны вести себя как изоляторы. Данные по сопротивлению демон­
стрируют, что сверхток в этих образцах действительно подавлен вплоть до самых
низких температур и, соответственно, от этих образцов можно ожидать изолиру­
ющего поведения при T < ∆̃. Тот факт, что роста сопротивления с понижением
температуры для этих образцов не наблюдается, вероятно, объясняется тем, что
либо температура недостаточно мала, и условие T < ∆̃ не выполнено, либо об­
разцы недостаточно длинны. В любом случае, в соответствии с предсказаниями
теории, сверхпроводимость в этих образцах полностью подавлена флуктуациями.

Отметим, что данные о сопротивлении сверхпроводниковых нанопроволок,
схожие с представленными на Рис. 3.2, были опубликованы ранее в [66; 67; 92]
для большого числа молибден­германиевых (MoGe) нанопроволок с меньшими
значениями ξ и L. В некоторых из них наблюдался загиб кривой сопротивления
вверх, что является индикатором изолирующего поведения. Анализируя сейчас
данные [66; 67; 92], приходим к выводу, что они находятся в качественном со­
ответствии с изложенной выше физической картиной: сверхпроводящие MoGe

образцы удовлетворяют условию L ≲ Lc, в то время как длина L несверхпро­
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Рисунок 3.3 –– Дифференциальная проводимость dI/dV как функция напряжения
V , измеренная в Ti−Al туннельных контактах при T ≃ 21 мК для пяти образцов
от Ti1 до Ti5. При e|V | = ∆+∆Al имеется острый пик. На вставке: Те же данные

для образца Ti3 при разных температурах.

водящих превосходит Lc. В целом, однако, столь чёткого разделения образцов на
сверхпроводящие и несверхпроводящие, как в нашем случае, обычно не наблюда­
ется, и речь идёт о плавном переходе. Несмотря на это, данные [66; 67; 92] сейчас
получают естественное объяснение, в то время недоступное.

3.3 Туннельная проводимость

Измерения полного сопротивления R(T ) сами по себе недостаточны для
того, чтобы понять природу основного состояния сверхпроводниковых нанопро­
волок. Для получения информации о его локальных свойствах были произведены
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Рисунок 3.4 –– Фит данных для образца Ti3 при T ≃ 21 мК теоретической кривой
[99] (см. ПриложениеА.4). На вставке: Плотность состоянийν (в единицахν0) как
функция энергииE, восстановленная для тогоже образца при тойже температуре.

измерения вольт­амперной характеристики I(V ) туннельных контактов между
титановыми проволоками и алюминиевым электродом (со щелью, равной ∆Al ≃
190мкВ), см. Рис. 3.1. Соответствующие результаты приведены на Рис. 3.3. В этих
образцах дифференциальный кондактанс имеет пик, положение которого очень
незначительно варьируется от образца к образцу. Поскольку этот пик должен на­
ходиться при e|V | = ∆ + ∆Al, мы сразу восстанавливаем локальные значения
щели ∆ ≈ 45 мкВ с незначительными вариациями. Обнаруживаем, что флуктуа­
ции уменьшают значение щели∆, по сравнению с его среднеполевым значением
∆Ti ≃ 60 µeV . С другой стороны, конечная хорошо определённая щель наблю­
дается во всех образцах.

По сравнению со стандартной зависимостью по БКШ, наблюдается си­
стематическое уширение пика в dI/dV с уменьшением площади поперечного
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сечения. Это уширение увеличивается с температурой (см. вставку Рис. 3.3), что
находит объяснение в рамках теории, изложенной в Главе 1. Фитируя кривые
dI/dV туннельных контактов теоретической формулой (см. Приложение А.4), мы
можем восстановить плотность состояний ν(E) для проволок, что продемонстри­
ровано на Рис. 3.4. Лучшее приближение для образца Ti3 даёт значение g ≃ 1.5,
что немного меньше теоретической оценки g ≃ 2.3. В отличие от стандартной си­
туации теории БКШ, здесь сингулярность вблизи краящели полностью подавлена
флуктуациями. Тем не менее, сверхпроводящая щель остаётся чётко различимой.
При ненулевых температурах для энергий внутри щели плотность состояний за­
тухает экспоненциально по формуле 1.39, что хорошо видно на вставке Рис. 3.3.
Показатели экспоненциального затухания очень хорошо описываются теорией,
что отображено на рисунке 3.5.
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Рисунок 3.5 –– Зависимость обратных коэффициентов экспоненциального за­
тухания вольт­амперной характеристики вглубь щели

(
d
dT log dI
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)∣∣−1

eV≲∆+∆Al
от

температуры для образца Ti5. Наклон прямой равен 8.46± 0.56× 10−5 В/К, что в
пределах погрешности совпадает с теоретическим значением kb/e = 8.62× 10−5

В/К.
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3.4 Джозефсоновский ток

Хорошо определённая щель в плотности состояний – не единственное, что
указывает на то, что у проволок сохраняются сверхпроводящие свойства, несмот­
ря на квантовые флуктуации. На Рис. 3.6 показаны кривые I(V ), измеренные при
различных T , для ещё одной титановой нанопроволоки с локальной плотностью
состояний, демонстрирующей хорошо выраженную сверхпроводящующель (Рис.
3.6(а)). Полное сопротивление R(T ) этого образца ведёт себя схожим образом
с образцами Ti3, Ti4 и Ti5 (см. вставку Рис.3.6(b)). Увеличивая начало кривых
I(V ), ясно видим признаки джозефсоновского тока величиной ∼ 5 пА уже при
T ∼ 75 мК, см. Рис. 3.6(b). Естественным образом вследствие сильных флуктуа­
ционных эффектов в проволоке наблюдаемая величина джозефсоновского тока на
порядки меньше обычного значения в несколько нА, следующего из стандартной
формулы Амбегаокара­Баратова [77]. С повышением температуры флуктуацион­
ные эффекты усиливаются и полностью подавлят джозефсоновский ток уже при
T ≳ 150 мК. К сожалению, имеющихся данных по джозефсоновскому току недо­
статочно для количественного сравнения с теорией.

Подобные особенности наблюдаются также и на других образцах, хотя и
не на всех. Наблюдения джозефсоновского тока в туннельных контактах слу­
жат ещё одним подтверждением нашего утверждения о присутствии локальной
сверхпроводимости во всех титановых нанопроволоках, включая даже наиболее
резистивные.

3.5 Результаты и обсуждение

Результаты, изложенные выше, приводят нас к следующей картине, опи­
сывающей сверхтонкие сверхпроводниковые нанопроволоки в ”изолирующем
режиме” для g < 16 при достаточно низких температурах. В этом режиме кван­
товые проскальзывания фазы играют ключевую роль в физике системы, приводя
к локализации куперовских пар на масштабе Lc, см. Ур. (3.2). В более толстых
проволоках с Lc ≳ L (образцы Ti1 и Ti2) квантовые проскальзывания фазы сами
по себе не способны полностью подавить когерентность фазы вдоль проволоки.
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Рисунок 3.6 –– (a) Зависимости I(V ) и dI/dV для туннельных Ti−Al контактов,
соответствующих титановой нанопроволоке с L = 20 мкм, d = 35 нм и w = 38

нм, снятые при T = 26 мК. (b) Увеличенная кривая I(V ) на низких напряжениях
при разной температуре. На вставке: Полное сопротивлениеR этой же проволоки

как функция температуры.



66

Такие образцы ведут себя схожим образом с нульмерными объектами, такими как
малый джозефсоновский контакт, подключённый к резистивной внешней цепи с
малым сопротивлением. В зависимости от экспериментальной реализации [70;
105; 106], такие нанопроволоки могут либо остаться сверхпроводящими, либо
приобрести сопротивление, которое, однако весьма мало R ∝ γ2qps. Напротив,
более тонкие образцы с Lc ≪ L сохраняют сопротивление порядка нормального
даже при T ≪ TC и должны становиться изоляторами в пределе T → 0. Подобное
поведение – следствие того, что квантовые проскальзывания фазы разрушают ко­
герентность фазы при Lc ≪ L.

Что интересно, сверхпроводящая щель ∆ в энергетическом спектре всех
титановых проволок, включая даже наиболее резистивные, остаётся хорошо
определённой, хотя и слегка уменьшается флуктуациями. Вдобавок, спектр из­
меняется взаимодействием между электронами и мягкими флуктуациями фазы,
ассоциированными с плазменной модой Муи­Шёна, которое размывает сингу­
лярность плотности состояний вблизи края щели (полностью подавляя её при
g < 2) и создаёт экспоненциально затухающий хвост состояний внутри щели при
конечных температурах. В этой фазе проволоки также сохраняют способность
проводить бездиссиптивный джозефсоновский ток, величина которого, однако,
оказывается сильно подавленной флуктуациями. Подавление тока в нашем слу­
чае составляет более двух порядков для одного из более резистивных образцов.

Было продемонстрировано, что сегменты нанпроволок длиной L ≲ Lc со­
храняют сверхпроводящие свойства при низких температурах. Напротив, более
длинные проволоки с большим числом таких сегментов испытывают локали­
зацию куперовских пар на масштабе ∼ Lc и теряют способность проводить
измеримый сверхток. Подобные нанопроволоки имеют сопротивление R(T ) ∼
RN даже при T ≪ TC и должны переходить к режиму изоляторов в пределе боль­
ших длин и T → 0.

Хорошо известно, что при определённых условиях гранулярные массивы
сверхпроводников и цепочки джозефсоновских контактов могут также становить­
ся резистивными и даже изолирующими [93––96]. В этом режиме сверхпроводи­
мость сохраняется только в гранулах, в то время как бездиссипативный перенос
заряда между ними подавлен кулоновской блокадой туннелирования куперовских
пар. Мы же, напротив, имеем дело с однородными нанопроволоками, в которых
вовсе не имеется гранул или туннельных барьеров. Тем не менее, подобные нано­
проволоки всё равно демонстрируют несверхпроводящее поведение в том случае,
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если их длина превышает типичный размер ”сверхпроводящего домена”Lc. В том
же ключе, что и для структур из нормального металла [65; 97; 98], это нетри­
виальное поведение можно интерпретировать как слабую кулоновскую блокаду
куперовских пар, которая – как показывают полученные результаты – может про­
исходить даже в отсутствие туннельных барьеров.

В итоге было показано как экспериментально, так и теоретически, что
сверхпроводниковые нанопроволоки в т.н. режиме изолятора в действительности
демонстрируют сложное поведение, характеризующееся суперпозицией локаль­
ной сверхпроводимости и эффективной локализации куперовских пар на больших
масштабах. Поэтому это состояние заслуживает названия ”сверхпроводящего
изолятора”. Свойства этого состояния должны учитываться при создании сверх­
проводниковых устройств чрезвычайно малого размера.
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Заключение

Основные результаты работы можно кратко сформулировать в следующих
пунктах:

1. Обнаружено, что флуктуации оказывают сильное влияние на локаль­
ную плотность состояний сверхтонких сверхпроводящих проволок как
следствие взаимодействия электронов с диссипативным окружением,
сформированным баней плазменных мод Муи­Шёна. В рамках исполь­
зуемых ограничений найдена общая аналитическая формула, пригодная
для вычисления плотности состояний в различных геометриях, а также
для двумерного случая.

2. Исследована способность длинной сверхпроводниковой нанопроволоки
пропускать бездиссипативный ток при туннельных измерениях в систе­
ме с пропущенным магнитным потоком. Показано, что в комбинации с
эффектом квантовых проскальзываний фазы сверхпроводниковая нано­
проволока испытывает два различных квантовых фазовых перехода по
безразмерному кондактансу g, что приводит к возникновению нетриви­
альной фазовой диаграммы, в которой при уменьшении толщины фазы
со всё менее выраженной сверхпроводимостью последовательно сменя­
ют друг друга.

3. Совместно с экспериментальной группой К. Арутюнова проведено ис­
следование сверхпроводниковых нанопроволок, находящихся в изоли­
рующем состоянии. На основании имеющихся данных и разработанной
теории сделано заключение о том, что в этом состоянии образцы теряют
сверхпроводящие свойства на больших длинах, в то время как локально
сверхпроводимость в них сохраняется.

Эти пункты подкрепляются следующими полученными конкретными результа­
тами:

1. В рамках формализма квазиклассических функций Грина показано,
что для типичных экспериментально реализуемых ситуаций влияние
флуктуаций на функцию Грина электронов сводится к возникновению
флуктуирующих фазовых префакторов, что позволяет ограничиться в
расчётах учётом лишь фазовой переменной. Одночастичные наблюдае­
мые находятся посредством дальнейшего функционального усреднения
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полученной функции Грина по фазе.

Вычислена плотность состояний длинной сверхпроводниковой про­
волоки, для которой в наиболее интересной области вблизи края щели
получено аналитическое выражение и проведено численное моделиро­
вание. Для этого случая продемонстрировано, что даже при нулевой
температуре флуктуации степенным образом изменяют и даже полно­
стью регуляризуют сингулярность вблизи края щели, перебрасывая
состояния на более высокие энергии. При конечных температурах
флуктуации полностью размывают когерентные пики и порождают
экспоненциально затухающий хвост состояний внутри щели.

Проанализирован также двумерный случай, в котором основной эф­
фект состоит в возникновении подщелевых состояний при конечных
температурах, по аналогии с одномерным случаем. Важным оказывает­
ся то, что полученный вклад при промежуточных температурах является
лидирующим и становится значимым даже в не слишком грязных плён­
ках, находящихся вдали от перехода сверхпроводник­изолятор.

2. Показано, что, вследствие взаимодействия контакта с модами Муи­
Шёна, при нулевой температуре в системе происходит квантовый
фазовый переход, относящийся к классу эквивалентности Шмида, кон­
тролируемый безразмерным кондактансом g.

Достаточно тонкие проволоки, лежащие по толщине ниже точки пере­
хода, оказываются в несверхпроводящей фазе, свойства которой зависят
от топологии установки. Если установка не ограничивает флуктуации
фазы, то способность проводить бездиссипативный ток исчезает полно­
стью. Если же в определённой точке фаза фиксируется, то способность
проводить бездиссипативный ток остаётся, однако он оказывается по­
давлен флуктуациями на всех масштабах.

Выше точки перехода возникает новый критический масштаб L∗, разде­
ляющий среднеполевой режим и режим, при котором ток уменьшается
флуктуациями. Для каждого режима, по крайней мере, в предель­
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ных случаях было найдено аналитическое выражение, описывающее
соотношение ток­фаза в системе, а также проведено его численное мо­
делирование.

3. Проанализированы экспериментальные зависимости продольного со­
противления титановых нанопроволок от температуры. Показано, что,
в зависимости от отношения длины проволоки L к длине локализации
куперовской пары Lc, сопротивление либо быстро падает с понижением
температуры при L < Lc, либо сохраняет величину порядка сопротивле­
ния в нормальном состоянии при L ≫ Lc, что свидетельствует об утрате
сверхпроводимости на больших масштабах.

Исследованы туннельные вольт­амперные характеристики проволок
и выяснено, что во всех образцах локальная плотность состояний со­
храняет черты сверхпроводника и качественно описывается теорией,
изложенной в Главе 1. Обнаружено, что некоторые проволоки демон­
стрируют слабый джозефсоновский ток.

С точки зрения автора, дальнейшее продвижение в области физики
сверхтонких сверхпроводниковых проволок может быть сделано путём экспе­
риментального подтверждения квантового фазового перехода Шмида в системе
с неограниченными флуктуациями фазы наподобие предложенной в Главе 2.
Подобное исследование позволит выявить пределы, в которых сверхпроводящие
свойства таких систем могут наблюдаться и использоваться.

В силу схожести систем, по крайней мере, часть полученных результатов
применима также к цепочкам джзефсоновских контактов. Поскольку они явля­
ются ключевой составляющей лучших на сегодняшний момент твёрдотельных
кубитов – трансмона и флуксониума –, проведённое исследование может также
иметь применение в области квантовых вычислений. Специфика экспериментов
в области также предлагает новые теоретические задачи, в частности, изучение
процессов рассеяния сигнала в цепочке с присоединённым SQUID’ом.

В заключение автор выражает искреннюю благодарность научному руко­
водителю Семёнову А. Г. за неизменную поддержку в научных и жизненных
вопросах и научное руководство; Заикину А. Д. за большой вклад в постанов­
ку и исследование научных задач, приглашение на стажировку и многие другие
предоставленные возможности; сотрудникам ФИАН в целом и, в особенности,
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и доброжелательную атмосферу.
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Приложение А

А.1 Таблица параметров образцов из эксперимента группы К.Арутюнова

w, нм Rn, кΩ v, 106м/с N = ∆L/v g gξ

Ti1 62 22 2.3 0.81 3.0 156

Ti2 46 32 1.9 0.97 2.5 107

Ti3 41 38 1.8 1.1 2.3 91

Ti4 40 47 1.6 1.2 2.0 73

Ti5 30 67 1.3 1.4 1.7 52

А.2 Фит кривой R(T )

Зля зависимостиR(T ) мы использовали формулу, полученную в рамках мо­
дели термически активированных проскальзыванийфазы (TAPS) вблизиTc из [65]

RTAPS = Rq × 2A
√
6π

X

ξ

Tc

T

√
δF

T
e−δF/T

с

δF/T = 0.665 gξ
(1− t)3/2

t

и t = T/Tc. Соединяя всё вместе, получаем двухпараметрическую формулу, ис­
пользованную для фита экспериментальных кривых.

RTAPS

RN
= A

(1− t)5/4

t3/2
exp

(
−0.665 gξ

(1− t)3/2

t

)
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А.3 Нижняя оценка Lc

В нашем эксперименте на кривых R(T ) двух ”более сверхпроводя­
щих”образцов наблюдается только эффект TAPS. Переход к режиму QPS
происходит при более низких температурах, чем те, при которых проводился
эксперимент. Поэтому извлечь параметры QPS напрямую из имеющихся данных
невозможно. Однако можно найти для них ограничение снизу.

Сопротивление, обусловленное квантовыми проскальзываниями фазы, да­
ётся формулой

RQPS/RN = b2g3ξ
v

16Tξ

(
2πT

∆

)g/8−1

exp
(
−2agξ

)
.

Если предположить, что переход к режиму QPS происходит при значениях R(T )

на уровне наинизших детектируемых в эксперименте, то получим оценку свер­
ху величины эффектов, связанных с QPS. Для образца Ti2 в предположении
R∗/RN ∼ e−4 и T ∗/Tc ∼ e−1.15 (см. 3.2), используя теоретические оценки
v = 1.91 · 106m/s, ξ = 140nm, gZ = 2.5, и значение gξ = 9.0, полученное
из фита TAPS, получим b2e−18.0a < 3.1 · 10−7 и a − 0.11 ln(b) > 0.83. Воз­
можно также извлечь минимальное возможное значение Lc для этого образца,
Lc ∼ ξ exp

(
agξ−ln(b)
2−g/8

)
> 12µm.

А.4 Фиты вольт­амперной характеристики туннельных контактов

Для моделирования кривых I(V ) туннельного SIS­контакта с нанопроволо­
кой, сначала путём численного интегрирования по формуле 1.27

ν(E) =

∫
dε

2π
νBCS(ε)BK(E − ε)

(
1 + F (ε)F (E − ε)

)
(А.1)

с 1.47

BK(ω) = cosh

(
βω

2

)(
2πT

∆

)1/gZ

∣∣∣Γ( 1
2gZ

+ iω
2πT

)∣∣∣2
2πTΓ(1/gZ)
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была получена плотность состояний проволоки. Затем была использована полу­
проводниковая формула [77]

I(V ) = C

∫
dE ν1(E)ν2(E + eV )

(
F (E)− F (E + eV )

)
,

где ν1 – плотность состояний титана, а для алюминия использовалась обычная
формула теории БКШ ν2(E) = νBCS(E).Численно дифференцируя эту зависи­
мость, получим кривую, использованную для фитирования экспериментальных
данных. После масштабирования остаётся единственный подгоночный параметр
g.
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