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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Важной задачей современной теоретической
физики фундаментальных взаимодействий является построение теории кван
товой гравитации, т.е. теории, которая должна описывать гравитационные
явления на сверхвысоких энергиях. Данная задача уже давно стоит перед
теоретической физикой: одной из первых работ по квантовой гравитации яв
ляется пионерская работа Матвея Бронштейна 1936 года [1], где им также
был предложен способ квантования линеаризованной общей теории относи
тельности. Энергетический масштаб, на котором вклад эффектов квантовой
гравитации становится соизмеримым с вкладом других взаимодействий, на
зывается планковским ∼ 1019 ГэВ. Современные ускорители частиц ограниче
ны масштабом в∼ 104 ГэВ. Поэтому пока что эффекты квантовой гравитации
могут проявляться лишь в космических явлениях. Поскольку на энергиях по
рядка планковской вклад от всех взаимодействий, включая гравитационное,
становится одного порядка, то предполагается, что на этом масштабе физика
явлений будет описываться некоторой единой теорией. На роль такой единой
теории в настоящий момент имеется несколько претендентов: теория струн,
теория высших спинов, супергравитация и др. Несмотря на отсутствие расхо
димостей в петлях [2] в низших порядках максимальная теория суперграви
тации 𝒩 = 8, 𝑑 = 4 не может являться удовлетворительной версией единой
теории, поскольку даже при крайне обширном спектре в нее невозможно вло
жить взаимодействия стандартной модели. Теория струн лишена последней
проблемы, но такая теория существует лишь в 10 измерениях. Для описания
физических явлений в 4-х измерениях пространства-времени «лишние изме
рения» нужно скомпактифицировать. Оказывается, что способов сделать это
чрезвычайно много, что подрывает предсказательную силу теории. Спектр
теории струн включает поля всех спинов. При этом он устроен так, что поля
спина 𝑠 > 2 являются массивными с массой порядка планковской. Последнее
обстоятельство объясняет, почему эти поля не наблюдаются в современных
экспериментах, но с другой стороны, это дает возможность рассматривать
теорию струн как нарушенную фазу более симметричной теории, например,
теории высших спинов, спектр которой это безмассовые поля всех спинов.

Несмотря на многочисленные экспериментальные подтверждения об
щей теории относительности, например, недавнее обнаружение гравитацион
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ных волн [3], она не обладает удовлетворительной квантовой версией – являет
ся неперенормируемой. Т.е. для описания физических явлений в такой теории
необходимо задание бесконечного числа параметров. С подобного рода про
блемой теоретическая физика уже сталкивалась в попытках описать слабое
взаимодействие. При рассмотрении массивных полей в качестве переносчиков
взаимодействия в расчете физических наблюдаемых появлялись неконтро
лируемые расходимости. Проблему удалось решить путем повышения сим
метрии теории, рассматривая 𝑊 и 𝑍 бозоны как безмассовые поля в при
соединенном представлении некоторой дополнительной группы симметрий.
Экспериментально наблюдаемая массивность 𝑊 и 𝑍 бозонов в этом подходе
обеспечивалась за счет механизма Хиггса [4]. Аналогичным образом может
быть расширена алгебра локальных симметрий ОТО, максимальным таким
расширением является алгебра высших спинов (определенная ниже) (см. на
пример [5]). Теории, в которых такие симметрии реализованы как калибровоч
ные, называют калибровочными теориями высших спинов. Богатая алгебра
симметрий сильно ограничивает теорию. Вайнбергом даже была доказана из
вестная «мягкая теорема», которая утверждает, что в плоском пространстве
таких теорий не существует [6]. В частности, в этой работе было показано,
что законы сохранения, следующие из симметрий высших спинов в плоском
пространстве, оказываются настолько ограничительными, что единственный
способ им удовлетворить – это положить константу взаимодействия равную
нулю. Тем не менее, если отказаться от предположения плоского простран
ства, то такую теорию можно построить [7]. Изучение суперсимметричных
обобщений общей теории относительности привели к построению супергра
витации [8], но как уже отмечалось выше, несмотря на богатый спектр даже
в максимальную теорию супергравитации невозможно вложить взаимодей
ствия стандартной модели. Расширить спектр можно, увеличив количество
суперсимметрий, но это приведет к появлению в спектре полей высших спи
нов 𝑠 > 2, а для совместности соответствующих уравнений движения необхо
димо введение полей всех спинов, динамику которых естественней описывать
в рамках калибровочных теорий высших спинов.

Интерес к теории высших спинов также возрос в контексте 𝐴𝑑𝑆/𝐶𝐹𝑇

соответствия, впервые предложеного Хуаном Малдасеной в [9] (см. также
[10]). Это соответствие указывает на возможную однозначную связь между
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наблюдаемыми в теории гравитации в (𝑑 + 1)-мерном пространстве 𝐴𝑑𝑆 и
наблюдаемыми в некоторой конформной теории поля на границе этого про
странства. В оригинальной же работе исследовалась взаимосвязь IIB теории
суперструн на фоне 𝐴𝑑𝑆5 × 𝑆5 и максимально суперсимметричной теорией
Янга-Миллса в пространстве Минковского с 𝑑 = 4. 𝐴𝑑𝑆/𝐶𝐹𝑇 соответствие
предоставляет новый инструмент для исследования, с помощью которого яв
ления, присущие так называемому режиму сильной связи, могут быть иссле
дованы с помощью анализа конформной теории в режиме слабой связи по
теории возмущений и наоборот. В настоящий момент существует множество
примеров подобного рода дуальностей, но наиболее интересной в контексте
теории высших спинов является так называемая гипотеза Клебанова-Поля
кова [10], которая предполагает, что существует связь между взаимодейству
ющей теорией высших спинов в пространстве 𝐴𝑑𝑆4 и конформными вектор
ными моделями в 3-х мерном пространстве. Подобные дуальности изучались,
например, в [11], где впервые было проверено соответствие между кубически
ми вершинами в теории Васильева (речь о которой пойдет дальше) и корре
ляторами в свободной и критической 𝑂(𝑁) конформных теориях поля.

Подводя итог, можно сказать, что теория высших спинов реализует
естественное развитие идей квантовой теории поля, где увеличение числа (су
пер)симметрий приводило к улучшению квантового поведения теории. Кроме
того, теория высших спинов является теорией гравитации, которая представ
ляет интерес в контексте задач о построении теории квантовой гравитации и
исследовании 𝐴𝑑𝑆/𝐶𝐹𝑇 соответствия.

Степень разработанности темы. Первые работы по теории полей
высших спинов появились еще 1930-х годах [12]. Свободная теория безмассо
вых полей произвольного целого спина была впервые описана Фронсдалом
[13] в основе этой работ лежит статья по массивным полям произвольного
целого спина [14]. Безмассовое поле спина 𝑠 описывалось полностью симмет
ричным дважды бесследовым тензором ранга 𝑠, т.е.

𝜑𝑎1𝑎2...𝑎𝑠−4𝑚𝑛
𝑚𝑛(𝑥) = 0. (1)
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Далее для краткости мы будем использовать следующее обозначение для сим
метризованных индексов, которые приниают четыре значения,

𝜑𝑎(𝑠) := 𝜑𝑎1...𝑎𝑠 . (2)

Это поле подчинено уравнению

𝐹 𝑎(𝑠) := □𝜑𝑎(𝑠)(𝑥)− 𝑠𝜕𝑎𝜕𝑚𝜑
𝑚𝑎(𝑠−1)(𝑥) +

𝑠(𝑠− 1)

2
𝜕𝑎𝜕𝑎𝜑𝑎(𝑠−2)𝑚

𝑚(𝑥) = 0. (3)

Последнее уравнение обладает абелевой калибровочной симметрией

𝛿𝜑𝑎(𝑠)(𝑥) = 𝜕𝑎𝜉𝑎(𝑠−1)(𝑥), 𝜉𝑎(𝑠−3)𝑚𝑚(𝑥) = 0. (4)

Здесь 𝜉𝑎(𝑠−1) – произвольные бесследовые тензоры ранга 𝑠−1. Согласно клас
сификации Вигнера унитарных неприводимых представлений группы Пуан
каре в четырех измерениях число степеней свободы безмассового поля спина
𝑠 должно быть равно двум. Такой же результат получается при подсчете
числа степеней у симметричного тензора ранга 𝑠 после наложения условий
(1),(3),(4). Для уравнений Фронсдала также существует действие

𝑆 = −1
2

∫︁
𝑑4𝑥

(︃
𝜕𝑚𝜑

𝑎(𝑠)𝜕𝑚𝜑𝑎(𝑠) −
𝑠(𝑠− 1)

2
𝜕𝑚𝜑

𝑛
𝑛
𝑎(𝑠−2)𝜕𝑚𝜑𝑘

𝑘𝑎(𝑠−2)+

+ 𝑠(𝑠− 1)𝜕𝑚𝜑𝑛
𝑛
𝑎(𝑠−2)𝜕𝑘𝜑𝑘𝑚𝑎(𝑠−2) − 𝑠𝜕𝑚𝜑

𝑚𝑎(𝑠−1)𝜕𝑛𝜑𝑛𝑎(𝑠−1)−

− 𝑠(𝑠− 1)(𝑠− 2)

4
𝜕𝑚𝜑

𝑛
𝑛
𝑚𝑎(𝑠−3)𝜕𝑝𝜑𝑝

𝑘
𝑘𝑎(𝑠−3)

)︃
. (5)

Уравнения Фронсдала и действия допускают обобщение на случай простран
ства постоянной кривизны [15].

Подобно тому, как в общей теории относительности от описания взаи
модействия в терминах метрического тензора можно перейти к тетраде 𝑒𝑎𝑚

𝑒𝑎𝑚𝑒
𝑏
𝑛𝜂𝑎𝑏 = 𝑔𝑚𝑛 (6)
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и спин-связности 𝜔𝑚
𝑎
𝑏
1(так называемая тетрадная формулировка гравита

ции), динамика симметричных дважды бесследовых полей Фронсдала может
быть переписана через их обобщения [16]

𝜑𝑎(𝑠) → {𝑒𝑚𝑎(𝑠−1),𝜔𝑚
𝑎(𝑠−1),𝑏, . . . , 𝜔𝑚

𝑎(𝑠−1),𝑏(𝑠−1)} . (7)

В этом наборе поля Фронсдала после фиксации всех калибровок отождествля
ются с обобщенной тетрадой 𝑒𝑚

𝑎(𝑠−1). В тетрадной формулировке гравитации
у поля тетрады количество степеней свободы больше, чем у метрического
тензора, что обусловлено локальной лоренцевой симметрией (6). Чтобы со
хранить эту симметрию и на динамических уравнениях, содержащих произ
водные тетрадного поля, необходимо ввести калибровочное поле – спин-связ
ность. В тетрадной формулировке уравнений Фронсдала оказывается, что
у аналогов спин-связности 𝜔𝑚

𝑎(𝑠−1),𝑏 есть свои локальные степени свободы,
с которыми ассоциируют соответствующие калибровочные поля 𝜔𝑚

𝑎(𝑠−1),𝑏𝑏.
Последняя процедура может быть повторена со всеми возможными локаль
ными симметриями до тех пор, пока с ними не будут связаны соответствую
щие калибровочные поля. В четырех измерениях очень удобным оказывается
спинорный формализм, в котором от векторных индексов переходят к спи
норным, сворачивая первые с матрицами Паули. В этом подходе весь набор
полей, необходимый для тетрадной формулировки, может быть записан через
единую производящую функцию

𝜔(𝑌,𝑥) =
∑︁
𝑛,𝑚

d𝑥𝑚𝜔𝑚 𝛼1...𝛼𝑛,�̇�1...�̇�𝑚
(𝑥)𝑦𝛼1 . . . 𝑦𝛼𝑛𝑦�̇�1 . . . 𝑦�̇�𝑚 , (8)

где набор полей, отвечающих конкретному спину, соответствует значениям
индексов 𝑚+𝑛 = 2(𝑠− 1), а точечные и неточечные спинорные индексы при
нимают два значения. Аналогичным образом вводится производящая функ
ция для напряженностей: тензоров электромагнитного поля, тензора Вейля
и их аналогов для старших спинов, а также производных от них

𝐶(𝑌,𝑥) =
∑︁
𝑛,𝑚

𝐶𝛼1...𝛼𝑛,�̇�1...�̇�𝑚
(𝑥)𝑦𝛼1 . . . 𝑦𝛼𝑛𝑦�̇�1 . . . 𝑦�̇�𝑚 . (9)

1Здесь подчеркнутые индексы – индексы базы, а неподчеркнутые – индексы слоя.
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Набор полей, отвечающий спину 𝑠, выделяется значением индексов суммиро
вания |𝑚−𝑛| = 2𝑠. Для работы с подобного рода производящими функциями
удобен формализм звездочного произведения

(𝑓 * 𝑔)(𝑦,𝑦) =
∫︁

𝑑2𝑢 𝑑2𝑣 𝑑2�̄� 𝑑2𝑣

(2𝜋)4
𝑒𝑖𝑢𝛼𝑣

𝛼+𝑖�̄��̇�𝑣
�̇�

𝑓(𝑦 + 𝑢,𝑦 + �̄�)𝑔(𝑦 + 𝑣,𝑦 + 𝑣) . (10)

Динамические уравнения эквивалентные уравнениям Фронсдала в простран
стве 𝐴𝑑𝑆4

□𝐴𝑑𝑆𝜑
𝑎(𝑠)−∇𝑎∇𝑏𝜑

𝑏𝑎(𝑠−1)+
1

2
∇𝑎∇𝑎𝜑𝑎(𝑠−2)𝑏

𝑏−𝑚2𝜑𝑎(𝑠)+2Λ𝑔𝑎𝑎𝜑𝑎(𝑠−2)𝑏
𝑏 = 0 (11)

в терминах (8) и (9) имеют вид

d𝑥𝜔 − 𝜔𝛼𝛽
0 𝑦𝛼

𝜕

𝜕𝑦𝛽
𝜔 − �̄��̇��̇�

0 𝑦�̇�
𝜕

𝜕𝑦�̇�
𝜔 − 𝑒𝛼�̇�0

(︂
𝑦𝛼

𝜕

𝜕𝑦�̇�
+ 𝑦�̇�

𝜕

𝜕𝑦𝛼

)︂
𝜔 =

=
𝑖

4
𝑒0𝛼

�̇�𝑒0
𝛼�̇� 𝜕2

𝜕𝑦�̇�𝜕𝑦�̇�
𝐶
⃒⃒⃒
𝑦=0

+
𝑖

4
𝑒0

𝛼
�̇�𝑒0

𝛽�̇� 𝜕2

𝜕𝑦𝛼𝜕𝑦𝛽
𝐶
⃒⃒⃒
𝑦=0

, (12)

d𝑥𝐶 − 𝜔𝛼𝛽
0 𝑦𝛼

𝜕

𝜕𝑦𝛽
𝐶 − �̄��̇��̇�

0 𝑦�̇�
𝜕

𝜕𝑦�̇�
𝐶 + 𝑖𝑒0

𝛼�̇�

(︂
𝑦𝛼𝑦�̇� −

𝜕2

𝜕𝑦𝛼𝜕𝑦�̇�

)︂
𝐶 = 0 . (13)

Здесь поля 𝑒𝛼�̇�0 и 𝜔𝛼𝛽
0 , �̄��̇��̇�

0 – это фоновые один-формы тетрады и спин-связ
ности пространства 𝐴𝑑𝑆4. Для описания свободной динамики поля спина 𝑠

в тетрадной формулировке используется бесконечный набор полей и, кро
ме того, значительно расширена калибровочная симметрия. Тем не менее,
уравнения (12),(13) эквивалентны уравнениям Фронсдала в 𝐴𝑑𝑆4. Последний
нетривиальный результат известен в литературе как центральная теорема
о массовой оболочке [17].

Уравнения типа (12),(13) являются представителями так называемого
класса развернутых уравнений [18]

d𝑥𝑊
Λ(𝑥) = 𝐺Λ(𝑊 (𝑥)). (14)

Здесь мульти-индекс Λ у дифференциальной формы 𝑊 параметризует все
поля теории (в том числе и вспомогательные). Функция 𝐺 в правой части

8



уравнения имеет вид

𝐺Λ(𝑊 (𝑥)) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓Λ
ϒ1...ϒ𝑛

𝑊ϒ1(𝑥) . . .𝑊ϒ𝑛(𝑥). (15)

Совместность уравнения (14) (d2𝑥 = 0) накладывает ограничения на функцию
𝐺Λ(𝑊 (𝑥))

d2𝑥 = 0 ⇐⇒ 𝐺ϒ(𝑊 (𝑥))
𝛿𝐺Λ(𝑊 (𝑥))

𝛿𝑊ϒ(𝑥)
= 0. (16)

Развернутые уравнения (14) допускают калибровочную симметрию

𝛿𝑊Λ(𝑥) = d𝑥𝜖
Λ − 𝜖ϒ

𝛿𝐺Λ(𝑊 (𝑥))

𝛿𝑊ϒ(𝑥)
, (17)

где 𝜖Λ – дифференциальная форма градуировки на единицу меньше градуи
ровки 𝑊Λ.

После описания свободной динамики следующим естественным шагом
было построение взаимодействующей теории. В [7] данная задача была реше
на следующим образом. Рассмотрим следующую совместную систему уравне
ний

d𝑥𝑊 +𝑊 *𝑊 = 0 , (18)

d𝑥𝐵 +𝑊 *𝐵 −𝐵 *𝑊 = 0 . (19)

Здесь в отличие от полей 𝜔 и 𝐶, которые являются функциями только 𝑦 и
𝑦, поля 𝑊 (𝑧,𝑧,𝑦,𝑦), 𝐵(𝑧,𝑧,𝑦,𝑦) являются также функциями от дополнитель
ных спинорных переменных 𝑧 и 𝑧. Кроме того расширено введенное ранее
звездочное произведение (10)

(𝑓 * 𝑔)(𝑧,𝑦,𝑧,𝑦) =
∫︁

𝑑2𝑢 𝑑2𝑣 𝑑2�̄� 𝑑2𝑣

(2𝜋)4
𝑒𝑖𝑢𝛼𝑣

𝛼+𝑖�̄��̇�𝑣
�̇�×

× 𝑓(𝑧 + 𝑢,𝑦 + 𝑢,𝑧 + �̄�,𝑦 + �̄�)𝑔(𝑧 − 𝑣,𝑦 + 𝑣,𝑧 − 𝑣,𝑦 + 𝑣) . (20)

Система уравнений (18),(19) уже является нелинейной. Далее совместным об
разом нужно добавить уравнения, описывающие эволюцию полей 𝑊 и 𝐵 по
новым вспомогательным спинорным переменным 𝑧 и 𝑧, так, чтобы из уравне
ний (18),(19) следовала центральная теорема о массовой оболочке (12),(13).
Таким образом получившиеся поправки к свободной динамике автоматиче
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ски будут совместными. Недостающие уравнения, описывающие эволюцию
по 𝑧, 𝑧 были найдены в работе [7] и подробней обсуждаются в третьей и чет
вертой главах Диссертации. Найденная в [7] система уравнений будет далее
называться производящей системой Васильева.

В настоящий момент полная нелинейная динамика для полей высших
спинов сформулирована только в терминах производящей системы Василье
ва. После разрешения зависимости по вспомогательным переменным 𝑧, 𝑧 ди
намические уравнения теории высших спинов схематически могут быть запи
саны в виде

d𝑥𝜔 + 𝜔 * 𝜔 = Υ(𝜔,𝜔,𝐶) + Υ(𝜔,𝜔,𝐶,𝐶) + . . . , (21)

d𝑥𝐶 + [𝜔,𝐶]* = Υ(𝜔,𝐶,𝐶) + Υ(𝜔,𝐶,𝐶,𝐶) + . . . (22)

Поскольку теория высших спинов содержит бесконечное количество полей,
а количество производных в калибровочно-инвариантных вершинах взаимо
действия (функции Υ из (21),(22)) растет со спином [19], то теория высших
спинов не является локальной в обычном смысле. Тем не менее, естествен
ным выглядит требование, чтобы вершина, вовлекающая поля конкретных
спинов, содержала лишь конечное число производных. Данное требование в
младших порядках теории возмущений эквивалентно тому, что вершина вза
имодействия содержит лишь конечное число сверток между полями 𝐶 по
точечным или неточечным спинорным индексам, которое далее будем назы
вать спин-локальностью. Действительно, уравнение (13) можно представить
в виде

𝐷𝐿𝐶 = −𝑖𝑒0𝛼�̇�
(︂
𝑦𝛼𝑦�̇� −

𝜕2

𝜕𝑦𝛼𝜕𝑦�̇�

)︂
𝐶, 𝐷𝐿 := d𝑥 − 𝜔𝛼𝛽

0 𝑦𝛼
𝜕

𝜕𝑦𝛽
− �̄��̇��̇�

0 𝑦�̇�
𝜕

𝜕𝑦�̇�
.

(23)

Т.е. лоренцева коваринатная производная от поля 𝐶 пропорциональна про
изводной по спинорным переменным 𝐷𝐿 ∼ 𝜕2

𝜕𝑦𝛼𝜕𝑦�̇� . В старших порядках вза
имосвязь между спин-локальностью и пространственно-временной локально
стью не так проста, но поскольку теория Васильева естественным образом
формулируется именно в терминах производящих функций типа (8),(9), то в
литературе [20, 21] исследуют вершины взаимодействия именно на предмет
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спиновой локальности. Получить же сами вершины взаимодействия можно
из производящей системы Васильева, в которой для получения динамических
уравнений типа (21),(22) предстоит еще разрешить зависимость от дополни
тельных вспомогательных спинорных переменных 𝑧, 𝑧. Неудачная схема раз
решения зависимости от этих вспомогательных переменных может привести
к тому, что вершины взаимодействия могут не быть спин-локальными2. Если
теория все же допускает спин-локальные вершины взаимодействия, то к ним,
например, можно прийти путем нелокального переопределения полей [22]. В
настоящей же диссертации описан способ разрешения зависимости по вспо
могательным переменным в производящей системе Васильева, который сразу
приводит к спин-локальным выражениям для вершин, не требуя дальнейшего
переопределения полей.

Введенные выше поля 𝜔 и 𝐶 реализуют присоединенное и твистованно
присоединенное представления алгебры высших спинов соответственно. Эта
алгебра является неабелевым обобщением калибровочных симметрий (4) и на
линейном уровне реализуется как универсальная обертывающая от алгебры
симметрий пространства-времени, отфакторизованная по соответствующим
образом построенным идеалам [5]. Таким образом, алгебра высших спинов –
это простая бесконечномерная алгебра Ли. В настоящей диссертации иссле
дуется алгебра высших спинов в 3-х измерениях. Ее формальное определение
имеет вид

hs[𝜆] := 𝒰(sp(2))/ℐ𝐶2,𝜆, (24)

т.е. это универсальная обертывающая алгебра алгебры sp(2), отфакторизо
ванная по идеалу, порожденному квадратичным оператором Казимира. В
[23] было показано, что эта алгебра может быть представлена с помощью
так называемых деформированных осцилляторов.

Впервые возможность деформации канонических коммутационных со
отношений

[𝑦𝛼,𝑦𝛽] = 2𝑖𝜖𝛼𝛽, 𝛼,𝛽 = 1,2 , (25)

которая бы приводила к эквидистантному энергетическому спектру гармо
нического осциллятора, изучалась Вигнером [24]. Им было обнаружено, что
существует однопараметрическое семейство деформированных коммутацион

2Важно отметить, что совместность системы гарантирована при любом способе разрешения зависимо
сти от вспомогательных переменных 𝑧, 𝑧
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ных соотношений. С помощью дополнительного антикоммутирующего опера
тора алгебра деформированных осцилляторов Вигнера может быть представ
лена в виде [23]

[𝑦𝛼,𝑦𝛽] = 2𝑖𝜖𝛼𝛽(1 + 𝜈𝒦), {𝑦𝛼,𝒦} = 0, 𝒦2 = 1. (26)

Здесь 𝜈 ∈ C – произвольный параметр, а 𝒦 – так называемый оператор
Клейна. Aq(2,𝜈) – это ассоциативная алгебра, порожденная как универсаль
ная обертывающая алгебра этих (анти)коммутационных соотношений. Об
щий элемент алгебры Aq(2,𝜈) может быть записан в виде формального сте
пенного ряда

𝑓(𝑦,𝒦) =
∞∑︁
𝑛=0

1∑︁
𝐴=0

𝑓𝛼1...𝛼𝑛

𝐴 𝑦𝛼1
. . . 𝑦𝛼𝑛

𝒦𝐴, (27)

где тензоры 𝑓𝛼1...𝛼𝑛

𝐴 полностью симметричны по верхним индексам. Если рас
смотреть только четные по 𝑦 выражения, а в качестве скобки Ли рассмотреть
коммутатор по отношению к ассоциативному произведению в Aq(2,𝜈), то по
лучившаяся алгебра будет изоморфна hs[𝜆] [23]. Здесь и далее предполагается
Вейлевское упорядочение осцилляторов. В настоящей диссертации построено
произведение в этой алгебре, в том числе и звездочное произведение, анало
гичное выражению (10).
Таким образом, целями данной Диссертации являются:

1. Нахождение структурных констант ассоциативного умножения в ал
гебре деформированных осцилляторов Aq(2,𝜈)

2. Построение обобщения звездочного произведения (10) на случай
ненулевого значения параметра деформации 𝜈.

3. Обобщение применявшихся ранее способов разрешения зависимости
от вспомогательных переменных 𝑍 в производящей системе Василье
ва

4. Получение спин-локальных вершин из производящей системы.
Для достижения поставленных целей необходимо было решить следующие
задачи:

1. Вывести рекуррентные уравнения на структурные константы ассо
циативного умножения Aq(2,𝜈).
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2. Показать, что предложенные ранее выражения в [25] для умноже
ния четных мономов, действительно решают эти уравнения. Решить
уравнения на ранее неизвестные структурные константы.

3. С помощью представления Похгаммера для бета-функции Эйлера
получить интегральные представления для найденных в предыду
щих пунктах структурных констант.

4. Продолжить развитие техники сдвиговых гомотопий, введенных в
[26], для разрешения зависимости от вспомогательных переменных
𝑍 в производящей системе Васильева.

5. С помощью техники сдвиговых гомотопий получить в явно спин
локальном виде вершины Υ𝜂(𝜔,𝜔,𝐶), Υ𝜂(𝜔,𝐶,𝐶) и Υ𝜂𝜂(𝜔,𝜔,𝐶,𝐶).

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Найден полный набор структурных констант ассоциативного умно

жения алгебры Aq(2,𝜈), позволяющий умножать любые формаль
ные ряды по осцилляторам 𝑦.

2. Обобщение звездочного произведения на случай отличного от ноля
значения параметра деформации 𝜈.

3. Новые относительно [26] результаты по технике сдвиговых гомото
пий, позволяющие в терминах новых операторов выписывать верши
ны (в частности, было получено тождество треугольника и формула
звездочной перестановочности).

4. Спин-локальные выражения для вершин Υ𝜂(𝜔,𝜔,𝐶), Υ𝜂(𝜔,𝐶,𝐶) и
Υ𝜂𝜂(𝜔,𝜔,𝐶,𝐶).

Научная новизна:. Все представленные в Диссертации результаты являют
ся новыми.
Практическая значимость. Научные результаты Диссертации позволили
продвинуться в понимании структуры взаимодействий полей высших спи
нов и алгебр высших спинов. Изучаемые в работе проблемы представляют
конкретный интерес как для математической физики, так и для теоретиче
ской физики фундаментальных взаимодействий. Алгебра деформированных
осцилляторов проявляется в многочисленных контекстах:

1. Симметрии свободных полей в 𝐴𝑑𝑆3 [27],
2. Деформированные коммутационные соотношения (26) определяют

вид полной нелинейной системы Васильева [7].
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3. Алгебра Aq(2,𝜈) естественным образом появляется в двумерных
конформных теориях поля [25].

4. Алгебра деформированных осцилляторов также возникает в кон
тексте 𝐴𝑑𝑆3/𝐶𝐹𝑇2 соответствия [28].

Несмотря на то что структурные константы для алгебры Ли hs[𝜆] и лежаще
го в ее основе ассоциативного произведения известны из работы [25], строгое
доказательство их справедливости ранее отcутствовало и впервые было да
но автором Диссертации [29]. Построение звездочного произведения в алгеб
ре Aq(2,𝜈), выполненное автором в [30] важно, например, в контексте голо
графии, предложенной в [31]. В данной работе было построено соответствие
между полем в 𝐴𝑑𝑆4 и конформным током на границе. Анализ такого рода
дуальности для случая 𝐴𝑑𝑆3/𝐶𝐹𝑇2 для массивных полей в 𝐴𝑑𝑆3 до сих пор
отсутствует, в основном из-за отсутствия удобной формы для произведения
в алгебре Aq(2,𝜈). Следует также заметить, что голоморфный сектор полной
нелинейной калибровочной теории высших спинов тесно связан с трехмерной
теорией высших спинов [32]. В этом свете изучение алгебры деформирован
ных осцилляторов важно для анализа (анти)голоморфного сектора нелиней
ной системы, предложенной в [7] в случае ненулевого вакуумного значения
мастер-поля ноль-форм (𝐵0 ̸= 0).

Одним из важнейших результатов исследований по нелинейной тео
рии высших спинов является появление понятия спин-локальности. Данное
требование фиксирует допустимый функциональный класс в разрешении от
вспомогательных переменных 𝑍 и оказывается весьма естественным в контек
сте производящей системы Васильева. В контексте голографии данное требо
вание было оправдано в [33], где из теории высших спинов были восстановле
ны соответствующие конформные корреляторы без необходимости введения
различного рода регуляризаций, вводимых, например, в [11]. Первоначаль
но получить взаимодействие в спин-локальной форме удалось с помощью
переопределения полей [22]. Развитая в Диссертации методика сдвиговых го
мотопий позволяет получать спин-локальные вершины взаимодействий без
необходимости в дополнительном переопределении полей. С помощью этой
техники и ее обобщений впервые были получены вершины взаимодействий в
фоно-независимом виде, некоторые из которых были ранее известны только
в пространстве 𝐴𝑑𝑆4.
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Достоверность. Достоверность полученных результатов обеспечива
ется надежностью применяемого в Диссертации математического аппарата
теоретической физики (включающего теорию дифференциальных уравнений,
дифференциальную геометрию, комплексную геометрию, теорию алгебр Ли
и ассоциативных алгебр). Одним из основных методов исследования явля
ется метод сдвиговых гомотопий, впервые введенный в [26] и впоследствии
успешно обобщенный для решения других задач [21].

Апробация работы. Результаты диссертационных исследований до
кладывались семинарах по квантовой теории поля ФИАН и на международ
ных конференциях:

1. «Higher Spin Theory and Holography – HSTH-3» (Москва, 23-25 но
ября 2015),

2. «Higher Spin Theory and Holography – HSTH-7» (Москва, 4-6 июня
2018) .

Личный вклад. Все представленные в Диссертации результаты были
получены либо лично автором, либо при его непосредственном участии.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 4 печатных изданиях, 4 из которых изданы в журналах, рекомендованных
ВАК.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, че
тырех глав, заключения и двух приложений. Полный объем диссертации со
ставляет 134 страницы текста с 1 рисунком. Диссертация не содержит таб
лиц. Список литературы содержит 134 наименования.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи
мых в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной
литературы по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи
работы, сформулированы научная новизна и практическая значимость пред
ставляемой работы.

Первая глава основана на первой статье из списка публикаций авто
ра диссертации и посвящена изучению ассоциативной алгебры Aq(2,𝜈), вве
денной выше. Во введении главы обсуждаются различные подходы к изу
чению этой алгебры и ее проявления в различных приложениях. Предметом
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изучения настоящей главы являются структурные константы ассоциативного
умножения мономов H(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦), в терминах которых произведение имеет
вид

𝑦(𝛼1
. . . 𝑦𝛼𝑚) * 𝑦(𝛽1

. . . 𝑦𝛽𝑛) =

min(𝑚,𝑛)∑︁
𝑝=0

𝑖𝑝𝜖𝛼1𝛽1
. . . 𝜖𝛼𝑝𝛽𝑝

𝑦(𝛼1
. . . 𝑦𝛼𝑚−𝑝

𝑦𝛽1
. . . 𝑦𝛽𝑛−𝑝)×

× H(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦), (28)

где осцилляторы в левой и правой частях полностью симметризованы, т.е.

𝑦(𝛼1
. . . 𝑦𝛼𝑚) =

1

𝑚!
(𝑦𝛼1

. . . 𝑦𝛼𝑚
+ все возможные перестановки). (29)

Вид структурных констант зависит от четности умножаемых мономов, и пол
ный набор приведен в разделе 1.2. Наиболее простой вид из них имеют кон
станты умножения четного монома на четный. Для четных 𝑚 и 𝑛

H(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦) = 𝐴(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦) =

= 𝑖𝑝
𝑚!𝑛!

(𝑚− 𝑝)! (𝑛− 𝑝)!𝑝!
4𝐹3

[︃
1− 𝜈𝒦

2
𝜈𝒦
2

−𝑝
2

1−𝑝
2

1−𝑚
2

1−𝑛
2

𝑚+𝑛−2𝑝+3
2

; 1

]︃
. (30)

Здесь обобщенная гипергеометрическая функция 4𝐹3 задается рядом

4𝐹3

[︃
𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑒 𝑓 𝑔
; 𝑧

]︃
:=

∞∑︁
𝑞=0

(𝑎)𝑞 (𝑏)𝑞 (𝑐)𝑞 (𝑑)𝑞
(𝑒)𝑞 (𝑓)𝑞 (𝑔)𝑞

𝑧𝑞

𝑞!
, (𝑎)𝑞 :=

Γ (𝑎+ 𝑞)

Γ (𝑎)
. (31)

Структурные константы для других четностей однозначно выражаются че
рез функции 𝐴(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦). Эти функции впервые были предложены в [25], но
в оригинальной работе отсутствовало обоснование их ассоциативности. Тем
не менее, алгебра Aq(2,𝜈) является ассоциативной по построению. В разделе
1.3 выведен набор рекуррентных уравнений, которым должны подчиняться
структурные константы для четно-четного умножения. Идея довольно про
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ста, рассмотрим равенство

𝑓𝛼(𝑚)
𝑚⏞  ⏟  

𝑦(𝛼 . . . 𝑦𝛼) *𝑔𝛽(𝑛)
𝑛⏞  ⏟  

𝑦(𝛽 . . . 𝑦𝛽) =

= 𝑓𝛼(𝑚)
𝑚⏞  ⏟  

𝑦(𝛼 . . . 𝑦𝛼) *𝑔𝛽(𝑛−2)𝛾1𝛾2
𝑛−2⏞  ⏟  

𝑦(𝛽 . . . 𝑦𝛽) *𝑦𝛾1𝑦𝛾2, (32)

которое должно быть выполнено в силу ассоцативности умножения. Левая
часть может быть вычислена с помощью набора функций 𝐴(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦), в то
время как правая будет выражаться через функции 𝐴(𝑚,𝑛 − 2,𝑝,𝜈𝒦). При
равняв коэффициенты перед соответствующими мономами, мы получим на
бор рекуррентных уравнений, связывающих 𝐴(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦) с 𝐴(𝑚,𝑛− 2,𝑝,𝜈𝒦).
Найденные уравнения единственным образом восстанавливают четно-четные
структурные константы по функции 𝐴(𝑚,2,𝑝,𝜈𝒦), которая может быть вычис
лена непосредственно из (анти)коммутационных соотношений (26). Далее с
помощью равенства, аналогичного (32), через 𝐴(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦) выводятся струк
турные константы для остальных четностей. В выводах к главе резюмируют
ся основные результаты.

Вторая глава основана на второй статье из списка публикаций авто
ра диссертации и является продолжением изучения произведения в алгебре
Aq(2,𝜈). При отстутствии деформации произведение двух формальных рядов
𝑓 и 𝑔 может быть записано в форме так называемого произведения Мояла

𝑓(𝑦) *M 𝑔(𝑦) = 𝑓(𝑦)
∞∑︁
𝑝=0

𝑖𝑝

𝑝!

(︃ ←−
𝜕

𝜕𝑦𝛼
𝜖𝛼𝛽

−→
𝜕

𝜕𝑦𝛽

)︃𝑝

𝑔(𝑦). (33)

В главе построено обобщение этого произведения на случай отличного от
ноля значения параметра деформации, которое схематично имеет вид

𝑓(𝑦) * 𝑔(𝑦) =
∫︁

𝑑𝜏1 𝑑𝜏2 𝑓(𝜏1𝑦)Ker𝜈

(︃ ←−
𝜕

𝜕𝑦𝛼
𝜖𝛼𝛽

−→
𝜕

𝜕𝑦𝛽
,𝜏1,𝜏2

)︃
𝑔(𝜏2𝑦) . (34)

Основная трудность построения такого произведения сопряжена с тем, что
интегральное представление для гипергеометрической функции (см. (30)) че
рез представление Эйлера для бета-функции не применимо. В представлении
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Эйлера

𝐵(𝑥,𝑦) =

∫︁ 1

0

𝑑𝑡 𝑡𝑥−1(1− 𝑡)𝑦−1 (35)

необходимо, чтобы аргументы 𝑥 и 𝑦 были положительными, а для представле
ния гипергеометрической функции необходимо, чтобы нижний аргумент был
ограничен верхним, т.е., например, при 𝑑 > 𝑔 > 0 справедливо следующее
интегральное представление

4𝐹3

[︃
𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑒 𝑓 𝑔

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑧
]︃
=

Γ(𝑔)

Γ(𝑑)Γ(𝑔 − 𝑑)

∫︁ 1

0

𝑑𝑡 𝑡𝑑−1(1− 𝑡)𝑔−𝑑−13𝐹2

[︃
𝑎 𝑏 𝑐

𝑒 𝑓

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑡𝑧
]︃
.

(36)
Из (30) видно, что удовлетворить критериям для интегрального представле
ния Эйлера нельзя. Однако эту трудность удалось обойти c помощью рас
смотрения так называемоего представления Похгаммера для бета-функции
Эйлера ∮︁

𝐶

𝑑𝑧 𝑧𝑥−1(1− 𝑧)𝑦−1 =
(︀
1− 𝑒2𝜋𝑥

)︀(︀
1− 𝑒2𝜋𝑦

)︀
𝐵(𝑥,𝑦), (37)

где 𝑥 и 𝑦 – произвольные комплексные числа, а интегрирование ведется
по контуру Похгаммера (Рис. 1) на римановой поверхности, определяемой
подынтегральным выражением. Кроме того, представление Похгаммера дает

ℜ

ℑ

0 1

Рис. 1 — Контур Похгаммера

аналитическое продолжение бета-функции на всю комплексную плоскость. С
его помощью удалось построить интегральное представление для гипергео
метрической функции, входящей в (30). Разложив по определению гипергео
метрическую функцию в ряд

4𝐹3

[︃
1− 𝜈𝒦

2
𝜈𝒦
2

−𝑝
2

1−𝑝
2

1−𝑚
2

1−𝑛
2

𝑚+𝑛−2𝑝+3
2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1
]︃
=

∞∑︁
𝑞=0

(︀
1− 𝜈𝒦

2

)︀
𝑞

(︀
𝜈𝒦
2

)︀
𝑞

(︀
−𝑝

2

)︀
𝑞

(︀
1−𝑝
2

)︀
𝑞(︀

1−𝑚
2

)︀
𝑞

(︀
1−𝑛
2

)︀
𝑞

(︀
𝑚+𝑛−2𝑝+3

2

)︀
𝑞
𝑞!

, (38)
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мы видим, что от 𝑚 и 𝑛 зависят только символы Похгаммера в знаменателях3.
Далее продемонстрируем, как, например, восходящий символ Похгаммера

1(︀
1−𝑚
2

)︀
𝑞

=
Γ
(︀
1−𝑚
2

)︀
Γ
(︀
1−𝑚
2 + 𝑞

)︀ (39)

может быть получен с помощью представления Похгаммера. Рассмотрим два
интеграла

𝐼1 =

∮︁
𝐶

𝑑𝑧 𝑧
1−𝑚
2 −𝜉−1(1− 𝑧)𝑞+𝜉−1 = −2𝑖 sin(2𝜋𝜉)

Γ
(︀
1−𝑚
2 − 𝜉

)︀
Γ (𝑞 + 𝜉)

Γ
(︀
1−𝑚
2 + 𝑞

)︀ , (40)

𝐼2 =

∮︁
𝐶

𝑑𝑧 𝑧
1−𝑚
2 −1(1− 𝑧)−𝜉−1 = 2

(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜉

)︀ Γ (︀1−𝑚2 )︀Γ (−𝜉)
Γ
(︀
1−𝑚
2 − 𝜉

)︀ . (41)

Здесь 𝜉 – произвольное нечетное число. В знаменателе (40) и в числителе (41)
содержатся гамма-функции, совпадающие с (39). Произведение интегралов
(40) и (41) дает

𝐼1𝐼2 = −
8𝜋

𝜉
sin (2𝜋𝜉) 𝑒−𝑖𝜋𝜉

(𝜉)𝑞(︀
1−𝑚
2

)︀
𝑞

. (42)

Так можно представить все символы Похгаммера из разложения в ряд ги
пергеометрической функции, определяющей константы 𝐴(𝑚,𝑛,𝑝,𝜈𝒦) (38) и в
конечном счете построить обобщение произведения (33) в виде (34). Кроме
того, в главе исследуются возможности упрощения вида произведения за счет
специфического выбора произвольных нецелых параметров, аналогичных 𝜉,
появившихся в (40),(41). Также исследуется аналитическая структура произ
ведения по параметру деформации. В частности, показано, что при 𝜈 = 0

деформированное произведение переходит в (33), и к нему найдена линейная
по 𝜈 поправка. В выводе к главе предлагаются другие способы упрощения
произведения, и обсуждается потенциальные применения полученной фор
мулы.

Третья глава основана на третьей статье из списка публикаций ав
тора диссертации и посвящена решению производящей системы Васильева
с помощью так называемых операторов сдвиговых гомотопий, введенных в
[26], и исследованию свойств последних. В начале главы дается обзор литера

3Напоминаем, что (30) – это структурные константы для умножения четных мономов, поэтому 𝑚 и 𝑛
– четные числа.
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туры по вопросу локальности в теории высших спинов, в частности, особое
внимание уделяется голографической гипотезе Клебанова-Полякова [10], по
которой теория Васильева дуальна векторным моделям на трехмерной гра
нице пространства 𝐴𝑑𝑆4. Далее в главе приводится краткий набор сведений
о системе Васильева и ее пертурбативном разложении. Сама система имеет
вид

d𝑥𝑊 +𝑊 *𝑊 = 0 , (43)

d𝑥𝑆 +𝑊 * 𝑆 + 𝑆 *𝑊 = 0 , (44)

d𝑥𝐵 + [𝑊,𝐵]* = 0 , (45)

𝑆 * 𝑆 = 𝑖(𝜃𝐴𝜃𝐴 + 𝜂𝐵 * 𝛾 + 𝜂𝐵 * 𝛾) , (46)

[𝑆,𝐵]* = 0 . (47)

Здесь уравнения (43) и (45) совпадают с уравнениями (18) и (19), а новые
уравнения описывают эволюцию полей 𝑊 и 𝐵 по дополнительным спинор
ным переменным 𝑧,𝑧. У системы (43)-(47) есть точное решение в виде пустого
пространства 𝐴𝑑𝑆4

𝐵0 = 0 , 𝑆0 = 𝜃𝐴𝑍𝐴 , 𝑊0 = Ω =
𝑖

4
(𝜔0

𝛼𝛽𝑦𝛼𝑦𝛽 + �̄�0
�̇��̇�𝑦�̇�𝑦�̇� + 2𝑒0

𝛼�̇�𝑦𝛼𝑦�̇�) . (48)

Здесь Ω – 𝐴𝑑𝑆4 плоская связность. Далее изучается пертурбативное разло
жение над этим фоном

𝐵 = 𝐵0 +𝐵1 +𝐵2 + . . . , 𝑆 = 𝑆0 + 𝑆1 + . . . ,𝑊 = 𝑊0 +𝑊1 + . . . (49)

Уравнения, с помощью которых систематически находятся пертурбативные
поправки, имеют вид

d𝑍Φ𝑛 = 𝐽(Φ𝑛−1,Φ𝑛−2, . . .Φ0), (50)

где Φ𝑛 – это любое поле порядка 𝑛 из набора 𝐵𝑛,𝑆𝑛,𝑊𝑛, а d𝑍 – дифференциал
де Рама по дополнительным спинорным переменным 𝑧, 𝑧 определенный как

d𝑍 := 𝜃𝛼
𝜕

𝜕𝑧𝛼
+ 𝜃�̇�

𝜕

𝜕𝑧�̇�
. (51)
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Здесь 𝜃𝛼 и 𝜃�̇� – базисные один-формы по спинорным направлениям 𝑧 и 𝑧

соответственно. Поля 𝜔 и 𝐶 появляются как когомологии оператора d𝑍 при
решении уравнений типа (50) для полей 𝑊 и 𝐵 соответственно. Уравнения
типа (50) появляются, например, в электродинамике

d𝑥𝐴 = 𝐹 . (52)

Как известно, векторный потенциал по тензору электромагнитного может
быть найден в частном случае по формуле

𝐴𝑚 =

∫︁ 1

0

𝑑𝜏 𝜏𝑥𝑛𝐹𝑛𝑚(𝜏𝑥) , (53)

а общее решение является добавлением к (53) градиента произвольной ска
лярной функции. С помощью формулы типа (53) систематически могут быть
решены уравнения производящей системы, тем не менее, вершины при этом
подходе могут не оказаться спин-локальными. Последнее отнюдь не явля
ется патологией теории, и добавлением когомологий оператора d𝑍 , которые
являются 𝑍-независимыми выражениями, реализующими переопределения
полей, можно добиться того, что вершины уже будут обладать желаемыми
свойствами [22]. Задача ставится следующим образом: найти способ решения
уравнений (50), чтобы без добавления когомологических слагаемых или точ
ных форм полученные вершины обладали свойством спин-локальности. Для
решения поставленной задачи в [26] был предложен слудующий подход. Для
оператора d𝑍 выберем нильпотентный оператор 𝜕 в виде

𝜕 = (𝑍 +𝑄)𝐴
𝜕

𝜕𝜃𝐴
. (54)

Здесь 𝑄 – это 𝑍-независимый спинор, который может быть и оператором.
Антикоммутатор d𝑍 и 𝜕 дает

𝑁 = {d𝑍 ,𝜕} = 𝜃𝐴
𝜕

𝜕𝜃𝐴
+ (𝑍𝐴 +𝑄𝐴)

𝜕

𝜕𝑍𝐴
. (55)
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Этот оператор можно «обратить» (у оператора 𝑁 очевидно ненулевое ядро,
но поскольку он диагонализуем, то его ядром являются d𝑍-когомологии)

𝑁 *𝑔(𝑍;𝑌 ; 𝜃) :=

∫︁ 1

0

𝑑𝑡

𝑡
𝑔(𝑡𝑍 − (1− 𝑡)𝑄;𝑌 ; 𝑡𝜃) . (56)

Оператор сдвиговой гомотопии определяется как

△𝑄:= 𝜕𝑁 * , △𝑄 𝑔(𝑍;𝑌 ; 𝜃) = (𝑍𝐴 +𝑄𝐴)
𝜕

𝜕𝜃𝐴

1∫︁
0

𝑑𝑡
1

𝑡
𝑔 (𝑡𝑍 − (1− 𝑡)𝑄;𝑌 ; 𝑡𝜃) .

(57)
В силу разложения единицы

{d𝑍 , △𝑄} = 1− ℎ𝑄, ℎ𝑄𝑓(𝑍,𝜃) = 𝑓(−𝑄,0) , (58)

с помощью оператора △𝑄 можно решить уравнение (50). Если применить этот
оператор для решения уравнения (52), то частное решение будет иметь вид

𝐴𝑚 =

∫︁ 1

0

𝑑𝜏 𝜏(𝑥𝑛 + 𝑞𝑛)𝐹𝑛𝑚(𝜏𝑥− (1− 𝜏)𝑞) , (59)

где 𝑞𝑚 – произвольный постоянный вектор.
Далее в главе проводится анализ различных свойств операторов △𝑄,

важнейшим их которых является свойство звездочной перестановочности:
для гомотопического оператора, который действует только на голоморфные
переменные

△𝑞 𝑔(𝑧,𝑧,𝜃,𝜃) = (𝑧𝛼 + 𝑞𝛼)
𝜕

𝜕𝜃𝛼

∫︁ 1

0

𝑑𝑡
1

𝑡
𝑔
(︀
𝑡𝑧 − (1− 𝑡)𝑞,𝑧,𝑡𝜃,𝜃

)︀
, (60)

справедливо следующее соотношение

△𝑞+𝛼𝑦

(︀
𝐶(𝑦) * 𝜑(𝑧,𝑦)

)︀
= 𝐶(𝑦)* △𝑞+(1−𝛼)𝑝+𝛼𝑦 𝜑(𝑧,𝑦) (61)

Здесь 𝑞 – 𝑦-независимый оператор, а 𝜑(𝑧,𝑦) – произвольная функция, и при
няты следующие обозначения для производной по голоморфному аргументу
𝑝𝛼 := −𝑖 𝜕

𝜕𝑦𝛼𝐶(𝑦,𝑦;𝐾).
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В последующих разделах решаются уравнения производящей системы
с помощью операторов сдвиговых гомотопий. При выборе параметров соот
ветствующим образом удается получить вершины Υ(𝜔,𝜔,𝐶) и Υ(𝜔,𝐶,𝐶) в
спин-локальной форме.

Вершины взаимодействия, появляющиеся в правых частях (21), (22)
при решении соответствующих уравнений производящей системы, можно раз
делить на три типа: голоморфные, антиголоморфные и вершины смешанно
го типа. В выражениях для антиголоморфных вершин свертки по неточеч
ным (голоморфным) индексам производящих функций для потенциалов и
напряженностей полей высших спинов устроены тривиально, т.е. реализова
ны звездочным произведением по переменным 𝑦 (33). Аналогичном образом
устроены голоморфные вершины, в вершинах смешанного типа нетривиаль
но устроены свертки как по точечным, так и по неточным индексам. В (ан
ти)голоморфных вершинах число сверток по (не)точечным индексам суще
ственно бесконечно из-за звездочного произведения. Полученные в настоя
щей главе вершины взаимодействия являются (анти)голоморфными, и для
их спин-локальности необходимо, чтобы между полями 𝐶 было конечное чис
ло сверток по (не)точечным индексам, что и было достигнуто.

В четвертой главе, основанной на четвертой статье из списка пуб
ликаций автора диссертации, исследуются вершины смешанного сектора в
младшем порядке по взаимодействию. Как и в главе 3, эти вершины полу
чены из производящей системы (43)-(47). Уравнения на поля 𝑊,𝐵,𝑆 в этом
секторе уже определяют нетривиальную зависимоть как от 𝑧, так и от 𝑧

d𝑍Φ(𝑧,𝑧) = 𝐽(𝑧,𝑧). (62)

В главе обсуждается несколько способов решения таких уравнений, но
наиболее удачным в контексте спин-локальности оказалось обобщение техни
ки сдвиговых гомотопий (60) из третьей главы. Вершины смешанного сектора
являются суммой слагаемых, в которых нетривиальным образом между по
лями устроены свертки как по точечным, так и по неточечным индексам. В
каждом из таких слагаемых удается добиться того, что конечным оказывает
ся число сверток либо по точечным индексам, либо по неточечным.
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Определим оператор

△𝑞𝑞:=
1

2
(△𝑞 +△̄𝑞), (63)

где оператор △̄𝑞 аналогично (60) действует только на антиголоморфные пе
ременные. Оператор △𝑞𝑞 подчиняется следующему аналогу разложения еди
ницы (58) из главы 3

{d𝑍 , △𝑞𝑞} = 1− ℎ𝑞𝑞, (64)

где оператор ℎ𝑞𝑞 дается выражением

ℎ𝑞𝑞 =
1

2
(ℎ𝑞 + ℎ̄𝑞), ℎ𝑞𝑓(𝑧,𝑧,𝜃,𝜃) = 𝑓(−𝑞,𝑧,0,𝜃). (65)

Отсюда сразу же видно, что ℎ𝑞𝑞 не является проектором d𝑍-когомологии, в
чем и состоит ключевое отличие (58) от (64). Таким образом, в общем случае
решить уравнение (62) с помощью (63) с произвольной d𝑍-замкнутой правой
частью не удастся. Тем не менее, если 𝐽 удовлетворяет условию

ℎ𝑞𝑞𝐽 = 0, (66)

то Φ =△𝑞𝑞 𝐽 – является решением уравнения (62). Последнее оказывается
возможным за счет специфического решения уравнений производящей систе
мы в младших порядках. Кроме того, выбирая параметры 𝑞,𝑞 так, чтобы
проектор аннигилировал правую часть, решение уравнения △𝑞𝑞 𝐽 обладает
необходимым свойством для того, чтобы следующие из него вершины взаи
модействия были спин-локальными. Таким образом в спин-локальной форме
были получены смешанные вершины второго порядка по обобщенной кри
визне в секторе один-форм.

В Приложении А доказывается, что функции (30) действительно ре
шают рекуррентные уравнения на структурные константы ассоциативного
умножения в Aq(2,𝜈), полученные в первой главе.

В Приложении Б показано, что применение предельной резольвен
ты △𝑞, 𝛽, введенной в [21], в рамках анализа вершин смешанного сектора
Υ𝜂𝜂(𝜔,𝜔,𝐶,𝐶) cводится к использованию операторов сдвиговых гомотопий △𝑞

из Главы 3.
В заключении приведены основные результаты работы.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Были найдены все структурные константы ассоциативного умноже

ния в алгебре Aq(2,𝜈). С их помощью могут быть перемножены лю
бые формальные ряды. Из условия ассоциативности были выведены
рекуррентные уравнения, однозначно определяющие структурные
константы для четно-четного случая. С помощью этих уравнений
была показана справедливость предложенных ранее частных выра
жений.

2. Построено обобщение произведения Мояла на случай ненулевого
значения параметра деформации. Полученная формула основана на
интегральном представлении Похгаммера для бета-функции Эйле
ра. Сформулированное таким образом произведение потенциально
может быть применено к функциям, выходящим за рамки класса
формальных рядов. С помощью полученной формулы была проана
лизирована аналитическая структура произведения по параметру
деформации в младших порядках. Также была предложена техника
пертурбативного разложения структурных констант по параметру
деформации.

3. Получены важные соотношения звездочной перестановочности, свя
зывающие звездочное произведение и операторы сдвиговых гомото
пий. Эти соотношения позволяют свести анализ локальности теории
возмущений в младших порядках к анализу структур типа △△ 𝛾,
△△ 𝛾 * △̄△̄𝛾, ... В этих структурах изучение (не)локальности сво
дится к анализу индексов в операторах сдвиговых гомотопий и со
ответствующих им когомологическим проекторам.

4. C помощью сдвиговых гомотопий над произвольным фоном бы
ли получены вершины Υ(𝜔,𝜔,𝐶) и Υ(𝜔,𝐶,𝐶), которые являются
ультра-локальными и спин-локальными соответственно. Благодаря
правильному выбору сдвиговых параметров у гомотопических опе
раторов никакого переопределения полей не понадобилось.

5. После модификации техники сдвиговых гомотопий из произво
дящей системы были получены вершины смешанного сектора
Υ𝜂𝜂(𝜔,𝜔,𝐶,𝐶), которые также являются спин-локальными.
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