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Общая характеристика работы

Актуальность темы. За последнее время струнный подход к квантовой
теории поля дал множество интересных и поучительных результатов. В рам
ках струнной парадигмы вместо изучения отдельных теорий предлагается
задавать вопросы про пространство модулей теорий [1]. Оказывается, многие
важные свойства открываются именно в форме динамики на пространстве
параметров. Такие явления включают в себя, идею об интегрируемой при
роде эффективных действий, различные геометрические и комбинаторные
интерпретации полевых систем, дуальности [2; 3]. Такой подход позволяет об
наруживать общие для разных систем свойства, объединять похожие теории
в единое целое.

Матричные модели занимают важное место в этом контексте по
нескольким причинам. Во-первых, они являются наиболее естественным при
мером, который может быть решен точно [4—9]. Матричные модели достаточ
но просты, чтобы можно было строго определить общие вопросы и получить
осмысленные ответы. С другой стороны, они сохраняют основные структур
ные свойства теорий поля, такие как сложную фазовую диаграмму, интегри
руемость, бесконечную симметрию функционального интеграла и различные
формы разложения ответа, такие как пертурбативные ряды, разложения по
родам и по инстантонам [6]. Благодаря относительной простоте, матричные
модели позволяют значительно углубиться в изучение вышеописанных струк
тур, что приводит к полному описанию некоторых из них в простых терминах.
Например, для большого класса матричных моделей известны свободно-поле
вые представления [10]. Матричные модели также могут служить полигоном
как для проверки струнного подхода, так и для понимания, какие новые во
просы необходимо задавать в теории поля.

Другая причина, тесно связанная с предыдущей, заключается в воз
никновении матрично-модельного описания для конкретных моделей теории
поля и теории струн [11; 12]. Исторически первым важным шагом в изучении
теории струн стало описание статсуммы теории струн как непрерывного пре
дела матричной модели [13—17]. В результате оказалось, что разложение по
диаграммам Фейнмана-т’Хоофта в матричных моделях отлично описывает
разложение по римановым поверхностям в теории струн. Кроме того, была
разработана комбинаторно-геометрическая интерпретация этого результата,
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как утверждение об интегралах по пространству модулей кривых [15; 18]. Ак
тивное развитие этого подхода привело к появлению множества методов, о
которых мы поговорим далее, таких, как использование тождеств Уорда и
интегрируемости. Сегодня ведется интенсивная работа по матрично-модель
ному описанию различных режимов двумерной квантовой гравитации [19;
20]. Аналогично двумерной гравитации, известно описание некоторых топо
логических теорий поля, двумерных калибровочных теорий в терминах мат
ричных моделей [21]. Часто, такое описание позволяет предъявить теорию в
новом, явном виде, который связан с перечислительной геометрией. В таких
задачах матричные модели являются производящими функциями, что про
является в нетривиальности прямого вычисления величин, таких как числа
Гурвица [22; 23], числа пересечений на пространстве модулей и инварианты
Громова-Виттена.

Другой характерный пример — матричные модели, возникающие
в результате суперсимметричной локализации функциональных интегра
лов [24]. Так, при наличии в теории достаточной симметрии, для чего
обычно требуется расширенная суперсимметрия, средние от специальных
суперсимметричных наблюдаемых можно вычислить точно. Если в теории
присутствуют калибровочные степени свободы, локализация приводит к
остаточному интегрированию по матричным степеням свободны. В зависи
мости от рассматриваемой теории могут получаться различные матричные
потенциалы, и разные деформации матричной меры интегрирования, см.
например [25; 26], а так же [27; 28]. Набор этих примеров можно суммиро
вать в некоторое единое наблюдение. Часто, если в теории есть достаточно
большая симметрия, то динамические степени свободы из неё полностью или
практически полностью можно исключить. Таким образом функциональное
интегрирование должно превратить в конечномерное. В таких случая теория
часто сводится к матричной модели непосредственно. Это позволяет, в част
ности, пронаблюдать явно вышеописанные общие свойства эффективных
действий и функциональных интегралов.

В теории матричных моделей мы имеем дело с интегралами вида:

𝑍 =

∫︁
𝐷𝑋 𝑒−Tr𝑉 (𝑋) (1)
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Здесь интеграл производится по пространству матриц, обычно фиксирован
ного типа: эрмитовых, ортогональных, унитарных, нормальных и т. д. Множе
ство переменных интегрирования определяет меру интегрирования, которая
символически обозначается 𝐷𝑋. Часто на пространстве матриц можно ввести
групповую структуру, и в качестве меры выбирается стандартная мера Хаара.
Потенциал 𝑉 (𝑋) также зависит от изучаемой модели. Кроме того, важной со
ставляющей определения является контур интегрирования. Он должен быть
согласован с потенциалом так, чтобы интеграл сходился. Бывают случаи, ко
гда существует несколько подходящих контуров интегрирования. В данной
работе мы будем изучать интеграл по эрмитовым матрицам, и поэтому мы
будем фокусироваться на этом случае, опуская детали и отличия, которые
могут быть важны в других случаях. Кроме того, мы лишь поверхностно
затронем вопрос о возможности выбора разных контуров интегрирования.

Тождествами Уорда (Уорда-Такахаши-Славнова-Тейлора) в квантовой
теории поля принято называть соотношения на корреляторы или вершины в
эффективном действии, следующие из калибровочной и БРСТ симметрии
классического действия. С другой стороны, полезно так же изучать произ
вольные преобразования в пространстве полей. При должных уточнениях
функциональный интеграл не зависит от подобных преобразований, из чего
следует гораздо больше соотношений на корреляционные функции и эффек
тивные действия. Иначе говоря, из инвариантности интеграла в пространстве
полевых переменных следуют свойства ковариантности в пространстве кон
стант связи. Необходимо отметить, что в квантовой теории поля общего вида
даже записывание таких соотношений в общем виде и, тем более, их решение
является тяжелой и неразрешенной задачей. Однако в матричных моделях
метод получения тождеств Уорда упрощается, что позволяет раскрыть бо
лее детальные математические структуры, стоящие за ними. В следующем
разделе мы рассмотрим метод получения тождеств Уорда для матричных ин
тегралов, которые в данном контексте известны как условия Вирасоро [29;
30], и простейшие примеры их решения.

Изучение алгебры преобразований в пространстве модулей является
естественной задачей в квантовой теории поля [1; 31]. Одним из примеров яв
ляется ренормгруппа, которая, однако, выделяет во всей алгебре диффеомор
физмов лишь однопараметрические семейства [32]. Изучение полной алгебры
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диффеоморфизмов ожидаемо приводит к структурам вроде интегрируемых
[2]. Например, алгебра Хопфа на диаграммах пертурбативного ряда изучает
ся в контексте ренормгруппы [33; 34]. Получающиеся в этом случае соотноше
ния квадратичного типа [35] характерны для интегрируемых систем. Другая
идея, которая возникает при таком рассмотрении, состоит в возможности
получать разные теории поля друг из друга, действуя операторами эволю
ции вдоль различных направлений в пространстве модулей. Как и во многих
других ситуациях, оказывается, что подобная конструкция может быть яв
но реализована в контексте матричных моделей, и называет в этом случае
𝑊 -представлением [36]. Символически оно имеет вид:

𝑍 = 𝑒�̂� · 𝑍0 , (2)

где 𝑍0 - начальная теория, а 𝑍 получается из неё действием оператора �̂� .
Это означает, что в качестве 𝑍0 можно рассмотреть, например, тривиальную
теорию, которой будет отвечать 𝑍0 = 1. В работе будет систематически изу
чено это явление в теории матричных моделей. Мы явно покажем, как оно
связано с системой тождеств Уорда и другие, более тонкие его свойства.

Другим аспектом матричных интегралов является интегрируемость.
Статсуммы многих матричных моделей являются 𝜏 -функциями интегриру
емых иерархий [37]. Как уже было сказано, представляется, что похожими
свойствами должны обладать эффективные действия в целом. В настоящий
момент наиболее изученные классы 𝜏 -функций связаны с иерархиями Ка
домцева-Петвиашвили (КП) и Тоды, и именно с ними связаны статсуммы
матричных моделей. Более конкретно, для матричной модели интегрируе
мость означает наличие некоторых квадратичных уравнений на статсуммы.
В последнее время было также обнаружено более тонкое свойство — суперин
тегрируемость. Для некоторых матричных моделей оказывается возможным
предъявить явные формулы для корреляционных функций специального ба
зиса в пространства наблюдаемых. Этот специальный базис выделен и дру
гим образом — он дается характерами некоторой группы или их специальны
ми деформациями. Некоторые примеры особенных свойств средних от харак
теров были известны давно, однако, систематичность обсуждаемого явления
была замечена недавно.
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Идея изучения деформаций также приходит из общей струнной па
радигмы. Актуальным для работы является двухпараметрическое семейство
(𝑞,𝑡)-деформации [38; 39], связанное с квантовыми тороидальными алгебра
ми. В работе достигается прогресс в изучении матричных моделей в неко
торых точках этого семейства. Одной из рассматриваемых деформаций яв
ляется 𝛽-деформация, связанная со специальным пределом 𝑡 = 𝑞𝛽 , 𝑞 → 1.
Полученные в результате такой деформации интегралы уже не выражаются
в терминах матричного интегрирования, однако они естественны в терминах
собственных значений и появляются в статистической физике под названием
бета-ансамблей. При специальных фиксированных значениях 𝛽 они связаны
с интегралами по симметрическим, эрмитовым и симплектическим матри
цам. Такая деформация оказывается важной для разных задач, сводящихся
к матричным моделям, и представляет собой первый нетривиальный шаг в
исследовании матричных моделей, связанных с квантовыми тороидальными
алгебрами. Для случая эрмитовых моделей 𝛽 = 2 определитель Вандермонда
обеспечивает интегрируемые свойства статсуммы. Однако на данный момент
неизвестно, как модифицировать формализм теории интегрируемых систем,
чтобы включить случай произвольного 𝛽.

В данной работе мы рассматриваем и другой феномен, возникающий
при пересечении тождеств Уорда и интегрируемости. В теории интегрируе
мых систем этот феномен известен как тест Пенлеве-Ковалевской [40; 41]. Он
применяется для оценки интегрируемости нелинейных дифференциальных
уравнений. Для этого мы рассматриваем анзац, в котором искомая функция
зависит от одной функциональной комбинации исходных переменных (такие
решения иногда называются автомодельными). После этого мы получаем
обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка и анализиру
ем подвижные особые точки. Если полученное уравнение второго порядка,
то известен список уравнений, для которых подвижными точками являются
только полюса — такие уравнения называются уравнениями Пенлеве 𝐼 - 𝑉 𝐼.
Если уравнение сводится к уравнению Пенлеве, то мы можем предположить,
что оно интегрируемо. Наоборот, если уравнение является интегрируемым, то
после редукции оно сводится к уравнению Пенлеве или аналогичным уравне
ниям более высокого порядка.
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Естественно рассмотреть этот феномен с точки зрения матричных
моделей. Мы знаем, что статсуммы являются 𝜏 -функциями интегрируемых
иерархий. С другой стороны, в теории матричных моделей есть естественные
условия редукции — условия Вирасоро. Таким образом, мы можем ожидать,
что при учете некоторых тождеств Уорда в теории матричных моделей будут
получаться решения уравнений Пенлеве. Такие утверждения встречаются в
разных задачах от двумерной квантовой гравитацией [42] до статистической
физики [43].

Мы рассмотрим один из таких примеров, для которых матрично
модельная интерпретация не была известна. Известно, что, с одной сторо
ны, в конформной теории поля можно построить 𝜏 -функцию шестого урав
нения Пенлеве [44], а с другой стороны, это можно сделать в двойственной
ей по соответствию Алдая-Гайотто-Тачикавы (АГТ) суперсимметричной ка
либровочной теории [45]. Мы посмотрим на это явления с точки зрения мат
рично-модельного представления соответствующих объектов. Оказывается,
что появление в этом контексте уравнения Пенлеве также соответствует об
щей парадигме, описанной выше.

Современное состояние исследований. Современная теория матрич
ных моделей представлена несколькими направлениями исследований. Так,
продолжается работа над приложением теории матричных моделей к описа
нию различных режимов квантовой гравитации [19]. Важную роль играют
методы матричных моделей для точной проверки различных результатов в
суперсимметричных калибровочных теориях, таких как голографическое со
ответствие [26]. В этом контексте матричная модель возникает после лока
лизации функциональных интегралов на неподвижные точки некоторых опе
раторов суперсимметрии. Оставшиеся степени свободы отвечают групповой
части калибровочной или глобальной симметрии — таким образом получа
ется матричный интеграл. Полученный интеграл можно исследовать в виде
разложения т’Хоофта, например с помощью петлевых уравнений — особой за
писи условий Вирасоро. Таким образом обычно удается проверить гипотезы
о соответствии сильной и слабой связи в разных теориях. С математической
точки зрения, разложение при больших размерах матрицы описывается так
называемой топологической рекурсией, также активно развиваемой в послед
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нее время [46]. Развитие этих математических методов позволяет в новом
качестве возвращаться к вопросу об изучении квантовой гравитации [20].

Перечисленные выше направления посвящены аспектам матричных
моделей, отличным от результатов работы, однако служащие источником ме
тодов и идей. В работе изучается связь различных явлений в теории мат
ричных моделей. Некоторые из них были сформулированы ещё в период ак
тивного развития теории струн [4]. С другой стороны, как уже упоминалось,
формулировка суперинтегрируемости является недавним достижением [47].
Немедленно оказалось, что этот феномен связан и с обсуждавшимися выше
задачами суперсимметричной локализации [28]. Изучение суперинтегрируе
мости находится на этапе накопления примеров и первых попыток наблюде
ния общих закономерностей и стоящих за ней структур. С этим этапом разви
тия и связаны задачи диссертации. Обсуждаемое в работе 𝑊 -представление
в матричных моделях ранее было использовано в рамках топологической ре
курсии. Первые попытки его независимой формулировки предприняты в [36].
Роль 𝑊 -операторов в матричных моделях и теории интегрируемых систем
активно обсуждается [10; 48], в частности, в работах [49; 50] изучаются ак
туальные для работы модели Концевича и Брезана-Гросса-Виттена (БГВ).
Ведется активная работа по построению новых решаемых матричных моде
лей, в частности, мы опираемся на результат [51], в котором была предложена
модель, называемая сейчас моделью Натанзона-Орлова.

Матричные модели представляют собой лишь один сюжет, связанный
с 𝛽-деформацией. Так оказывается, что добавление этого параметра происхо
дит согласовано во всех задачах связанных с матричными моделями [52]. В
результате становится понятно, что это действительно интересное направле
ние деформации. В настоящее время известно много ”хороших” свойств этой
деформации, однако, модификация интегрируемых свойств пока не была по
лучена. Одной из мотиваций для наших исследований было, в частности,
разрешение этой давней проблемы.

В данной работе мы изучаем роль уравнений Пенлеве в матричных
моделях на конкретном примере. Этот пример интересен сам, по себе по
скольку приходит из АГТ соответствия [53]. В работе [44] было показано, что
Фурье-преобразование конформного блока в теории с центральным зарядом
𝑐 = 1 является 𝜏 -функцией шестого уравнения Пенлеве. Это утверждение
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было затем развито в различных работах, для 𝑞-деформированного случая
и в специальных пределах [54; 55]. Позже этот результат был получен с
точки зрения дуальной суперсимметричной калибровочной теории [45]. Мы
опираемся на работы [31; 56], в которых было предложено исследовать это
явление с точки зрения матрично модельной интерпретации АГТ соответ
ствия, построенной в [57].

Цели и задачи:

1. Исследование связи между различными подходами и методами к
теории матричных моделей, такими как тождества Уорда, интегри
руемость, суперинтегрируемость и 𝑊 -представления.

2. Разработка новых методов доказательства суперинтегрируемости в
матричных моделях, описание алгебраических структур, стоящих
за этим феноменом.

3. Уточнение роли характеров в формулах суперинтегрируемости. Ис
следование матричных моделей связанных с функциями Джека
и 𝑄-функциями Шура. Доказательство суперинтегрируемости для
𝛽-деформированных матричных моделей.

4. Подробное исследование обобщенной модели Концевича, решение
тождеств Уорда в ней.

5. Изучение роли уравнения Пенлеве VI в АГТ соответствии с точ
ки зрения его матрично-модельной формулировки. Развитие метода
тождеств Уорда для его применения в контексте матричных моде
лей в переменных Мивы.

Положения, выносимые на защиту:

1. Явное описание связи условий Вирасоро, интегрируемости и су
перинтегрируемости в эрмитовой гауссовой матричной модели.

2. Новой метод решения тождеств Уорда в матричной модели с по
мощью 𝑊 -представления. Проверка этого метода для различных
известных матричных моделей.
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3. Приложение нового метода для построения 𝑊 -представления
для обобщенной модели Концевича. Некоммутативность этого
𝑊 -представления

4. Новый метод доказательства суперинтегрируемости с помощью
𝑊 -представления. Доказательство суперинтегрируемости для сред
них от полиномов Джека в 𝛽-деформированный гауссовой модели.

5. Приложение нового метода к матричным моделям, связанным с
𝑄-функциями Шура. Доказательство суперинтегрируемости в мо
дели Брезана-Гросса-Виттена с помощью 𝑊 -представления. Новая
суперсимметричная матричная модель для описания 𝑄-функций
Шура.

6. Описание соотношения между уравнениями Хироты, условиями
𝑞-Вирасоро и уравнением 𝑞-Пенлеве VI в пределе снятия деформа
ции 𝑞 → 1 и в пределе чистой калибровочной теории.

Научная новизна, достоверность и личный вклад автора. Ре
зультаты, полученные в диссертации, являются оригинальными. Они от
носятся к наиболее актуальным вопросам теории матричных моделей, в
частности, к сформированным недавно явлениям суперинтегрируемости и
𝑊 -представления. В работе развиты новые методы, обнаружены новые фено
мены и построены ранее неизвестные доказательства. Они применяются для
дальнейших исследований автором диссертации, его соавторами, и другими
научными группами. Приведенные в работе результаты получены автором
лично, либо при его непосредственном участии. В рамках подготовки публи
каций, автор диссертации участвовал в постановке исследовательских задач,
выборе методов их решения, интерпретации результатов и формулировке вы
водов.

Практическая и теоретическая значимость работы. В данной работе
мы ставим перед собой цель описать взаимосвязь между различными аспек
тами матричных моделей, включая условия Вирасоро и 𝑊 -представления,
интегрируемость и суперинтегрируемость. На данный момент полное пони
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мание этой связи отсутствует, но изучение данного вопроса необходимо для
построения всеобъемлющей теории матричных моделей. В исследовании мы
рассматриваем ситуации, когда можно записать систему тождеств Уорда —
условий Вирасоро, и, возможно, старших 𝑊 -условий. Для таких моделей
мы показываем, что бесконечную систему уравнений можно решить, и ре
шением будет в точности 𝑊 -представление. Это является значительным ре
зультатом, демонстрирующим важность связи между тождествами Уорда и
𝑊 -представлениями. Важным аспектом анализа является использование раз
ложения по характерам, что связано с теорией интегрируемых систем. Пере
формулировка условий Вирасоро в алгебро-комбинаторной форме представ
ляется эффективным способом проверки единственности решения условий
Вирасоро. Более того, такая формулировка подходит для получения ответов
для средних от характеров, известных как свойство суперинтегрируемости.
Перспективным результатом исследований становится общность построенно
го метода, дающего возможность решать не только тождества Уорда в форме
𝑊 -представления, но и явно получать разложение по характерам. Ключе
вая идея заключается в том, что построенные операторы имеют специальное
представление в базисе характеров. Более того, мы отмечаем, что аналогич
ные структуры существуют даже в моделях, в которых используются дефор
мации характеров. Особенностью этих случаев является то, что групповой
смысл деформации характеров зачастую скрыт. Развитые в работе алгебраи
ческие методы позволяют увидеть некоторые групповые свойства. Мы прове
ли исследование матричных моделей в специальной точке в семействе (𝑞,𝑡),
а именно при 𝑞 = 1, 𝑡 = −1. В результате этого исследования мы показали,
что наш метод построения 𝑊 -операторов работает и в этой точке. Более то
го, мы показали, что для этого случая существует свой аналог характеров,
и 𝑊 -оператор имеет согласованную структуру с ними. Мы изучили различ
ные проявления свойства суперинтегрируемости для этих новых характеров,
включая их реализацию в виде суперматричного интеграла с грассмановыми
степенями свободы. Таким образом, построенные нами методы изучения мат
ричных моделей и их интегрируемых свойств согласованы с такой деформаци
ей. Это особенно важно, учитывая, что обобщения других привычных техник
либо отсутствуют, либо не систематичны. С другой стороны в нашей работе
раскрываются алгебраические свойства 𝛽-дефорации. Это является важным
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шагом на пути в понимании интегрируемых свойств 𝛽-деформированных мо
делей и имеет дальнейшие приложения как в теории интегрируемых систем,
так и в более широком классе задач связанных с 𝛽-деформациями. Работа
над обобщенной моделью Концевича имеет два важных следствия. С одной
стороны, мы получили технически наиболее простой метод подсчета больших
порядков разложения по константам связи. Это может быть полезно в прило
жениях к алгебраической геометрии, поскольку обобщенная модель Концеви
ча описывает интегралы по пространствам модулей кривых и числа Гурвица
с дополнительными структурами. Подсчет конкретных чисел в данном слу
чае важен, поскольку позволяет тестировать или формулировать гипотезы.
С другой стороны, мы обнаружили новый для теории интегрируемым си
стем феномен - наличие упорядоченной экспоненты в 𝑊 -представлении. Его
следствия ещё предстоит изучить, но несомненно он должен играть важную
роль. Таким образом, развитый подход применим к самым разным моделям,
в том числе с более экзотической структурой тождеств Уорда. Результаты
исследований являются значительным вкладом в развитие теории матрич
ных моделей и сопутствующей алгебраической теории. Отдельно отметим,
что результаты о роли уравнения Пенлеве в АГТ соответствии важны с точ
ки зрения доведения описания этой дуальности до технически простого уров
ня. Важным шагом на этом пути была формулировка соответствия на языке
матричных моделей. Здесь нам удалось дополнить её описанием на этом язы
ке возникающих структур. С другой стороны, мы сделали ещё один шаг на
пути к пониманию взаимодействия тождеств Уорда и интегрируемости. Если
в первой части работы это взаимодействие приводило к суперинтегрируемо
сти, то здесь оно приводит к уравнениям Пенлеве. Связь этих двух свойств
матричных моделей ещё предстоит выяснить.

В целом, полученные результаты являются важным шагом на пути
построения исчерпывающего описания матричных интегралов, как специаль
ных функций теории струн и квантовой теории поля. Их можно применять,
как в задачах непосредственно сводящихся к матричным моделям, так и для
более фундаментального понимания свойств функциональных интегралов.

Апробация работы. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 6 оригинальных статьях, которые изданы в журналах, рекомендованных
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ВАК и индексируемых в Web of Science и Scopus. Результаты работы докла
дывались на семинарах институтов: ОТФ ФИАН, МИАН, ИТФ им. Ландау,
ИТЭФ, МФТИ - и на конференциях:

– Молодежная конференция по теоретической и экспериментальной
физике (МКТЭФ-2019), ИТЭФ, 25-28 ноября 2019 г., Москва, Рос
сия.

– Молодежная конференция по теоретической и экспериментальной
физике (МКТЭФ-2021), ИТЭФ, 15–18 ноября 2021 г., Москва, Рос
сия.

– ”Supersymmetry in Integrable Systems (SIS’23)”, ЛТФ ОИЯИ, 20–22
февраля 2023 г., Дубна, Россия.

– ”RDP School and Workshop on Mathematical Physics”, 19-24 августа,
2023 г., Ереван, Армения

– ”Geometry and integrability”, 18-22 сентября 2023 г., Москва, Россия.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи
мых в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной
литературы по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи
работы, сформулированы научная новизна и практическая значимость пред
ставляемой работы.

Первая глава посвящена обзору основных понятий в теории матрич
ных моделей, используемых в диссертации. Теория матричных моделей рас
сматривает интегралы вида:

𝑍 =

∫︁
𝐷𝑋 exp(−Tr𝑉 (𝑋)) , (3)

где интеграл ведется по пространству матриц фиксированного типа: эрмито
вым, унитарным, ортогональным или другим, в зависимости от модели. Мера
определяется соответственно, как инвариантная на соответствующей группе
или алгебре. Матричные модели обладают важными свойствами разной сте
пени общности. В работе главным образом рассматриваются условия Вирасо
ро и интегрируемость. Условиями Вирасоро в матричных моделях называет
ся аналог тождеств Уорда для функциональных интегралов. Они являются
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следствием инвариантности функционального интеграла на пространстве по
левых переменных:

𝑋 → 𝑓(𝑋) . (4)

Конечно, при этом надо учитывать сходимость интеграла и выбор контура
интегрирования. Тем не менее такая инвариантность приводит к наличию бес
конечной системы соотношений на корреляторы в теории. При этом типично
для матричных моделей рассматривать в статсумме достаточно общий на
бор операторов так, что эти соотношения можно переписать в виде действия
дифференциальных операторов по константам связи на статсумму:

�̂�𝑍(𝑝𝑘) = 0 , (5)

где 𝑝𝑘 - набор соответствующих параметров, а �̂� - некоторые дифференциаль
ные операторы, вид которых зависит от матричной модели. Условия Вирасо
ро оказываются достаточно ограничительными, чтобы, в некоторых случаях,
полностью зафиксировать значение статсуммы или же оставить зависимость
лишь от небольшого числа параметров.

С другой стороны, интегрируемость матричных моделей состоит в ра
венстве статсумм матричных моделей 𝜏 -функциям интегрируемых систем.
Это означает, что статсуммы матричных моделей удовлетворяют различным
билинейным соотношениям, схематически, имеющих вид:

�̂�(𝑝,𝑝′)𝑍(𝑝)⊗ 𝑍(𝑝)′ = 0 . (6)

Интегрируемость в простейших случаях связана с возможностью описания
матричных моделей на языке двумерной конформной теории свободных фер
мионов. Такое представление дает еще одну важную формулировку свойства
интегрируемости. Мы показываем, что статсуммы матричных моделей, как
и любые 𝜏 -функции, имеют детерминантное представление. Оно оказывается
полезным для анализа связи между интегрируемостью и условиями Вира
соро, которую мы исследуем в следующих главах. Билинейные уравнения
и фермионное представление связаны с теоретико-групповой интепретаци
ей 𝜏 -функций, как производящих функций матричных элементов группо
вого элемента в фундаментальном представлении. Практически единствен
ным исследованным случаем остается фундаментальное представление груп
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пы 𝐺𝐿(∞), которое связано с иерархией двумеризованной цепочки Тоды и
её редукций и ограничений: иерархии КП, самой цепочки тоды, иерархии
Кортевега-де-Вриза и других.

В конце этой главы мы рассматриваем свойство суперинтегрируемо
сти, которое было сформулировано недавно. Оно состоит в наличии явного
ответа для средних от специальных симметрических многочленов. Эти сим
метрические многочлены обычно оказываются характерами некоторых групп
или их деформациями. При этом оказываются, что такие средние не просто
имеют явный вид, а часто выражаются через значения тех же характеров,
но вычисленных в специальных точках. Мы приводим в пример гауссову мат
ричную модель и логарифмический потенциал.

Вторая глава посвящена исследованию связи между условиями Ви
расоро, интегрируемости и суперинтегрируемости в эрмитовой матричной мо
дели. Сначала мы рассматриваем условия Вирасоро в этой модели в базисе
характеров. Мы показываем, что система этих условий переписывается в виде
комбинаторных соотношений на коэффициенты разложения по характерам:∑︁

𝑅+�

𝑐𝑅+�(𝑁) =
∑︁
𝑅−�

(𝑁 + 𝑗� − 𝑖�) · 𝑐𝑅−�(𝑁) ,∑︁
𝑅+�

(𝑗� − 𝑖�) · 𝑐𝑅+�(𝑁) =
∑︁
𝑅−�

(𝑁 + 𝑗� − 𝑖�)
2 · 𝑐𝑅−�(𝑁) ,

(7)

где(𝑖�,𝑗�) - это координаты квадрата удалённого или прибавленного к диа
грамме Юнга, а 𝑐𝑅(𝑁) - коэффициенты разложения статсуммы матричной
модели по характерам. Эта система имеет единственное решение. Чтобы её
решить мы используем анзац, в котором она сводится к 𝑁 -независимым соот
ношениям, напоминающим комбинаторные соотношения в теории характеров
симметрической группы:∑︁

𝑅+�

𝑐𝑅+� = 0 ,∑︁
𝑅+�

(𝑗� − 𝑖�) · 𝑐𝑅+� =
∑︁
𝑅−�

𝑐𝑅−� ,∑︁
𝑅+�

(𝑗� − 𝑖�)
2 · 𝑐𝑅+� =

∑︁
𝑅−�

(𝑗� − 𝑖�) · 𝑐𝑅−� .

(8)
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Где 𝑐𝑅 и 𝑐𝑅(𝑁) связаны соотношением: 𝑐𝑅(𝑁) = 𝑐𝑅
∏︀

(𝑖,𝑗)∈𝑅
(𝑁+𝑗−𝑖). Используя

свойства характеров мы показываем, что решение системы (8) дается:

𝑐𝑅 = 𝑆𝑅{𝛿𝑘,2} . (9)

Таким образом, используя лишь алгебраические и комбинаторные преобразо
вания, мы находим выражения средних от функций Шура:

⟨𝑆𝑅(tr𝑋
𝑘)⟩ = 𝑆𝑅(𝑝𝑘 = 𝑁)

𝑆𝑅(𝑝𝑘 = 𝛿𝑘,1)
𝑆𝑅 (𝑝𝑘 = 𝛿𝑘,2) =

= 𝑆𝑅 (𝑝𝑘 = 𝛿𝑘,2)

⎛⎝ ∏︁
(𝑖,𝑗)∈𝑅

(𝑁 + 𝑗 − 𝑖)

⎞⎠ .

(10)

Где 𝑆𝑅(Tr𝑋
𝑘) - функции Шура, рассматриваемые, как симметрические функ

ции собственных значений матрицы 𝑋, а в правой части формулы стоят
функции Шура, рассматриваемые как функции степенных сумм, и вычис
ленные при специальных значениях степенных сумм. С другой стороны, мы
можем использовать интегрируемые свойства матричных моделей. Известно
утверждение, что одновременные учет уравнений интегрируемой иерархии
и лишь одного из условий Вирасоро позволяет восстановить полный ответ.
Здесь мы демонстрируем это утверждение явно на уровне средних от харак
теров. Интегрируемые свойства матричных моделей мы используем в форме
детерминантного представления:

𝑐𝑅(𝑁) =

det
1≤𝑖,𝑗≤𝑁

𝐶𝑁−𝑖+𝑗+𝑅𝑖−1

det
1≤𝑖,𝑗≤𝑁

𝐶𝑁−𝑖+𝑗−1
. (11)

где 𝐶𝑘 - некоторые новые переменные, зависящие уже от одного числа 𝑘.
Используя его в младшем условии Вирасоро мы показываем, как получить
решение в виде (10).

Третья глава посвящена исследованию 𝑊 -представления в матрич
ных моделях. Мы показываем, что условия Вирасоро в некоторых моделях
можно свести к одному уравнению, полностью задающему статсумму. За счет
специального суммирования условий Вирасоро с учетом градуировки опера
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торов, структура уравнения оказывается достаточно простой:

(𝑙0 + 𝑘𝑂(𝑘))𝑍 = 0 , (12)

здесь 𝑙0 - оператор Эйлера в переменных 𝑝𝑘:

𝑙0 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝑝𝑘
𝜕

𝜕𝑝𝑘
(13)

Где оператор 𝑂(𝑘) зависит от модели, и имеет определенную градуировку 𝑘:

[𝑙0,𝑂
(𝑘)] = 𝑘𝑂(𝑘) . (14)

Это позволяет решить уравнение в форме:

𝑍 = 𝑒𝑂
(𝑘) · 1 . (15)

Такое представление статсуммы называется 𝑊 -представлением, а операторы
𝑂(𝑘) называются 𝑊 -операторами. Таким образом удается представить весь
производящий ряд для всех средних в матричной модели в форме простого
дифференциального по константам связи оператора, действующего на триви
альную статсумму равную единице. Такое представление реализует давнюю
идею о представлении статсумы в форме эволюции в пространстве теорий.

Далее мы показываем, что из 𝑊 -представления можно восстановить
свойство суперинтегриуемости в разложении по характерам. Для этого мы
изучаем действие 𝑊 -операторов в базисе из функций Шура. Это действие
имеет специальный вид, который позволяет, раскладывая в ряд экспоненци
альное представление (15), восстановить вид средних от характеров. В следу
ющих главах мы показываем, что такое свойство 𝑊 -операторов устойчиво к
различным деформациям.

Последний раздел данной главы посвящен 𝑊 -представлению для обоб
щенной модели Концевича (ОМК). Этот случай рассматривается отдельно,
поскольку он значительно более сложен технически и раскрывает новый фе
номен. Во-первых, сложность связана с тем, что для старших степеней потен
циала в ОМК среди тождеств Уорда присутствуют старшие 𝑊 -условия. Мы
показываем, что для построения единственного уравнения требуется сумми

18



рование как условий Вирасоро, так и старших 𝑊 -условий. При этом явная
реализация 𝑊 -условий, как дифференциальных операторов является отдель
ной сложной задачей. Мы приводим примеры вычислений и тождеств, кото
рые необходимо использовать на пути от их реализации в терминах скручен
ных бозонных полей к явной форме. Получающееся единственное уравнение
содержит операторы разной градуировки. К примеру, для четвертичной мо
дели:

(𝑙0 + 4𝑂4 + 8𝑂8)𝑍 = 0 . (16)

Однако эти операторы различной градуировки не коммутируют. Это означа
ет, что решением такого уравнения уже не является экспонента оператора, но
так называемая упорядоченная экспонента. Мы показываем, как это работает
для потенциала четвертой и пятой степени, и приводим схему общего ответа.
С общей точки зрения полученные формулы интересны тем, что мы имеем
некоторую некомммутативную структуру, по-прежнему связанную с интегри
руемостью. Более того, с практической стороны, полученное представление
для статсуммы ОМК оказывается наиболее эффективным методом для под
счета большого числа членов в разложении. Это может быть полезно в за
дачах перечислительной геометрии, связанных с ОМК, в которых большое
число членов необходимо для проверки гипотез.

В четвертой главе мы проверяем сформулированные утверждения
на согласованность с различными деформациями матричных моделей. Мы
рассматриваем два вида деформаций. Во-первых, это 𝛽-деформация, которая
вводится с помощью рассмотрения обобщения эрмитовых случайных матриц.
Такое обобщение наиболее характерно тем, что для него не известно обобще
ние интегрируемых иерархий. Поскольку поиск этого обобщения является
давней и интересной задачей, рассмотрение соответствующих матричных мо
делей мог бы привести к новым идеям в этом направлении. Действительно,
мы показываем, что, с точки зрения матричных моделей, рассмотренные на
ми алгебраические свойства 𝑊 -операторов имеют деформацию. Вместо функ
ций Шура для них следует рассматривать функции Джека. Мы показываем,
что действие оператора на них согласовано с известным свойством суперин
тегрируемости:

⟨𝐽𝑅(𝑥𝑖)⟩ =
𝐽𝑅 (𝑝𝑘 = 𝑁)

𝐽𝑅 (𝑝𝑘 = 𝛿𝑘,1)
𝐽𝑅 (𝑝𝑘 = 𝛿𝑘,2) 𝛽

|𝑅| . (17)
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Где 𝐽𝑅 - функции Джека, которые в правой и левой части понимаются также,
как в формуле (10). Во-вторых, мы исследуем модели, связанные с так назы
ваемыми 𝑄-функциями Шура, которые являются другим набором симметри
ческих многочленов. Мы показываем, что для таких моделей также существу
еют 𝑊 -операторы, имеющие специальное представление в базисе 𝑄-функций.
Для примера мы рассматриваем модель Брезина-Гросса-Виттена, в которой
соответствующий оператор имеет наиболее простую форму. При этом извест
на интегрируемая иерархия — иерархия (B)КП, связанная теперь с алгеброй
𝑠𝑜(∞). Интересно, однако, что 𝑄-функции не отвечают характерам этой ал
гебры. Вместо этого они являются характерами супералгебры 𝑞(𝑛). Чтобы
исследовать этот феномен, мы изучаем матричную модель с интегрировани
ем по грассмановым переменным. Несмотря на отсутствие окончательного
вывода, мы приводим ”суперсимметричный” матричный интеграл, которые
дает разложение по 𝑄-функциям Шура.

В пятой главе мы изучаем связь между условиями Вирасоро, инте
грируемостью и уравнениями Пенлеве для матричных моделей, в логариф
мической матричной модели, отвечающей представлению Доценко-Фатеева
для конформного блока. Соответствие Алдайи-Гайотто-Тачикавы (АГТ) свя
зывает инстантонные статсуммы суперсимметричных калибровочных теорий
и 2𝑑 конформные блоки. При выполнении условий целочисленности на кон
формные размерности, оно может быть описано как двойственность Хаб
барда-Стратановича в матричной модели Доценко-Фатеева (ДФ). Интерес
ным наблюдением является то, что линейная комбинация конформных бло
ков удовлетворяет уравнению Пенлеве VI, которое также возникает в теории
функций Некрасова и в матричных моделях в результате интегрируемости
и тождеств Уорда/Вирасоро. Это может подразумевать более прямую связь
между суперинтегрируемостью и уравнений Пенлеве, но требует дальнейше
го изучения.

Матричная модель ДФ не является гауссовой, поэтому она имеет мно
гочисленные фазы Дейкграафа-Вафа, различающиеся выбором контуров ин
тегрирования. Проблема в том, что при конкретном выборе фазы (если
только все контуры не совпадают) статистическая сумма не обладает де
терминантным представлением и не является КП 𝜏 -функцией. Вместо это
го 𝜏 -функции возникают как простая линейная комбинация интегралов ДФ

20



[58], и частные интегралы ДФ появляются как её обратное преобразование
Фурье. Оказывается, наиболее удобный язык для изучения интегрируемости
в моделях ДФ — это уравнения Хироты в переменных Мивы, являющиеся
в этом случае конечно-разностными. Эти уравнения фактически описывают
особый вид 𝜏 -функций, известных как 𝜏 -функция (𝑞-)Пенлеве VI. Их мож
но переписать в терминах восьми различных 𝜏 -функций, которые на самом
деле отвечают восьми различным сдвигам исходной КП 𝜏 -функции. Мы по
казываем, что эта система разделена на две части: квадратичные уравнения
интегрируемой системы и (имеющее линейное происхождение) тождества Уо
рда. В моделях ДФ можно ограничить центральный заряд, выбрав 𝑐 = 1. Это
исключает 𝛽-деформацию и гарантирует отсутствие внутреннего нарушения
интегрируемости. Тем не менее тогда существует целое семейство деформа
ций с параметром 𝑡 = 𝑞 (тогда как в общем случае 𝑡 = 𝑞𝛽). Если посмотреть
на калибровочную сторону АГТ соответствия, 𝑞 ̸= 1 относится к 5𝑑 калибро
вочным теориям [59], а 𝑞 кодирует радиус пятого измерения. Предел 𝑞 −→ 1

соответствует обращению радиуса к нулю, когда калибровочная теория 5𝑑

сводится к 4𝑑. Этот предел выглядит «непрерывным» на уровне Вирасоро
подобных тождеств Уорда, когда разностные операторы при 𝑞 ̸= 1 становятся
дифференциальными при 𝑞 = 1.

В настоящей главе мы преследуем две цели. В первую очередь даем
обзор вышеперечисленных тем и собираем различные идеи, рассеянные по
[31; 56; 58] в единое замкнутое изложение. Во-вторых, мы объясняем, как
различные части конструкции ведут себя в неавтономном пределе от 5𝑑 до 4𝑑

калибровочной теории. Мы демонстрируем, что наиболее важные структуры
выживают после взятия предела. В частности, мы тщательно следим за
неформальным соотношением ”интегрируемость + струнное уравнение =
Пенлеве” и показываем, что оно согласуется с непрерывным пределом. Таким
образом, мы делаем шаг в прояснении связи между 𝜏 -функцией 𝑞-уравнений
Пенлеве VI, отвечающей пятимерной функции Некрасова и 𝜏 -функцией
непрерывных уравнений Пенлеве VI, соответствующей четырехмерному
пределу. Обратим внимание, что непрерывный предел довольно прост с
точки зрения матричной модели ДФ, но довольно сложен с точки зрения
билинейных уравнений. Мы изучаем предельный переход и описываем, как
ведут себя такие структуры, как условия 𝑞-Вирасоро, билинейные уравнения
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и 𝑞-уравнения Пенлеве. В качестве дополнительного результата перехода к
пределу мы получаем другое представление 𝜏 -функции дифференциального
уравнения Пенлеве в терминах конформных блоков.

Заключение

В данной работе мы изучили связь нескольких важных свойств мат
ричных моделей: интегрируемости, суперинтегрируемости, тождеств Уорда
и 𝑊 -представления. Мы рассмотрели эрмитовы унитарно-инвариантные
модели, в которых мы показали, что рассмотрение матричных моделей в ба
зисе характеров оказывается плодотворным. Во-первых, мы показали, что в
таком базисе условия Вирасоро переписываются как алгебро-комбинаторные
соотношения, которые можно эффективно решать. Во-вторых, в этом базисе
удается учесть свойства интегрируемости явно в самих уравнениях. Таким
образом, известное утверждения о роли тождеств Уорда в выборе точки
грассманиана, отвечающей матричной модели, удалось продемонстрировать
новым, более явным способом. Было показано, что возможно построить
явное решение условий Вирасоро, если взять некоторую специальную
бесконечную комбинацию этих уравнений. Это решение предъявлено в
форме экспоненциального оператора. Показано, что это метод позволяет
решать разные модели, что в некоторых случаях приводит к известным
ответам полученным другими способами. Особенно важным примером
оказалась обобщенная модель Концевича, для которой 𝑊 -представление не
было известно ранее. Были изучены особенности соответствующей системы
тождеств Уорда. Характерной чертой полученного ответа оказалась неабеле
вость соответствующего 𝑊 -представления.

Описанный метод оказывается полезен не только для, например, более
удобного вычисления большего количества членов в разложении статсуммы.
Мы показали, что он так же позволяет лучше понять алгебраические
структуры стоящие за матричными моделями. В частности, изучая пред
ставления 𝑊 -операторов на характеры, можно получить соответствующие
формулы суперинтегрируемости. Эти методы позволяют выходить за рамки
эрмитовых унитарно инвариантных интегралов — мы показали, что все
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алгебраические структуры сохраняются на уровне 𝛽-деформации, и для
моделей, связанных с 𝑄-функциями. Полученные результаты открывают
возможности для дальнейшего исследования в новом направлении. А именно
как оказалось, свойства матричных моделей можно эффективно изучать
на языке соответствующих 𝑊 -операторов. Таким образом, представляется
осмысленной общая задача классификации таких операторов: постановка
предъявляемых к ним свойств, изучение вопроса об однозначности соответ
ствия между операторами и матричными моделями, постановка обратной
задачи восстановления матричной модели по оператору и прочие.

С другой стороны, мы продвинулись в понимании связи между уравне
ниями Пенлеве и матричными моделями. Основным вопросом, который нас
интересовал, было исследования этого феномена, когда постановкой задачи
продиктована параметризация Мивы. Как оказалось, это не препятствует
появления уравнения Пенлеве для матричной модели, но несет в себе новые
технические трудности, которые нам удалось частично разрешить. Остается
открытым вопрос о том, являются ли эти технические трудности проявле
нием некоторого концептуального свойств параметризации Мивы. Выбор
конкретной модели был продиктован известными работами о соответствии
между конформным блоком и 𝜏 -функцией Пенлеве, и АГТ дуальным утвер
ждением про инстантонные статсуммы. Интересно, что данное утверждение
справедливо при единичном центральном заряде. При этом известно, что
матрично-модельное представление конформных блоков имеется и при
произвольных центральных зарядах. В связи с этим возникает интересный
дальнейший вопрос об 𝛽-деформации соответствующего утверждения про
уравнение Пенлеве. На возможность такой деформации указывает также и
то, что как мы показали, несмотря на то, что деформация интегрируемости
до сих пор не построена, многие алгебраические структуры, связанные
с взаимодействием условий Вирасоро и уравнений Хироты, по-прежнему
существуют. С другой стороны со стороны АГТ соответствия наличие
нетривиальных соотношений на инстантонную статсумму также известны
при произвольных 𝛽 [45].
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Суммируя сказанное, перечислим конкретные результаты, полученные
в этой диссертации:

– Показано, что в эрмитовой гауссовой матричной модели система
условий Вирасоро в базисе характеров переписывается в форме ал
гебро-комбинаторных соотношений. Построено решение этой систе
мы и таким образом показано свойство суперинтегрируемости.

– Связь интегрируемости и условий Вирасоро в эрмитовой гауссовой
матричной модели изучена в терминах коэффициентов разложения
по характерам. Показано, что совместный учет струнного уравнения
и только одного условия Вирасоро приводит к ответу.

– Показано для многих матричных моделей, что система тождеств Уо
рда эквивалентна единственному уравнению на статсумму. Предъ
явлен метод построения этого уравнения и его решения в форме
𝑊 -представления.

– Разработан метод доказательства суперинтегрируемости для моде
лей, для которых известно 𝑊 -представление.

– Построено неабелево 𝑊 -представление обобщенной модели Конце
вича. Предъявлен метод построения 𝑊 -операторов из скрученных
бозонных полей.

– Построена деформация 𝑊 -оператора в гауссовой эрмитовой модели
и с его помощью доказана суперинтегрируемость для средних от
полиномов Джека.

– Рассмотрены матричные модели связанные с 𝑄-функциями Шура.
Показано, что метод доказательства суперинтегрируемости работа
ет в модели Брезана-Гросса-Виттена (БГВ).

– Построена фермионная версия суперинтегрируемости в модели На
танзона-Орлова

– Рассмотрены последовательные пределы от разностных уравнений
на 𝑞-деформированную матричную модель для конформного бло
ка 𝑞-Вирасоро к их дифференциальному аналогу, а также предел
чистой калибровочной теории. Показано, что в пределах сохраняет
ся соотношение между тождествами Уорда уравнениями Хироты и
уравнением Пенлеве VI.
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