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Введение 

 

В данной работе речь идет о получении изображений плоских наклонных 

отражающих объектов в экстремальном ультрафиолетовом и рентгеновском 

диапазонах (сотни эВ – единицы кэВ). Объект расположен под малым углом как к 

освещающему, так и отражённому пучку. В случае получения кратно увеличенных 

изображений речь идет, например, о задачах микроскопии, а в случае уменьшенных 

– о задачах литографии или микрофабрикации1 с помощью излучения.  

 

Актуальность темы исследования 

 

В настоящее время существует потребность исследования поверхностей 

различных материалов и процессов на наномасштабах, в том числе абляции, 

фазовых переходов, процессов самоорганизации, физико-химических 

превращений и др. Чтобы наблюдать их, нужна длина волны, которая сможет 

обеспечить соответствующее пространственное разрешение. С одной стороны, чем 

меньше длина волны, тем выше разрешение можно получить. С другой стороны, 

для некоторых задач важную роль играет глубина проникновения излучения в 

материал. Наконец, с уменьшением длины волны источники и оптика становятся 

менее доступны и дороже. С учётом указанных факторов во многих задачах 

нанофизики и нанотехнологий наблюдения ведутся с помощью излучения с 

энергией фотонов 0,1-10 кэв. Поскольку исследуются поверхности и плёнки на них, 

то изображения естественно получать с помощью микроскопа, использующего 

отражение от поверхности образца. Однако, при таких длинах волн существенная 

доля излучения отражается лишь при малых углах скольжения ≤ 10°. Таким 

образом, появляется идея создания рентгеновского микроскопа, работающего на 

отражении при скользящих углах (grazing incidence reflection-type X-ray microscope) 

 
1 patterning. 
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[1-4]. В данной работе рассматривается одна из возможных оптических схем такого 

микроскопа.   

 

 

 

Рисунок 1. График коэффициента отражения R (в логарифмическом масштабе по оси y) 

различных материалов в зависимости от угла скольжения θ, для длины волны 𝜆 = 13.9 нм. 

Пунктирной линией показан уровень 50%. Данные для рисунка взяты с сайта: 

https://www.cxro.lbl.gov/. Подобная картина сохраняется для всего рассматриваемого диапазона 

спектра2. 

 

Другой круг задач, приводящих к изображениям наклонных объектов, связан 

с использованием рентгеновского излучения для печати с уменьшением – одной из 

важных технологий микроэлектроники и микролитографии. Во многих случаях в 

них используется получение уменьшенных изображений предварительно 

созданной маски на слое резиста, покрывающем функциональный материал. 

Постоянное стремление производить элементы всё меньших размеров 

 
2 При θ → 0 коэффициент отражения для всех материалов стремится к 1 и близок к ней (например 

1 >R > 0,5) при 0 < θ < θc. Угол θc называют критическим или углом полного внешнего отражения. 

Величина θc быстро падает при увеличении энергии фотонов и, как видно из рисунка 1, 

существенно зависит от материала, возрастая с увеличением порядкового номера элемента. 

https://www.cxro.lbl.gov/
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актуализирует применение в промышленной электронике все более коротких длин 

волн, которые сейчас достигли 13 нм [5-7], обсуждается длина волны 6.7 нм [8]. Из-

за большого поглощения маски, работающие на просвет, в этом диапазоне 

проблематичны. В то же время известно, что изображения с хорошим разрешением 

получают с помощью оптики нормального падения, в которой образцы освещаются 

под прямым углом к поверхности. Это приводит к использованию отражающих 

масок с многослойным покрытием [9]. Однако, и в этом случае коэффициент 

отражения при нормальном падении резко падает при уменьшении длины волны 

[10] и возникает вопрос о скользящем падении [11]. 

Выбор, связанный с получением изображений именно при отражении от 

образца под малыми углами, обусловлен двумя факторами. Во-первых, в указанном 

диапазоне энергий для многих материалов глубина проникновения L (см. рисунок 

2) излучения составляет порядка 10 мкм или даже меньше, а значит получать 

изображения с помощью просвечивающей микроскопии образцов с толщиной 

T>30 мкм3 становится едва ли возможным. При этом изготовление более тонких 

образцов требует специальных усилий. Во-вторых, коэффициент отражения 

материалов R при нормальном падении (отражательная способность) быстро 

спадает в сторону высоких энергий (см. рисунок 3), оставаясь, однако, близким к 1 

при достаточно малых углах скольжения (см. рисунок 1). 

Анализ графиков на рисунках 2 и 3 показывает, что для каждого материала 

существует выделенный диапазон энергий, определяемый c одной стороны 

отражательной способностью R, а с другой –допустимой толщиной образца T и 

потерями в нём на поглощение. Действительно, для рассмотренных материалов и 

объектов толщиной T не менее 30 мкм этот диапазон лежит в области десятки эВ – 

десятки кэВ. В нём рентгеновская микроскопия возможна только в режиме 

отражения под углами скольжения θ меньшими критического угла полного 

 
3 При глубине проникновения L через образец толщиной T=3L проходит лишь 𝑒−3 ≈ 5% 

падающего излучения. 
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Рисунок 2. Глубина проникновения L в зависимости от энергии кванта для различных 

материалов. Данные для рисунка взяты с сайта: https://www.cxro.lbl.gov/. 

 

 

Рисунок 3. Отражательная способность R в зависимости от энергии кванта. Данные для 

рисунка взяты с сайта: https://www.cxro.lbl.gov/. 

https://www.cxro.lbl.gov/
https://www.cxro.lbl.gov/
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внешнего отражения θc 
4. Верхняя граница этого диапазона энергий определяется 

пропусканием (толщиной и длиной пробега фотона) образца, а нижняя – 

отражательной способностью материала. Сказанное иллюстрируется рисунком 4, 

объединяющим рисунки 2 и 3.  

Таким образом, если говорить о микроскопии, в области энергий, где 

исследования при нормальном падении (на отражение и пропускание) не доступны 

или малоинформативны, там возможна малоугловая отражательная рентгеновская 

микроскопия. Соответствующие области энергий указаны в таблице 1. 

 

Таблица 1. Типы рентгеновской микроскопии в зависимости от диапазона энергии. 1 – 

Отражательная (θ >> θc), 2 – малоугловая (θ < θc) отражательная, 3 - Просвечивающая (T > 30 

мкм), малоугловая (θ < θc) отражательная (для поверхности). T=3L - толщина образца, L - длина 

пробега фотона в материале.  

 

                                РЕНТГЕНОВСКАЯ МИКРОСКОПИЯ 

в мягком и жёстком диапазонах: 20эВ<E<30кэВ 

  

Отражательная 

(θ>>θc) 

 

Малоугловая (θ < θc) 

отражательная 

Просвечивающая (T>30μ), 

Малоугловая (θ < θc) 

отражательная (для 

поверхности) 

C E< 25 эВ     25 эВ <E< 2 кэВ E> 2 кэВ 

Si E< 20 эВ     20 эВ <E< 4 кэВ E> 4 кэВ  

Pt E< 30 эВ     30 эВ <E< 30 кэВ E> 30 кэВ 

Mo E< 30 эВ     30 эВ <E< 10 кэВ E> 10 кэВ 

 

4 Угол полного внешнего отражения по определению [4] 𝜃с = √2𝛿, где 𝛿 – 

безразмерный коэффициент, входящий в выражение для комплексного показателя 

преломления 𝑛 = 1 − 𝛿 + 𝑖𝛽. 
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Рисунок 4. График глубины проникновения L и коэффициента отражения R в 

зависимости от энергии кванта. Кружками отмечены коэффициенты отражения известных 

многослойных зеркал для соответствующих энергий.5 Данные для рисунка взяты с сайта: 

https://www.cxro.lbl.gov/. 

 
5 Данные приведены в таблице в Приложении 1. 

https://www.cxro.lbl.gov/
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Также можно рассмотреть вариант получения изображения образца, 

расположенного на специально подобранном для данной длины волны 

многослойном зеркале. Достигнутые к настоящему времени коэффициенты 

отражения многослойных зеркал при нормальном падении показаны кружками на 

рисунке 4. В этом случае коэффициент отражения R может быть больше 10% 

вплоть до энергии кванта ≈300 эВ (см. рисунок 4). Однако, и в этом случае, как 

видно из рисунка 4, существует диапазон энергии (от нескольких сотен до 

нескольких тысяч эВ), в котором рентгеновская микроскопия возможна только в 

режиме отражения под углами скольжения θ меньшими критического θc. 

Таким образом, отражательная и поглощающая способность веществ, а также 

достижение в последние годы многослойной оптикой фундаментальных 

ограничений6 определяют область спектра (указана на рисунке 4), где 

рентгеновские исследования образцов толщиной свыше 30 мкм и их поверхностей 

возможны только при наклонном падении зондирующего излучения. С учётом 

научного и практического значения рентгеновских методов это обстоятельство и 

определило актуальность темы диссертации, сформулированной в названии. 

 

Современное состояние темы исследования 

 

Исследования, связанные с получением рентгеновских изображений под 

наклонными и скользящими углами, начались на рубеже двухтысячных годов. 

Рассмотрим примеры применения изображающих методов исследования 

материалов и поверхностных структур под малыми углами скольжения. 

Схемы двух показательных экспериментов представлены на рисунках 5 (а) и 

6. 

 
6 Связанных с толщиной слоёв и неидеальностью границ раздела между ними. 
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В работе [2] использовалась следующая установка (см. рисунок 5 (а)), 

которая рассматривалась как рентгеновский микроскоп, работающий на отражении 

при скользящих углах (grazing incidence reflection-type X-ray microscope). Мягкое 

рентгеновское излучение с длиной волны 13,9 нм отражается от вогнутого зеркала 

(CM) и освещает образец (S), после чего проходит через зонную пластинку 

Френеля (FZP), фильтр (F) и падает на детектор (X-ray CCD). Источником 

излучения служил плазменный рентгеновский лазер на основе серебра [12]. 

Образцом в данном эксперименте была платиновая пластинка, на поверхности 

которой был нанесен рельефный рисунок в виде равноотстоящих полос (см. рис. 5 

(б)). 

 

 

 

(б) 

(а) 
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Рисунок 5. (а) Оптическая схема рентгеновского микроскопа, работающего на 

скользящем отражении от образца. (б) Изображения периодического образца - платиновой 

пленки, нанесенной с помощью сфокусированного ионного пучка на кремниевую подложку, 

затем на данной пленке с помощью ножа сделали засечки. Слева изображение получено с 

помощью рентгеновского микроскопа, схема которого представлена выше на рисунке 5 а), справа 

– с помощью сканирующего электронного микроскопа. (в) Пропись интенсивности вдоль 

зеленой прямой на рисунке 5б). Изображения взяты из работы [2]. 

 

На рисунке 5 (б) слева – изображение, полученное с помощью данного 

рентгеновского микроскопа, справа – с помощью сканирующего электронного 

микроскопа. 

На рисунке 5 (в) представлена интенсивность излучения, соответствующая 

вертикальной прямой зеленого цвета на рисунок 5 б). С помощью этого графика 

определялось разрешение полученного изображения методом 10% - 90% [13]. 

Максимальный коэффициент увеличения этой установки составил 79 раз. И 

разрешением по одной оси – 280 нм, по другой – 730. Угол скольжения к 

поверхности образца составлял 𝜃 = 22,5°.  

В другой работе [3] изучались процессы, индуцированные синхротронным 

излучением на границе вода-кальцит (см. рисунок 6).  

(в) 



13 
 

 
 

 

Рисунок 6. Оптическая схема рентгеновского отражательного микроскопа, работающего 

при скользящих углах падения. Изображение заимствовано из работы [3]. 

 

Пространственное разрешение этого микроскопа составляет до 100 нм. 

Энергия излучения в этом эксперименте составляла 10 кЭв, угол скольжения 

𝜃 = 11,8°. 

В обоих экспериментах (рисунки 5 и 6) авторы вынуждены обратиться к 

наклонному и скользящему падению из-за низкой отражательной способности 

образцов. Однако, последовательная теория для моделирования результатов 

измерений в подобных   случаях отсутствует. 

В книге известного специалиста по рентгеновской микроскопии К. Якобсена 

также ставится вопрос получения изображений на отражении под скользящими 

углами от поверхности образца [4]. Теоретическим вопросам посвящены работы 

[14-18]. Вероятно, впервые дифракционный интеграл специального вида в 

оптических системах с наклонными поверхностями был применён в работе И.А. 

Щёлокова и Ю.А. Басова [14]. В работе [15] используются методы геометрической 

оптики без учёта дифракции и фазовых эффектов. В работах [16,17] 

рассматривается решение скалярного уравнения Гельмгольца с наклонным 

граничным условием, однако, в отсутствие оптических элементов или систем. Для 

того, чтобы включить их в рассмотрение, был использован более простой (и 
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естественно приближённый) дифракционный интеграл.  Он получен в совместной 

работе учёных ИЗМИРАН и ФИАН – Артюковым И.А., Виноградовым А.В. и 

Поповым Н.Л. в 2009 году [18], как решение параболического волнового уравнения 

с наклонным граничным условием. Этот дифракционный интеграл и послужил 

отправной точкой для моделирования оптических систем с наклонными объектами 

в данной работе, в дальнейшем он будет упоминаться как АВП-интеграл 

(названный по первым буквам фамилий указанных авторов). 

 

Цели и задачи 
 

Целью данной диссертационной работы является разработка теории 

оптических преобразований при наклонном освещении объектов и разработка 

методов моделирования изображающих оптических систем в такой геометрии. 

Для достижения этой цели в рамках диссертационной работы решались 

следующие задачи: 

1. Получение интегральных преобразований амплитуды поля при 

прохождении излучения в изображающих оптических системах, 

содержащих наклонные объекты. 

2. Использование полученных преобразований для моделирования 

оптических схем в геометриях увеличения и уменьшения для задач 

микроскопии и литографии мягкого рентгеновского диапазона. 

3. Определение в упомянутых системах разрешения и поля зрения для 

разных числовых апертур. 

 

Научная новизна 
 

1. В параболическом приближении получены формулы оптического 

преобразования для тонкой линзы, связывающего поля в плоскостях объекта 

и детектора, при наклонном положении объекта и детектора. 
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2. С помощью этих преобразований разработан метод анализа и моделирования 

волновых процессов в оптических схемах рентгеновской микроскопии и 

литографии при наклонном и скользящем освещении объекта, что позволяет 

выйти за рабочий диапазон применения многослойной рентгеновской оптики 

нормального падения. 

 

Практическая значимость работы 
 

 

Предложенные и использованные в работе методы анализа эффективности и 

моделирования оптических схем могут найти применение при разработке схем 

печати и получения изображений в коротковолновом диапазоне спектра: сотни – 

тысячи электронвольт, где целесообразно или необходимо наклонное освещение 

объектов и литографических масок. 

Благодаря свойствам параболического уравнения (простота, сохранение 

энергии, применимость к задачам взаимодействия рентгеновского излучения с 

веществом и пр.), а также удобству его численной реализации, предложенный в 

диссертации подход допускает обобщения на различные практические задачи 

рентгеновской и ультрафиолетовой оптики. В частности, его можно использовать 

для моделирования многокомпонентных рентгеновских систем с дифракционными 

и преломляющими оптическими элементами. 

                Результаты расчётов дифракции на объектах, расположенных на 

наклонной плоскости, также могут быть использованы в работах по рентгеновским 

линзовым и безлинзовым способам контроля сверхгладких поверхностей, микро- и 

наноструктур, а также интегральных схем. 
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Методология и методы исследования 

 

Диссертационная работа выполнена в квазиоптическом приближении с 

использованием параболического волнового уравнения (ПВУ). Впервые ПВУ было 

опубликовано в работе М. А. Леонтовича и В. А. Фока «Решение задачи о 

распространении электромагнитных волн вдоль поверхности земли по методу 

параболического уравнения» в ЖЭТФ в 1946 г. [19,20]. ПВУ можно вывести из 

скалярного уравнения Гельмгольца, осуществляя параболическое приближение.  

Решением ПВУ с граничным условием в плоскости перпендикулярной 

вектору �⃗�  распространения излучения является хорошо известный интеграл 

Френеля. Этот дифракционный интеграл и его обобщение на случай ПВУ с 

наклонным относительно вектора �⃗�  граничным условием, – АВП-интеграл [18] 

составляют основу для расчетов в данной работе. 

 

Положения, выносимые на защиту 

 

1. Применение дифракционного АВП - интеграла расширяет использование 

теории оптических преобразований на случай наклонного расположения 

объекта и детектора для диапазонов волн, ранее не используемых в 

практике рентгеновской микроскопии и литографии. 

2. Волновые эффекты, связанные с наклонным положением объекта при 

формировании его изображения в сопряженной плоскости, представляются 

в виде поправки к выражению, соответствующему геометрической оптике. 

3. Применение параболического уравнения с граничным условием, заданным 

на наклонной плоскости, является эффективным методом анализа 

работоспособности, моделирования и исследования характеристик систем 

отражательной рентгеновской микроскопии в диапазоне 0.1 - 50 нм и 

литографии при больших углах наклона к оптической оси. 
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Степень достоверности и апробация результатов 

 

Высокая степень достоверности приведенных в работе результатов 

подтверждается использованием различных аналитических и численных методов, 

представлением и обсуждением результатов на многочисленных научных 

конференциях и семинарах. 

Основные результаты диссертации докладывались на ежегодных 

Международных конференциях по фотонике и информационной оптике (МИФИ, 

Москва, 28 - 30 января 2015, 3 - 5 февраля 2016, 1 - 3 февраля 2017, 24 - 26 января 

2018), Седьмом международном научном семинаре и Пятой международной 

молодежной научной школе-семинаре "Современные методы анализа 

дифракционных данных и актуальные проблемы рентгеновской оптики", (Великий 

Новгород, 24-29 августа 2015),  Международной конференции по рентгеновским 

лазерам (ICXRL 2020, Швейцария, 8 - 10 декабря 2020, онлайн), XXVII 

Международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых 

«Ломоносов», МГУ, 10 - 27 ноября 2020, на объединенной конференции 

«Электроннолучевые технологии и рентгеновская оптика в микроэлектронике» - 

КЭЛТ-2021 (Черноголовка, 13-17 сентября 2021), а также на научных семинарах 

сектора теоретической радиофизики ОКРФ Физического института РАН. 

 

Публикации 

 

Основные результаты работы изложены в 6 публикациях (в том числе 3-х 

статьях) в рецензируемых научных изданиях, входящих в базу данных Web of 

Science и в 6 тезисов докладов в сборниках трудов конференций, ссылки на которые 

приведены в разделе «Список публикаций по теме диссертации». 
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Личный вклад автора 

 

Все изложенные в диссертации результаты получены лично автором, либо 

при его непосредственном участии. 
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Глава 1. Обзор литературы 

 

1.1. Вывод параболического волнового уравнения (ПВУ) из 

уравнения Гельмгольца и условия применения параксиального 

приближения 

 

Рассмотрим волновое уравнение для напряженности электромагнитного 

поля ℇ⃗⃗  в пустом пространстве: 

которое следует из уравнений Максвелла [21-23]. В том случае, когда речь идет о 

монохроматическом излучении, в результате замены: 

 

получается уравнение Гельмгольца [24]: 

где �⃗� = �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) – амплитуда напряженности электромагнитного поля, 𝑘 -

волновое число, 𝑘 =
𝜔

𝑐
=

2𝜋

𝜆
. Если имеется выделенное направление, вдоль 

которого напряженность поля сильно больше, чем в перпендикулярных к нему 

направлениях, то применимо скалярное приближение: 

где 𝐸 ≈ |�⃗� | – компонента напряженности электромагнитного поля, вдоль этого 

направления7. Например, скалярное приближение выполнено в слабо 

расходящихся пучках лазерного излучения (см. рисунок 7). 

 
7 Также скалярное уравнение (4) справедливо, например, для компонент вектора                      

�⃗� = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧). 

(∆ −
1

с2
𝜕2

𝜕𝑡2
) ℇ⃗⃗ = 0, 

 (1) 

ℇ⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒−𝑖𝜔𝑡 ,  (2) 

(∆ + 𝑘2)�⃗� = 0,  (3) 

(∆ + 𝑘2)𝐸 = 0,  (4) 



20 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 7. Схематичное изображение электромагнитного поля излучения, распространяющегося 

вдоль оси z с волновым числом |�⃗� | и малым углом отклонения 𝜃 от оси z. 

 

Выведем теперь ПВУ и условие его применимости из ур-я (4), для этого 

представим 𝐸 в виде:  

𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒𝑖𝑘𝑧, (5) 

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) – медленное поле излучения. 

Запишем лапласиан ∆ в виде суммы продольной 𝜕𝑧
2 и поперечной ∆⊥ 

компоненты: 

∆= ∆⊥ + 𝜕𝑧
2,          ∆⊥= 𝜕𝑥

2 + 𝜕𝑦
2 (6) 

Поскольку справедливы следующие равенства: 

∆⊥[𝑢𝑒
𝑖𝑘𝑧] = 𝑒𝑖𝑘𝑧∆⊥𝑢, (7) 

 

𝜕𝑧
2[𝑢𝑒𝑖𝑘𝑧] = 𝑒𝑖𝑘𝑧[𝜕𝑧

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧 − 𝑘
2]𝑢, (8) 

𝑥 

𝑧 

𝜃 

�⃗�  
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то подставляя (5) в (4) и учитывая (6) – (8) получим: 

(∆ + 𝑘2)𝐸 = (∆⊥ + 𝜕𝑧
2 + 𝑘2)[𝑢𝑒𝑖𝑘𝑧] = 𝑒𝑖𝑘𝑧(∆⊥ + 𝜕𝑧

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢 = 0. (9) 

Таким образом, уравнение (4) с учетом замены (5) эквивалентно 

следующему: 

(∆⊥ + 𝜕𝑧
2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢 = 0 (10) 

Если пренебречь в (10) членом 𝜕𝑧
2𝑢, т.е. считать, что выполняется условие 

параксиального приближения:  

|𝜕𝑧
2𝑢| ≪ 2𝑘|𝜕𝑧𝑢|,   (11) 

то получится параболическое волновое уравнение (ПВУ) Фока-Леонтовича  

[19,20,25,26]: 

[∆⊥ + 2𝑖𝑘𝜕𝑧]𝑢 = 0   (12) 

Уравнение (12) при ∆⊥= 𝜕𝑥
2 + 𝜕𝑦

2 будем называть 3-х мерным ПВУ, а при ∆⊥=

𝜕𝑥
2 – двумерным.  

Дальнейшие вычисления будут проводиться в рамках параболического 

приближения с помощью уравнения (12). 

 

1.2. Решение ПВУ с граничным условием, заданным на 

вертикальной плоскости 

 

Рассмотрим двумерную задачу в параксиальном приближении: излучение 

распространяется вдоль оси z, граничное условие 𝑢0(𝑥, 𝑦) задано в плоскости 𝑥𝑦 

(см. рисунок 8).  

Эта задача описывается следующим дифференциальным уравнением с 

граничным условием: 
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Рисунок 8. Случай ортогонального расположения граничного условия к направлению 

распространения поля �⃗� . 

 

Решим уравнение (13), для этого применим двумерное преобразование 

Фурье: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∬ ℱ{𝑓}(𝑝, 𝑞)𝑒𝑖𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

 

(14) 

 

ℱ{𝑓}(𝑝, 𝑞) =
1

(2𝜋)2
∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖𝑝𝑥−𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

+∞

−∞

 

(15) 

{
(𝜕𝑥

2 + 𝜕𝑦
2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,    𝑧 > 0

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑧=0 = 𝑢0(𝑥, 𝑦)
 

(13) 

𝑥 

�⃗�  

𝑦 

𝑧 

𝑢0(𝑥, 𝑦) 
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В результате применения преобразования Фурье по координатам 𝑥 и 𝑦 к 

(13) получится следующее ур-е: 

{
(−𝑝2 − 𝑞2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)ℱ{𝑢}(𝑝, 𝑞, 𝑧) = 0,    𝑧 > 0

ℱ{𝑢}(𝑝, 𝑞, 𝑧)|𝑧=0 = ℱ{𝑢0}(𝑝, 𝑞)
 

(16) 

Решением ур-я (16) является:  

ℱ{𝑢}(𝑝, 𝑞, 𝑧) = ℱ{𝑢0}(𝑝, 𝑞)𝑒
−𝑖
𝑝2+𝑞2

2𝑘
𝑧
 

(17) 

Чтобы найти 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) достаточно применить к (17) обратное 

преобразование Фурье (14): 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ ℱ{𝑢0}(𝑝, 𝑞)𝑒
𝑖𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦−𝑖

𝑝2+𝑞2

2𝑘
𝑧𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

 

(18) 

После подстановки  

ℱ{𝑢0}(𝑝, 𝑞) =
1

(2𝜋)2
∬ 𝑢0(𝑥′, 𝑦′)𝑒

−𝑖𝑝𝑥′−𝑖𝑞𝑦′𝑑𝑥′𝑑𝑦′

+∞

−∞

 

(19) 

в (18), перегруппировки множителей и изменения порядка интегрирования 

выражение (18) можно привести к виду: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ 𝑢0(𝑥
′, 𝑦′)𝐺в

(2)
(𝑥 − 𝑥′, 𝑧)𝐺в

(2)
(𝑦 − 𝑦′, 𝑧)𝑑𝑥′𝑑𝑦′

+∞

−∞

, 
(20) 

где 

𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

2𝜋
∫ 𝑒

𝑝2

2𝑖𝑘
𝑤+𝑖𝑝𝑣𝑑𝑝

+∞

−∞

 

(21) 

В Приложении 2а) приведено вычисление интеграла (21): 
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𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) = √

𝑘

2𝜋𝑖𝑤
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤  

(22) 

В итоге подставляя (22) в (20) окончательно получим: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∬ 𝑢0(𝑥

′, 𝑦′)𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2+(𝑦−𝑦′)2

𝑧 𝑑𝑥′𝑑𝑦′

+∞

−∞

 

(23) 

Последний интеграл называется интегралом Френеля, он позволяет найти 

поле 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) в полупространстве 𝑧 > 0 если при 𝑧 = 0 задано граничное условие 

для поля  𝑢0(𝑥
′, 𝑦′). 

Амплитуда напряженности поля 𝐸 в этом случае согласно (5) и (18) равна: 

𝐸1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ ℱ{𝐸0}(𝑝, 𝑞)𝑒
𝑖𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦+𝑖𝑘𝑧−𝑖

𝑝2+𝑞2

2𝑘
𝑧𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

, 
(24) 

где 𝐸0 = 𝑢0 (так как согласно (5) при 𝑧 = 0  𝐸 = 𝑢).  

Для того чтобы получить условие применимости интеграла Френеля (23), 

полученного как решение параболического ур-я (10), являющегося в свою очередь 

параксиальным приближением скалярного уравнения Гельмгольца (4), можно 

сравнить (23) с решением ур-я (4). 

Решением скалярного ур-я Гельмгольца (4) с граничным условием на 

вертикальной плоскости 

является: 

𝐸2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ ℱ{𝐸0}(𝑝, 𝑞)𝑒
𝑖𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦+𝑖√𝑘2−𝑝2−𝑞2𝑧𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

, 
(26) 

(см., например, [24]). 

{
(∆ + 𝑘2)𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,    𝑧 > 0

𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑧=0 = 𝐸0(𝑥, 𝑦)
 

(25) 



25 
 

 
 

Сравним теперь выражения (24) и (26). Выражение (26) является 

монохроматическим волновым пакетом, т.е. объединением плоских волн вида 𝑒𝑖�⃗� 𝑟 , 

где �⃗� = (𝑝, 𝑞, √𝑘2 − 𝑝2 − 𝑞2), |�⃗� | = 𝑘, 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧). Поскольку  𝑘 cos 𝜃 = �⃗� 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ =

√𝑘2 − 𝑝2 − 𝑞2, где 𝜃 – угол между вектором �⃗�  и осью 𝑧 (см. рисунок 7), то тогда: 

sin 𝜃 =
√𝑝2 + 𝑞2

𝑘
. 

(27) 

Так как в рассматриваемой задаче излучение распространяется вдоль оси 𝑧 с 

небольшими отклонениями, то 𝜃 ≪ 1, sin 𝜃 ≪ 1 и, с учетом (27)  
𝑝2+𝑞2

𝑘2
≪ 1, тогда 

корень, стоящий в экспоненте формулы (26), можно разложить следующим 

образом: 

√𝑘2 − 𝑝2 − 𝑞2 = 𝑘 −
𝑝2 + 𝑞2

2𝑘
−
1

8

(𝑝2 + 𝑞2)2

𝑘3
+⋯ 

(28) 

Выражения (24) и (26) отличаются лишь показателями экспонент, условием 

того, что данные показатели отличаются на величину, не сильно влияющую на 

подынтегральные выражения с учетом (16), является: 

1

8

(𝑝2 + 𝑞2)2

𝑘3
𝑧 ≪ 1 

(29) 

Используя (27), это условие можно переписать в виде:  

𝑧𝑚𝑎𝑥 ≪
4

𝜋

𝜆

sin4 𝜃
, 

(30) 

где 𝜆 =
2𝜋

𝑘
 – длина волны, 𝑧𝑚𝑎𝑥 – максимальное расстояние вдоль оси 𝑧, при 

котором применима формула Френеля (23).  

По формуле (30) зная угол расходимости излучения 𝜃 и длину волны 𝜆, 

можно оценить максимальное расстояние 𝑧𝑚𝑎𝑥 области применимости 

параболического приближения. 
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1.3. Решение ПВУ с граничным условием, заданным на 

горизонтальной плоскости 

 

Рассмотрим теперь такую двумерную задачу, тоже в параксиальном 

приближении: излучение распространяется вдоль оси 𝑧, граничное условие 𝑢0(𝑦, 𝑧) 

в плоскости 𝑦𝑧 (рисунок 9).  

 

 

 

 

 

 

 

  

Рисунок 9. Случай параллельного расположения граничного условия к направлению 

распространения поля �⃗� . 

 

Эта задача описывается следующим дифференциальным уравнением с 

граничным условием: 

Решим уравнение (31), для этого применим преобразование Фурье по 

координатам 𝑥 и 𝑦: 

{
(𝜕𝑥

2 + 𝜕𝑦
2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,    𝑥 > 0

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥=0 = 𝑢0(𝑦, 𝑧)
 

(31) 

𝑥 

�⃗�  

𝑦 

𝑧 

𝑢0(𝑦, 𝑧) 
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ 𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞)𝑒𝑖𝑝𝑦+𝑖𝑞𝑧𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

 

(32) 

 

𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) =
1

(2𝜋)2
∬ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒−𝑖𝑝𝑦−𝑖𝑞𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧

+∞

−∞

 

(33) 

Если обозначить 𝑈(𝑥 = 0, 𝑝, 𝑞) = 𝑈0(𝑝, 𝑞), тогда при 𝑧 = 0 выражение (33) 

примет вид: 

𝑈0(𝑝, 𝑞) =
1

(2𝜋)2
∬ 𝑢0(𝑦, 𝑧)𝑒

−𝑖𝑝𝑦−𝑖𝑞𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧

+∞

−∞

 

(34) 

В результате применения преобразования Фурье к (31) получится следующее 

уравнение: 

{
(𝜕𝑥

2 − 𝑝2 − 2𝑞𝑘)𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) = 0,    𝑥 > 0

𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞)|𝑥=0 = 𝑈0(𝑝, 𝑞)
 

(35) 

Общим решением дифференциального уравнения (35) является:  

𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) = 𝐶1(𝑝, 𝑞)𝑒
√𝑝2+2𝑞𝑘𝑥 + 𝐶2(𝑝, 𝑞)𝑒

−√𝑝2+2𝑞𝑘𝑥 (36) 

Рассмотрим два случая – 𝑝2 + 2𝑞𝑘 > 0 и 𝑝2 + 2𝑞𝑘 < 0. 

1) 𝑝2 + 2𝑞𝑘 > 0.  Если 𝐶1(𝑝, 𝑞) ≠ 0, то как видно из (36)  𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) → ∞ при 

𝑥 → ∞,  чего не должно быть по физическим причинам в рассматриваемой задаче, 

поэтому 𝐶1(𝑝, 𝑞) = 0 при 𝑝2 + 2𝑞𝑘 > 0. 

2) 𝑝2 + 2𝑞𝑘 < 0. В этом случае 𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) можно переписать таким образом:            

𝑈(𝑥, 𝑝) = 𝐶1(𝑝)𝑒
𝑖√−(𝑝2+2𝑞𝑘)𝑥 + 𝐶2(𝑝)𝑒

−𝑖√−(𝑝2+2𝑞𝑘)𝑥, (37) 



28 
 

 
 

где первое слагаемое отвечает волне, движущейся по направлению вдоль оси x, а 

второе – волне, идущей в противоположном направлении8. Поскольку в данной 

задаче есть только те волны, которые движутся вдоль положительного направления 

оси x, то значит 𝐶2(𝑝, 𝑞) = 0 при 𝑝2 + 2𝑞𝑘 < 0.  

Таким образом: 

𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) = {
𝐶2(𝑝)𝑒

−√𝑝2+2𝑞𝑘𝑥,         𝑝2 + 2𝑞𝑘 > 0

𝐶1(𝑝)𝑒
𝑖√−(𝑝2+2𝑞𝑘)𝑥,      𝑝2 + 2𝑞𝑘 < 0

 
(38) 

Что можно переписать более кратко: 

𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) = 𝐶(𝑝, 𝑞)𝑒𝑖√−𝑝
2−2𝑞𝑘𝑥, (39) 

где используется положительная ветвь комплексного корня. Учитывая граничное 

условие (35): 

𝑈(𝑥, 𝑝, 𝑞) = 𝑈0(𝑝, 𝑞)𝑒
𝑖√−𝑝2−2𝑞𝑘𝑥 (40) 

Применим к (40) обратное преобразование Фурье (32) и подставим 𝑈0(𝑝, 𝑞) 

в виде (34), тогда: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ {
1

(2𝜋)2
∬ 𝑢0(𝑦′, 𝑧′)𝑒

−𝑖𝑝𝑦′−𝑖𝑞𝑧′𝑑𝑦′𝑑𝑧′

+∞

−∞

}𝑒𝑖√−𝑝
2−2𝑞𝑘𝑥+𝑖𝑝𝑦+𝑖𝑞𝑧𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

 

(41) 

После перегруппировки множителей и изменения порядка интегрирования 

выражение (41) можно привести к виду: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∬ 𝑢0(𝑦
′, 𝑧′)𝐺г

(3)(𝑥, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′)𝑑𝑦′𝑑𝑧′
+∞

−∞

,     где 
(42) 

 

 
8 Поскольку при вычислении напряженности электромагнитного поля ℇ⃗⃗  в итоге происходит 

умножения на 𝑒−𝑖𝜔𝑡 (см. (2) и (5)). Плоская волна 𝑒𝑖(𝑔𝑥−𝜔𝑡) движется вдоль оси 𝑥 при  𝑔 > 0 и в 

обратную сторону если  𝑔 < 0. 
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𝐺г
(3)
(𝑥, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′) =

1

(2𝜋)2
∬ 𝑒𝑖𝑝(𝑦−𝑦

′)+𝑖𝑞(𝑧−𝑧′)+𝑖√−𝑝2−2𝑞𝑘𝑥𝑑𝑝𝑑𝑞

+∞

−∞

 

(43) 

В последнем выражении сделаем замену: 

𝑞 = 𝑟 −
𝑝2

2𝑘
 

(44) 

и перейдем от интегрирования по 𝑝 и 𝑞 к интегрированию по 𝑝 и 𝑟: 

𝐺г
(3)
=

1

(2𝜋)2
∬ 𝑒

𝑖𝑝(𝑦−𝑦′)+𝑖(𝑟−
𝑝2

2𝑘
)(𝑧−𝑧′)+𝑖√−2𝑘𝑟𝑥

𝑑𝑝𝑑𝑟

+∞

−∞

. 
(45) 

Теперь можно разделить переменные интегрирования: 

𝐺г
(3)(𝑥, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′) = 𝐺г

(2)(𝑥, 𝑧 − 𝑧′) ∙ 𝐺в
(2)(𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′), (46) 

где 

𝐺г
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑟𝑤+𝑖√−2𝑘𝑟𝑣𝑑𝑟

+∞

−∞

, 
(47) 

а выражение для 𝐺в
(2)

(𝑣,𝑤) определено выше (21-22). 

В Приложении 2б) приведено вычисление интеграла (47): 

𝐺г
(2)(𝑥, 𝑧 − 𝑧′) =

{
 

 
√
𝑘

2𝜋𝑖
𝑥

𝑒
𝑖𝑘
2
∙
𝑥2

𝑧−𝑧′

(𝑧 − 𝑧′)3/2
,       𝑧 > 𝑧′

0,       𝑧 < 𝑧′

 

(48) 

В итоге подставляя (48) и (22) в (46) и (42) окончательно получим: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑘

2𝜋𝑖
𝑥 ∫ 𝑑𝑦′ ∫𝑑𝑧′

𝑧

−∞

𝑢0(𝑦
′, 𝑧′)

𝑒
𝑖𝑘
2
∙
𝑥2+(𝑦−𝑦′)2

𝑧−𝑧′

(𝑧 − 𝑧′)2

+∞

−∞

 

(49) 
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Данный результат можно найти, например, в [27,28], с заменой 

коэффициента теплопроводности на соответствующую мнимую величину 

(поскольку именно этим отличается ПВУ от уравнения теплопроводности). 

Формула (49) дает возможность найти поле 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) в полупространстве 𝑥 >

0 (см. рисунок 9) если при 𝑥 = 0 задано граничное условие для поля  𝑢0(𝑦
′, 𝑧′). В 

следующем параграфе с помощью выражения (49) будет получена модификация 

дифракционного интеграла Френеля, распространяющая теорию оптических 

преобразований на случай наклонного освещения объектов. 

 

1.4. Решение ПВУ с граничным условием, заданным на наклонной 

плоскости 

 

Рассмотрим следующую задачу, тоже в параксиальном приближении: 

излучение распространяется вдоль оси z, граничное условие 𝑢0(𝑠, 𝑦) задано в 

плоскости 𝑠𝑦, прямая 𝑠 задается уравнением 𝑥 + 𝑧 tg 𝜃 = 0 (рисунок 10). На этой 

прямой x и z связаны с s таким образом: 

Рисунок 10. Случай наклонного расположения граничного условия к направлению 

распространения поля �⃗� . 

{
𝑥 = 𝑠 sin 𝜃
𝑧 = −𝑠 cos 𝜃

   

 

 

 

 

 

           

(50) 

𝑥 

�⃗�  

𝑦 

𝑧 

𝑢0(𝑦, 𝑠) 

𝑠 

𝜃 
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Данная задача описывается следующим дифференциальным уравнением с 

граничным условием: 

 

С помощью следующей замены перейдем от переменных 𝑥, 𝑦 и 𝑧 к 𝜉, 𝑦 и 𝜂: 

Тогда частные производные 𝜕𝑥 и 𝜕𝑧 можно выразить через 𝜕𝜉 и 𝜕𝜂 так:  

Осуществим также следующую замену: 

при этом 𝑥 и 𝑧 связаны с 𝜉 и 𝜂 соотношениями (52). Учитывая вторые равенства 

(50) и (52): 

Таким образом, подставляя (53) и (54) в (51), получается уравнение: 

После преобразования выражения, стоящего в скобках уравнения (56): 

 

{
(𝜕𝑥

2 + 𝜕𝑦
2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,      𝑥 + 𝑧 tg 𝜃 > 0

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)| 𝑥=𝑠 sin𝜃
𝑧=−𝑠 cos𝜃

= 𝑢0(𝑦, 𝑠)
 

(51) 

{
𝜉 = 𝑥 + 𝑧 tg 𝜃

𝜂 = 𝑧
             

(52) 

{
𝜕𝑥 = 𝜕𝜉

𝜕𝑧 = tg 𝜃 𝜕𝜉 + 𝜕𝜂
 

(53) 

𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂) = 𝑢(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦, 𝑧(𝜉, 𝜂)),       𝑣0(𝑦, 𝜂) = 𝑢0(𝑦, 𝑠(𝜂)) (54) 

𝑠(𝜂) = −
𝑧(𝜂)

cos 𝜃
= −

𝜂

cos 𝜃
 

(55) 

{
(𝜕𝜉

2 + 𝜕𝑦
2 + 2𝑖𝑘(tg 𝜃 𝜕𝜉 + 𝜕𝜂)) 𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂) = 0,     𝜉 > 0

𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂)|𝜉=0 = 𝑣0(𝑦, 𝜂)
 

(56) 

{
((𝜕𝜉 + 𝑖𝑘 tg 𝜃)

2
+ 𝜕𝑦

2 + 2𝑖𝑘 (𝜕𝜂 − 𝑖
𝑘

2
tg2 𝜃))𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂) = 0

𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂)|𝜉=0 = 𝑣0(𝑦, 𝜂)

 

(57) 
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Рассмотрим следующую замену: 

Подставляя выражение (58) в уравнение (57), придем к системе, решение которой 

уже известно из предыдущего параграфа 1.3: 

 

 

 

что следует из (58) и второго равенства (57). 

Решением данной системы является (49), в соответствующих обозначениях: 

𝑤(𝜉, 𝑦, 𝜂) =
𝑘

2𝜋𝑖
𝜉 ∫ 𝑑𝑦′ ∫𝑑𝜂′

𝜂

−∞

𝑤0(𝑦
′, 𝜂′)

𝑒
𝑖𝑘
2
∙
𝜉2+(𝑦−𝑦′)2

𝜂−𝜂′

(𝜂 − 𝜂′)2

+∞

−∞

 

(61) 

Перейдем обратно от 𝑤(𝜉, 𝜂) и 𝑤0(𝑦′, 𝜂′) к 𝑣(𝜉, 𝜂) и 𝑣0(𝑦′, 𝜂′) с помощью (58) и 

(60):  

Учитывая, что можно преобразовать выражение в скобках, выделив полный 

квадрат, выражение (62) примет вид: 

В итоге после подстановки 𝜉 и 𝜂 в виде (52), выражения для 𝑣0(𝑦
′, 𝜂′) в виде 

(54), (55) и  𝜂′ = −𝑠 cos 𝜃 окончательно получим [18,29-31]: 

𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂) = 𝑤(𝜉, 𝑦, 𝜂)𝑒−𝑖𝑘𝜉 tg 𝜃+𝑖𝜂
𝑘
2
tg2 𝜃

 
(58) 

{
(𝜕𝜉

2 + 𝜕𝑦
2 + 2𝑖𝑘𝜕𝜂)𝑤(𝜉, 𝑦, 𝜂) = 0

𝑤(𝜉, 𝑦, 𝜂)|𝜉=0 = 𝑤0(𝑦, 𝜂)
,     где 

(59) 

𝑤0(𝑦, 𝜂) = 𝑣0(𝑦, 𝜂)𝑒
−𝑖𝜂

𝑘
2
tg2 𝜃 , 

(60) 

𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂) =
𝑘

2𝜋𝑖
𝜉 ∫ 𝑑𝑦′ ∫𝑑𝜂′

𝜂

−∞

𝑣0(𝑦
′, 𝜂′)

𝑒
𝑖𝑘
2
[
𝜉2

𝜂−𝜂′
−2𝜉 tg 𝜃+(𝜂−𝜂′) tg2 𝜃+

(𝑦−𝑦′)2

𝜂−𝜂′
]

(𝜂 − 𝜂′)2

+∞

−∞

 

(62) 

𝑣(𝜉, 𝑦, 𝜂) =
𝑘

2𝜋𝑖
𝜉 ∫ 𝑑𝑦′ ∫𝑑𝜂′

𝜂

−∞

𝑣0(𝑦
′, 𝜂′)

𝑒
𝑖𝑘
2
[𝜉−(𝜂−𝜂′) tg𝜃]

2
+(𝑦−𝑦′)2

𝜂−𝜂′

(𝜂 − 𝜂′)2

+∞

−∞

 

(63) 
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Этот интеграл представляет собой модификацию дифракционного интеграла 

Френеля на случай наклонного освещения объектов, и называется АВП-

интегралом. Можно отметить, что задачи, рассмотренные в пунктах 1.2 и 1.3, 

являются частными случаями задачи, изложенной в этом пункте 1.4. 

Соответственно итоговые формулы двух предыдущих пунктов должны получаться 

как частные случаи формулы (64). Действительно, при  𝜃 →
𝜋

2
 формула (64) 

переходит в (23) (если переобозначить переменную интегрирования 𝑠  в выражении 

(64) на 𝑥′), а при 𝜃 = 0 формула (64) переходит в (49) (если переобозначить 

переменную интегрирования 𝑠  в выражении (64) на −𝑧′ и заменить 𝑢0(𝑦
′, −𝑧′) на 

𝑢0(𝑦
′, 𝑧′)). 

 

1.5. Двумерный случай 

 

Рассмотрим двумерные аналоги пунктов 1.2-1.4. 

а) Излучение распространяется вдоль оси z, граничное условие 𝑢0(𝑥) задано 

на оси x (рисунок 11).  

Эта задача описывается следующим дифференциальным уравнением с 

граничным условием: 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑘

2𝜋𝑖
(𝑥 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃) ∙ 

∙ ∫ 𝑑𝑦′
+∞

−∞

∫ 𝑢0(𝑦
′, 𝑠)

𝑒
𝑖𝑘
2
[𝑥−𝑠 sin𝜃]2+(𝑦−𝑦′)2

𝑧+𝑠 cos𝜃

(𝑧 + 𝑠 cos 𝜃)2

∞

−
𝑧

cos𝜃

𝑑𝑠 

(64) 

{
(𝜕𝑥

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑧) = 0,    𝑧 > 0

𝑢(𝑥, 𝑧)|𝑧=0 = 𝑢0(𝑥)
 

(65) 
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Рисунок 11. Случай ортогонального расположения граничного условия к направлению 

распространения поля �⃗�  в двумерной геометрии. 

 

Решение этого дифференциального уравнения можно получить из решения 

(23) соответствующей трехмерной задачи (13), если считать, что в (23) граничное 

условие не зависит от переменной y: 𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥).  

Действительно, в этом случае (23) после разделения переменных 

интегрирования примет вид: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑘

𝑖𝑧
{
1

2𝜋
∫ 𝑑𝑦′

+∞

−∞

𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑦−𝑦′)2

𝑧 } ∙ ∫ 𝑢0(𝑥
′)𝑒

𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2

𝑧

+∞

−∞

 

(66) 

После замены переменной интегрирования 𝑝 = 𝑦′ − 𝑦 выражение в 

фигурных скобках формулы (66) будет, согласно (21), равно 𝐺в
(2)
(𝑣 = 0,𝑤 =

−𝑘
2

𝑧⁄ ), учитывая (22) выражение (66) примет вид: 

k


𝑧 

𝑥 

𝑢0(𝑥) 
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∫ 𝑢0(𝑥

′)𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2

𝑧 𝑑𝑥′

+∞

−∞

. 

(67) 

Таким образом, в этом случае и решение не будет зависеть от переменной 𝑦, 

но тогда уравнение (13) будет иметь вид (65), а значит решением системы (65) 

будет: 

𝑢(𝑥, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∫ 𝑢0(𝑥

′)𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2

𝑧 𝑑𝑥′

+∞

−∞

. 

(68) 

 

Эта формула называется двумерным интегралом Френеля. Аналогичным 

образом можно получить аналоги пунктов 1.3 и 1.4. 

б) Излучение распространяется вдоль оси 𝑧, граничное условие 𝑢0(𝑧) задано 

на оси 𝑧 (рисунок 12).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 12. Случай параллельного расположения граничного условия к направлению 

распространения поля �⃗�  в двумерной геометрии. 

 

k


𝑧 

𝑥 

𝑢0(𝑧) 
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{
(𝜕𝑥

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑧) = 0,    𝑥 > 0

𝑢(𝑥, 𝑧)|𝑥=0 = 𝑢0(𝑧)
 

(69) 

Чтобы получить решение этого уравнения, как и в пункте а) нужно 

проинтегрировать по 𝑦′ выражение (49), являющееся решением соответствующей 

трехмерной задачи (31): 

𝑢(𝑥, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖
𝑥 ∫𝑑𝑧′

𝑧

−∞

𝑢0(𝑧
′)
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧−𝑧′

(𝑧 − 𝑧′)
3
2

 . 

(70) 

 

в) Излучение распространяется вдоль оси 𝑧, граничное условие 𝑢0(𝑠) задано 

на прямой s, описываемой уравнением  𝑥 + 𝑧 tg 𝜃 = 0 (рисунок 13). На этой прямой 

x и z связаны с s таким образом: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 13. Случай наклонного расположения граничного условия к направлению 

распространения поля �⃗�  в двумерной геометрии. 

Эта задача описывается следующим дифференциальным уравнением с 

граничным условием: 

{
𝑥 = 𝑠 sin 𝜃
𝑧 = −𝑠 cos 𝜃

             (71) 

𝜃 

𝑥 

 

𝑢0(𝑠) 

𝑠 

 

𝑧 

 

�⃗�  

0 
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Чтобы получить решение этого уравнения, как и в пункте а) нужно 

проинтегрировать по 𝑦′ выражение (64), являющееся решением соответствующей 

трехмерной задачи (51) [18]: 

Таким образом, получены двумерные аналоги формул, полученных в 

предыдущих параграфах9. 

 

1.6. О расчете интеграла Френеля с помощью быстрого 

преобразования Фурье (БПФ) 

 

В работе при численных расчетах часто встречается потребность вычисления 

интеграла Френеля (ИФ). Основная идея заключается в том, чтобы свести интеграл 

к преобразованию Фурье, для численного расчета которого существует алгоритм 

ускоренного вычисления – быстрое преобразование Фурье (БПФ) [32,33]. 

При замене интеграла вида 

𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑥′)𝑑𝑥′

𝐵

𝐴

 

(74) 

его интегральной суммой из 𝑁 слагаемых, 

𝑔(𝑥𝑗) =∑𝑓(𝑥𝑗 , 𝑥𝑖
′)∆𝑥𝑖

′

𝑁

𝑖=1

 

(75) 

 
9 В Приложении 3 приведены соотношения, связывающие двумерные и трехмерные функции 

Грина. 

{
(𝜕𝑥

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑧) = 0,      𝑥 + 𝑧 tg 𝜃 > 0

𝑢(𝑥, 𝑧)| 𝑥=𝑠 sin𝜃
𝑧=−𝑠 cos 𝜃

= 𝑢0(𝑠)
 

(72) 

𝑢(𝑥, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖
(𝑥 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃) ∫ 𝑢0(𝑠)

𝑒
𝑖𝑘
2
[𝑥−𝑠 sin𝜃]2

𝑧+𝑠 cos𝜃

(𝑧 + 𝑠 cos 𝜃)3/2

∞

−
𝑧

cos𝜃

𝑑𝑠. 

(73) 
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расчет функции 𝑔(𝑥) в 𝑁 точках, т.е. при 𝑗 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅, потребует ~𝑁2 вычислений. 

Если же удастся свести интеграл (74) к преобразованию Фурье, то с помощью БПФ 

при тех же параметрах дискретизации для вычисления потребуется ~𝑁 log𝑁 

операций, что значительно быстрее, чем прямой расчет (75) [34,35]. 

Перейдем теперь к применению данного метода для расчета ИФ: 

Рассмотрим сначала случай, когда плоскость начального распределения 𝑥′ и 

плоскость 𝑥, на которой рассчитывается поле, параллельны (см. рисунок 14). В 

этом случае координата 𝑧 является константой (𝑧 = 𝑧0), а выражение (76) можно 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 14. Случай параллельного расположения плоскости граничного распределения 

𝑥′ и плоскости 𝑥, на которой рассчитывается поле. 

 

представить двумя способами. 

Первый способ заключается в том, чтобы перегруппировать множители в 

(76) следующим образом: 

𝑢(𝑥, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∫ 𝑢0(𝑥

′) ∙ 𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2

𝑧 𝑑𝑥′

𝐵

𝐴

. 

(76) 

�⃗�  

𝑧 

𝑥′ 

𝑢(𝑥) 𝑢0(𝑥′) 

𝑥 
𝐵 

𝐴 

𝑧0 
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т.е. выразить интеграл Френеля через преобразование Фурье: 

где 𝐶1 – константа. 

Второй способ – заметить, что интеграл Френеля (76) – интеграл типа 

свертки: 

В этом случае легко показать, что для Фурье – образов соответствующих 

функций верно равенство: 

Тогда 𝑓(𝑥) будет иметь вид: 

Поскольку справедливо 

то, учитывая (76), (81) и (82), получим следующее выражение для ИФ, которое 

можно вычислить с помощью быстрого преобразования Фурье: 

𝑢(𝑥) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧0
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧0 ∫ {𝑢0(𝑥
′) ∙ 𝑒

𝑖𝑘
2
𝑥′2

𝑧0 } 𝑒
−𝑖𝑘

𝑥
𝑧0
𝑥′
𝑑𝑥′

𝐵

𝐴

, 

(77) 

𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧0 ∙ ℱ {𝑢0(𝑥
′) ∙ 𝑒

𝑖𝑘
2
𝑥′2

𝑧0 }, 
(78) 

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑥′) ∙ ℎ(𝑥 − 𝑥′)𝑑𝑥′

𝐵

𝐴

. 

(79) 

𝐹(𝑝) = 2𝜋 ∙ 𝐺(𝑝) ∙ 𝐻(𝑝). (80) 

𝑓(𝑥) = 2𝜋 ∙ ℱ−1[ℱ{𝑔} ∙ ℱ{ℎ}]. (81) 

ℱ {𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2

𝑧 } (𝑝) = √
𝑖𝑧0
2𝜋𝑘

𝑒−𝑖
𝑧0
2𝑘
𝑝2 , 

(82) 

𝑢(𝑥) = 𝐶2 ∙ ℱ
−1 [ℱ{𝑢0(𝑥

′)} ∙ 𝑒−𝑖
𝑧0
2𝑘
𝑝2], (83) 
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где 𝐶2 – константа. 

На практике часто оказывается так, что в формулах (78) и (83) быстро 

осциллирующими оказываются множители в виде экспонент, а значит, именно они 

определяют шаг дискретизации (шаг дискретизации должен быть таким, чтобы 

«более-менее угадывалось» положение между отсчетами). Исходя из этого, видно, 

что при больших 𝑧0 выгодно, с вычислительной точки зрения, использовать 

формулу (78), а при малых 𝑧0 – (83). Как показано в работе [36], критическим 

значением 𝑧0, в зависимости от которого следует выбирать между формулами (78) 

и (83), является: 

где 𝜆 =
2𝜋

𝑘
 – длина волны, ∆𝑥 = 𝐵 − 𝐴 - характерный размер объекта, а 𝛿 – 

характерный размер детали начального распределения. 

 

Рассмотрим теперь случай наклонного расположения плоскости 𝑠, на 

которой рассчитывается поле (см. рисунок 15) [37]. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 15. Случай наклонного расположения плоскости 𝑠, на которой рассчитывается 

поле по отношению к плоскости начального распределения 𝑥. 

𝑧𝑐 =
2 ∙ ∆𝑥 ∙ 𝛿

𝜆
, 

(84) 

�⃗�  

𝑧 

𝑢(𝑠) 

𝑢0(𝑥) 

𝑠 𝐵 

𝐴 

𝑧0 
𝜃 

𝑥 
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Поле 𝑢0(𝑥) можно представить следующим образом: 

тогда поле справа от граничного распределения будет иметь вид: 

(поскольку (86) удовлетворяет ПВУ и граничному распределению (85) при 𝑧 =

−𝑧0). В результате получится следующее выражение для искомого поля на прямой 

𝑠: 

Далее, чтобы свести (87) к преобразованию Фурье, произведем замену 

переменной интегрирования: 

Тогда обратная замена переменной будет иметь вид: 

при этом возникает проблема выбора знака, но поскольку во Френелевском 

приближении (когда справедливо ПВУ) 𝑞 ≪ 𝑘, то нужно в (89) выбирать «-». 

После проведения замены (88) выражение (87) примет вид: 

𝑢0(𝑥) = ∫ ℱ{𝑢0(𝑥′)}(𝑞)𝑒
𝑖𝑞𝑥𝑑𝑞

+∞

−∞

, 
(85) 

𝑢(𝑥) = ∫ ℱ{𝑢0(𝑥′)}(𝑞)𝑒
𝑖𝑞𝑥−𝑖

𝑧+𝑧0
2𝑘

𝑞2𝑑𝑞

+∞

−∞

 

(86) 

𝑢(𝑠) = ∫ ℱ{𝑢0(𝑥′)}(𝑞)𝑒
−𝑖
𝑧0
2𝑘
𝑞2𝑒

𝑖(𝑞 sin𝜃−𝑖
cos𝜃
2𝑘

𝑞2)𝑠
𝑑𝑞

+∞

−∞

. 
(87) 

𝑓 = 𝑞 sin 𝜃 − 𝑖
cos 𝜃

2𝑘
𝑞2. 

(88) 

𝑞 = 𝑞(𝑓) = 𝑘 tg 𝜃 ± √𝑘2 tg2 𝜃 −
2𝑘

cos 𝜃
𝑓, 

(89) 
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где 

Таким образом, вычисление интеграла в ситуации, изображенной на рисунке 

15, вновь сведено к преобразованию Фурье, а значит, к выгодному с точки зрения 

вычислений виду.  

В дополнение можно привести ряд работ, развивающих данный метод 

численного расчета ПВУ [38-42]. 

 

1.7. Краткий обзор литературы по рентгеновской оптике 

 

Оптические свойства различных материалов во многом определяются 

показателем преломления, который имеет вид:  

где 𝛿 и 𝛽 в рентгеновском диапазоне длин волн обычно 0 < 𝛿, 𝛽 ≪ 1 [43]. 

Поскольку действительная часть 𝑛 получается меньше единицы, то в отличие от 

видимого диапазона, где бывает полное внутреннее отражение, в рентгеновской 

области спектра возможно наблюдать полное внешнее отражение. Также в этом 

диапазоне длин волн важное значение имеет поглощение, за исключением 

жесткого рентгена, где поглощение вновь становится небольшим. 

Поскольку в данной области спектра отражательная способность 

𝑢(𝑠) = ∫ ℱ{𝑢0(𝑥
′)}(𝑞(𝑓)) ∙ 𝑃(𝑓)𝑒𝑖𝑓𝑠𝑑𝑓

+∞

−∞

, 
(90) 

𝑃(𝑓) =
1

sin 𝜃 −
cos 𝜃
𝑘

𝑞(𝑓)
𝑒−𝑖

𝑧0
2𝑘
𝑞2(𝑓). 

(91) 

𝑛 = 1 − 𝛿 + 𝑖𝛽, (92) 
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оказывается крайне малой, то для получения большого коэффициента отражения 

угол скольжения не должен превышать критический угол полного внешнего 

отражения, который задается следующим выражением: 

Одним из видов отражательной рентгеновской оптики являются зеркала. 

Основные характеристиками этих зеркал является их форма и качество 

шлифования поверхности. В одной из первых работ, посвященной формированию 

рентгеновских изображений [44], оптическая система состояла из двух 

эллиптических зеркал (см. рисунок 16). 

 

Рисунок 16. Оптическая схема формирования рентгеновского изображения 

осуществленная Киркпатриком и Баезом. Рисунок взят из статьи [44]. 

Многослойные зеркала представляют собой чередующиеся слои двух 

материалов с различной диэлектрической проницаемостью с фиксированным 

периодом d (см. рисунок 17). Основная идея данного элемента отражательной 

рентгеновской оптики состоит в том, что выходящее от поверхности излучение, 

𝑅ꓕ =
𝛿2 + 𝛽2

4
 

(93) 

𝜃с = √2𝛿. (94) 
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отраженное от разных слоев зеркала, усиливается за счет интерференции. За счет 

чего удается существенно увеличить коэффициент отражения, по сравнению с 

обычным зеркалом. Для того чтобы интерференция приводила к максимальному 

коэффициенту отражения должно быть выполнено условие Брэгга: 

Помимо этого, используют такую пару материалов, чтобы контраст 

диэлектрических проницаемостей был как можно больше, что увеличивает 

коэффициент отражения от каждого слоя. Поскольку диэлектрическая 

проницаемость связана с плотностью электронов, то, как правило, один из 

материалов выбирают с большим Z (зарядом ядра), а другой, наоборот, с 

маленьким. На сегодняшний день в ЭУФ диапазоне максимальный коэффициент 

отражения при нормальном падении достигнут для Mo/Si при 𝜆 = 13.5 нм и 

составляет 70% [45-47] . 

 

 

Рисунок 17. Многослойное зеркало. Изображение взято с сайта xray-optics.ru. 

𝑚𝜆 = 𝑑 sin 𝜃. (95) 

http://xray-optics.ru/astronomy-sun-v/
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В работе [48] было найдено наилучшее соотношение между периодом d и 

толщиной одного из материалов. 

Многослойные зеркала для длин волн ЭУФ и рентгеновского излучения были 

успешно изготовлены с использованием методов испарения [49], напыления [50-

56], эпитаксиального роста [57,58] и лазерно-плазменного осаждения [59]. 

Область работы многослойных зеркал была расширена до очень высоких 

энергий фотонов, то есть очень жесткого рентгеновского излучения, даже выше 100 

кэВ [60-63]. 

Еще одним элементом рентгеновской оптики является дифракционная 

решетка. Решетки бывают как на пропускание, так и на отражение (см. рисунок 18). 

Отражающие решетки имеют как отражающие, так и дифракционные 

эффекты. Отражающие решетки обычно используются при скользящем падении в 

рентгеновских и ЭУФ монохроматорах и спектрометрах. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 18. Отражающая дифракционная решетка. 

𝜃𝑚 

𝑚 = 2 

𝑚 = 1 

𝑚 = 0 

𝑚 = −1 

𝑚 = −2 

𝜃𝑖 
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Эти решетки разделяют различные длины волн в соответствии с уравнением 

решетки [13,64]: 

где 𝜃𝑖 - угол падения, измеренный от нормали к поверхности, 𝜃𝑚 — угол m-го 

отраженного порядка, измеренный от нормали, λ — длина волны, d —период 

решетки, m — порядок дифракции. 

 В случае если интенсивность падающего излучения перенаправляется 

преимущественно в один из порядков, то такая решетка называется решеткой с 

блеском [65]. 

Зонная пластинка — плоскопараллельная пластинка с выгравированными 

концентрическими окружностями, радиус которых совпадает с радиусами зон 

Френеля (см. рисунок 19). Зонная пластинка не пропускает чётные либо нечётные 

зоны Френеля, чем исключает взаимное погашение при интерференции от 

соседних зон, что приводит к увеличению освещённости точки наблюдения. Таким 

образом, зонная пластинка действует как собирающая линза. 

 

 

Рисунок 19. Схематическое изображение зонной пластинки. 

 

𝑚𝜆 = 𝑑(sin 𝜃𝑚 − sin 𝜃𝑖),      (𝑚 = 0,±1,±2,±3), (96) 
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В областях мягкого и жесткого рентгеновского излучения, простирающихся 

от 4 нм (300 эВ) до 0,2 °А (60 кэВ), зонные пластинки Френеля представляют 

большой интерес из-за их способности формировать изображения с высоким 

пространственным разрешением [66-72], приближающимся к дифракционному 

пределу. 

Наконец существуют составные преломляющие линзы (см. рисунок 20) [73-

79].  

 

Рисунок 20. Схематическое изображение составной преломляющей линзы. Рисунок взят 

из статьи [73]. 

 

Показатель преломления слабо отличается от единицы, но использование 

«серии» линз все-таки позволяет добиться фокусировки рентгеновского излучения. 
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Глава 2. Вывод формул геометрической оптики методами волновой 

в параксиальном приближении 

 

Рассмотрим следующую оптическую систему, изображенную на рисунке 21. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 21. Оптическая схема с наклонным расположением объекта и детектора: 1 – 

плоскость объекта, 2 – линза, 3 – плоскость изображения 

 

В геометрической оптике изображение наклонного объекта 1 находится на 

оптически сопряженной плоскости 3. Однако, геометрическая оптика не 

рассматривает вопрос распределения интенсивности в плоскости изображения и 

его связи с распределением интенсивности объекта. В данной главе методами 

волновой оптики находится плоскость, на которой изображение будет наиболее 

подобным объекту, а также выводится распределение интенсивности на этой 

плоскости в зависимости от распределения интенсивности на объекте. В 

дальнейшем понадобится понятие сопряженной прямой. 

 

 

 

x 

𝑠 
f 

s' 

z 

2 1 

3 
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2.1. Оптически сопряженная прямая 

 

Согласно правилам геометрической оптики изображение точечного 

источника (см. рисунок 22) можно построить, например по двум лучам – 1 и 2: луч 

1 проходит через центральную точку оптической системы – точку 𝐴, не 

преломляясь, луч 2 идет параллельно главной оптической оси, а за линзой 

преломляется и проходит через фокус. Тогда изображением точки 𝑠 является 

точка 𝑠′(𝑠), лежащая на пересечении этих двух лучей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 22. Построение изображения точки 𝑠 с помощью двух лучей по правилам 

геометрической оптики. 

 

Нетрудно показать, что изображением прямой в линзе будет прямая, эта 

прямая называется оптически сопряженной прямой (к исходной) [80]. На рисунке 

23 прямая 𝑠′ является сопряженной к прямой 𝑠. Можно отметить, что прямая и 

оптически сопряженная к ней пересекаются в плоскости линзы (на рисунке 23 

точка B), если, конечно, исходная прямая не была параллельна плоскости линзы (в 

этом случае оптически сопряженная прямая также параллельна плоскости линзы). 

𝑥 

𝑠′(𝑠) 

𝑧 

𝑠 

𝐴 𝑓 

2 

1 
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Рисунок 23. Построение оптически сопряженной прямой 𝑠′ относительно линзы к 

прямой 𝑠.  

 

После соответствующих вычислений можно найти явный вид для 𝑠′(𝑠): 

 

 

𝑏 связано с 𝑎 и 𝑓 следующим образом: 

т.е. с помощью формулы плоской линзы, а 𝜃 и 𝜃′ связаны соотношением: 

𝑠′(𝑠) =
𝑏2𝑓𝑠 cos 𝜃

𝑎(𝑎𝑓 + 𝑏𝑠 cos 𝜃) cos 𝜃′
   , где 

(1) 

1

𝑎
+
1

𝑏
=
1

𝑓
 , 

(2) 

tg 𝜃′ =
𝑎

𝑏
tg 𝜃. (3) 

𝜃 

𝑥 

𝑠′(𝑠) 

𝑠′ 

 

𝑧 

𝑠 

𝑑(𝑠) 𝑑[𝑠′(𝑠)] 

𝑎 

𝑏 

𝜃′ 𝐴 

𝐵 

𝑠0
′  

 

𝜃 

𝑓 
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Последнее выражение можно получить, записав длину отрезка 𝐴𝐵 двумя 

способами 𝑎 tg 𝜃 = 𝐴𝐵 = 𝑏 tg𝜃′. 

Приведем здесь также обратную к (1) функцию: 

Введем полезные в дальнейшем величины: 

где 𝑑(𝑠) и 𝑑[𝑠′(𝑠)] – расстояния от соответствующей точки до линзы (см. 

рисунок 23). Эти величины, в чем можно убедиться прямым вычислением, также 

связаны «формулой плоской линзы»: 

 

 

В завершении этого пункта заметим, что изображением положительной 

полупрямой 𝑠 является отрезок от 0 до 𝑠0
′  (см. рисунок 23): 

В этом параграфе были приведены понятие оптически сопряженной прямой 

и ряд соотношений, которые понадобятся при дальнейшем изложении. 

 

 

 

 
10 В дальнейшем, чтобы избежать путаницы, функция 𝑠(𝑠′) будет обозначаться как 𝑠∗(𝑠′) или просто 𝑠∗. 

 

𝑠(𝑠′) =
𝑎2𝑓𝑠′ cos 𝜃′

𝑏(𝑏𝑓 − 𝑎𝑠′ cos 𝜃′) cos 𝜃
  

10
 

(4) 

𝑑(𝑠) = 𝑎 + 𝑠 cos 𝜃 ,     𝑑[𝑠′(𝑠)] = 𝑏 − 𝑠′(𝑠) cos 𝜃′, (5) 

1

𝑑(𝑠)
+

1

𝑑[𝑠′(𝑠)]
=
1

𝑓
  

(6) 

𝑠0
′ =

𝑏𝑓

𝑎 cos 𝜃′
. 

(7) 
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2.2. Вертикальный объект 

 

Рассмотрим случай, когда объект расположен вертикально, и убедимся, что с 

помощью волновой оптики можно получить формулу тонкой линзы. Перед этим 

опишем действие идеальной линзы. 

На рисунке 24 изображена идеальная линза, она совершает преобразование 

𝑇(𝑥) [81-83]: 

где 𝑢1(𝑥)- поле на левой границе линзы, 𝑢2(𝑥)- на правой, причем: 

где 𝑓 – фокусное расстояние. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 24. Действие плоской линзы: на левой стороне линзы поле равно 𝑢1(𝑥), после 

прохождения через линзу поле на ее правой стороне равно 𝑢2(𝑥). 

 

𝑢2(𝑥) = 𝑢1(𝑥)𝑇(𝑥), (8) 

𝑇(𝑥) = 𝑒
−
𝑖𝑘𝑥2

2𝑓 , 
(9) 

𝑧 

�⃗�  

𝑥 

0 

𝑢2(𝑥) 𝑢1(𝑥) 
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Пусть начальное распределение поля 𝑢0(𝑥) задано на вертикальной прямой, 

расположенной на расстоянии 𝑎 слева от линзы (см. рисунок 25). 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 25. Случай нормально (перпендикулярно к оптической оси 𝑧) расположенного 

объекта. 

Тогда можно найти поле справа от линзы следующим образом: сначала с 

помощью интеграла Френеля (1.68) найти поле на оси 𝑥 (поле на левой стороне 

линзы), затем результат умножить на преобразование линзы (9) (получится поле на 

правой стороне линзы), после чего, вновь применяя интеграл Френеля, получим 

искомое поле за линзой: 

Если теперь выбрать в качестве положения приемника прямую 𝑧 = 𝑏, причем 𝑏 

связано с 𝑎 и 𝑓 следующим образом: 

 

 

то тогда выражение в фигурных скобках (10) превращается в дельта функцию и в 

итоге поле на прямой 𝑧 = 𝑏 будет иметь вид: 

𝑢(𝑥, 𝑧) =
𝑘

𝑖√𝑧𝑎
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧 ∫ 𝑑𝑥′𝑢0(𝑥
′)𝑒

𝑖𝑘𝑥′2

2𝑎

+∞

−∞

{
1

2𝜋
∫ 𝑑𝑡𝑒

𝑖𝑘
2
(
1
𝑎
+
1
𝑧
−
1
𝑓
)𝑡2−𝑖𝑘(

𝑥
𝑧
+
𝑥′

𝑎
)𝑡

+∞

−∞

}. 
(10) 

1

𝑎
+
1

𝑏
=
1

𝑓
 , 

(11) 

𝑧 

𝑥 

0 

𝑢0(𝑥) 

𝑢(𝑥) 

𝑓 𝑓 

𝑏 𝑎 

�⃗�  
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Тогда интенсивности 𝐼(𝑥) = |𝑢(𝑥)|2 предмета и изображения связаны таким 

образом:  

В итоге можно сказать, что в вертикальном случае изображение получается 

в плоскости, соответствующей формуле тонкой линзы (11), а из выражения (13) 

видно, что изображение подобно перевернутому предмету (из-за знака «-»), с 

коэффициентом увеличения 𝑀0. Значит константа 𝑀0 в формуле (12) имеет смысл 

увеличения.  

В заключении приведем аналог формулы (13) в трехмерном случае. 

Преобразование линзы имеет следующий вид: 

а 

интенсивности 𝐼(𝑥, 𝑦) = |𝑢(𝑥, 𝑦)|2 предмета и изображения связаны таким 

соотношением:  

 

 

 

 

 

 

𝑢(𝑥) =
1

√𝑀0

𝑢0 (−
𝑥

𝑀0
) 𝑒

𝑖𝑘
2𝑓
𝑥2

𝑀0
−𝑖
𝜋
2 ,       𝑀0 =

𝑏

𝑎
, 

(12) 

𝐼(𝑥) =
1

𝑀0
𝐼0 (−

𝑥

𝑀0
) 

(13) 

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑒
−𝑖𝑘

𝑥2+𝑦2

2𝑓 , 
(14) 

𝐼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑀0
2 𝐼0 (−

𝑥

𝑀0
, −

𝑦

𝑀0
). 

(15) 
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2.3. Наклонный объект 

 

Рассмотрим теперь случай наклонного объекта. 

На рисунке 26 изображена исследуемая оптическая схема, положение прямой 

𝑠′ – неизвестно и его требуется найти из соображений наибольшего 

подобия 𝑢(𝑠′) и  𝑢0(𝑠), но сначала просто выразим 𝑢(𝑠′) через 𝑢0(𝑠), для этого 

разобьем данную задачу на 3 этапа: 1 – найти поле на теневой плоскости 

(вертикальной плоскости, расположенной сразу после наклонного объекта), 2 – на 

оптически сопряженной к теневой плоскости относительно линзы , 3 – на 

прямой 𝑠′. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 26. Случай наклонно (по отношению к оптической оси 𝑧) расположенного 

объекта.  

1) Поле на теневой плоскости 1 можно найти, положив 𝑧 = 0 в формуле для 

АВП – интеграла (1.73): 

𝑥1 

𝑢0(𝑠) 
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2) Поле на плоскости 2 можно найти, применяя формулу (5), где в качестве 

граничного распределения будет  𝑢1(𝑥): 

 

причем 𝑎 и 𝑏 связаны соотношением (2), после подстановки и упрощения, 

выражение (17) примет вид: 

3) Поле за линзой можно найти с помощью интеграла Френеля (68), где в 

качестве граничного условия будет 𝑢2(𝑥2):  

𝑢(𝑥, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∫ 𝑢2(𝑥2)𝑒

𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥2)

2

𝑧 𝑑𝑥2

+∞

−∞

. 

(20) 

После подстановки (19) и упрощения (20) можно переписать следующим 

образом: 

𝑢(𝑥, 𝑧) = −
𝑘𝑒

𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧

2𝜋𝑀0√𝑀0𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃
∫ 𝑢0(𝑠)

𝑒
𝑖𝑘
2
𝑠
𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

 

𝑠
3
2

{ ∫𝑥2𝑒
𝑖𝑘
2
(𝐴𝑥2

2−2𝐵𝑥2)𝑑𝑥2

0

−∞

}𝑑𝑠

𝑠0

0

, 

(21) 

 

𝑢1(𝑥1) =

{
 

 
√

𝑘

2𝜋𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑥1∫ 𝑢0(𝑠)

𝑒
𝑖𝑘
2
[𝑥1−𝑠𝑠𝑖𝑛𝜃]

2

𝑠𝑐𝑜𝑠𝜃
 

𝑠
3
2

𝑑𝑠

𝑠0

0

,     𝑥1 ≥ 0

0,     𝑥1 < 0

 

(16) 

𝑢2(𝑥2) =
1

√𝑀0

𝑢1 (−
𝑥2
𝑀0
) 𝑒

𝑖𝑘
2𝑓
𝑥2
2

𝑀0
−𝑖
𝜋
2 ,       где 

(17) 

𝑀0 =
𝑏

𝑎
, 

(18) 

𝑢2(𝑥2) =

{
 
 

 
 

−√
𝑖𝑘

2𝜋𝑀0𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑥2
𝑀0

𝑒
𝑖𝑘
2𝑓
𝑥2
2

𝑀0∫ 𝑢0(𝑠)
𝑒
𝑖𝑘
2

[
𝑥2
𝑀0
+𝑠𝑠𝑖𝑛𝜃]

2

𝑠𝑐𝑜𝑠𝜃
 

𝑠
3
2

𝑑𝑠

𝑠0

0

,     𝑥2 ≤ 0

0,     𝑥2 > 0

. 

(19) 
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где     𝐴 =
1

𝑀0
2𝑠𝑐𝑜𝑠𝜃

+
1

𝑓𝑀0
+
1

𝑧
,     𝐵 =

𝑥

𝑧
−
1

𝑀0
tg 𝜃 

(22) 

Интеграл в фигурных скобках в выражении (20) после регуляризации (т.е. в 

данном случае замены 𝑘 на 𝑘′ = 𝑘 + 𝑖𝛾) вычисляется и равен: 

 

∫𝑥2𝑒
𝑖𝑘′
2
(𝐴𝑥2

2−2𝐵𝑥2)𝑑𝑥2

0

−∞

=
1

𝑖𝐴𝑘′
+
𝐵

𝐴
√

𝜋

2𝑖𝑘′𝐴
𝑒
𝑖𝑘′
2
𝐵2

𝐴
 [1 − 𝑒𝑟𝑓 (−√

𝑘′

2𝑖𝐴
𝐵)] , 

(23) 

 

где   𝑒𝑟𝑓(𝑡) =
2

√𝜋
∫𝑒−𝑥

2

𝑡

0

𝑑𝑥   − функция ошибок 

Видно, что при 𝐵 = 0 выражения (23) и (21) существенно упрощаются, условие 

𝐵 = 0 задает положение детектора на сопряженной плоскости 𝑧 = 𝑥 tg𝜃′, где 

tg 𝜃′ =
1

𝑀0
tg 𝜃. 

(24) 

Тогда выражение (21) примет следующий вид: 

 

𝑢(𝑥, 𝑧) =
𝑘𝑒

𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧

2𝜋𝑀√𝑀𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃
∫ 𝑢0(𝑠)

𝑒
𝑖𝑘
2
𝑠
𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

 

(𝑖𝑘 − 𝛾)𝐴𝑠
3
2

𝑑𝑠

𝑠0

0

. 

(25) 

На прямой 𝑠′ (см рисунок 26): 

{ 𝑧 = −𝑠′ cos 𝜃′
𝑥 = −𝑠′ sin 𝜃′ .

        

Таким образом, поле на детекторе  𝑢(𝑠′) = 𝑢(𝑥 = −𝑠′ sin 𝜃′ , 𝑧 = −𝑠′ cos 𝜃′) 

будет иметь следующий вид: 
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где 𝑠∗(𝑠′) - прообраз точки 𝑠′, построенный по правилам геометрической оптики 

(см. рисунок 27), определяется формулой (4) (см. также примечание к ней). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 27. Оптическая схема с оптически сопряженными плоскостями объекта и 

детектора.  

 

Можно переписать выражение (26) в более простом для анализа виде. Как 

следует из рисунка 27, 

 

где 𝑥(𝑠′) и 𝑥[𝑠∗(𝑠′)] – координаты соответствующих точек на оси 𝑥. 

Учитывая (27) и подобие треугольников 𝐴𝐶𝑠∗ и 𝐴𝐷𝑠′ получаем следующие 

соотношения для подкоренного выражения (26): 

𝑢(𝑠′) = −
1

2𝜋
√
𝑠∗

𝑠′
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃′
𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑠∗

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

−𝑠′
𝑠𝑖𝑛2𝜃′

𝑐𝑜𝑠𝜃′
) 
∫ 𝑑𝑠

𝑠0

0

𝑢0(𝑠)

𝑠 − 𝑠∗ − 𝑖𝛾
√
𝑠∗

𝑠
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

 (𝑠−𝑠∗), 
(26) 

|𝑥(𝑠′)| = 𝑠′ sin 𝜃′ ,       𝑥[𝑠∗(𝑠′)] = 𝑠∗(𝑠′) sin 𝜃, (27) 

𝜃 

𝑥 

𝑠∗(𝑠′) 

𝑠′ 

 

𝑧 

𝑠 

𝑑[𝑠∗(𝑠′)] 𝑑(𝑠′) 

𝑎 

𝑏 

𝜃′ |𝑥(𝑠′)| 

𝑥[𝑠∗(𝑠′)] 

𝐶 

𝐷 

𝐴 
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где 𝑀(𝑠′) – коэффициент увеличения, действительно, как показано на рисунке 28, 

вертикально расположенный объект имеет, согласно формуле (28), именно такое 

увеличение. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 28. Увеличенный фрагмент рисунка 27. 

 

Для 𝑀(𝑠′) с помощью формул (28), (1) и (4) и (18) можно получить 

следующие выражения: 

 

Также можно переписать выражение в скобках в показателе экспоненты 

(26): 

𝑠∗

𝑠′

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃′
=
𝑥(𝑠∗)

|𝑥(𝑠′)|
=
𝑑(𝑠∗)

𝑑(𝑠′)
=

1

𝑀(𝑠′)
, 

(28) 

𝑀(𝑠′) =
𝑠′

𝑠∗
𝑠𝑖𝑛𝜃′

𝑠𝑖𝑛𝜃
= 𝑀0 −

𝑠′

𝑓
cos 𝜃′ =

𝑀0

1 +
𝑠∗(𝑠′)
𝑓

𝑀0 cos 𝜃

 
(29) 

𝑥 

𝑠∗(𝑠′) 

𝑠′ 

 

𝑧 

𝑑[𝑠∗(𝑠′)] 

𝑑(𝑠′) 

|𝑥(𝑠′)| 

𝑥[𝑠∗(𝑠′)] 
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В итоге формула (26) примет вид: 

𝑢(𝑠′) = −
1

2𝜋

1

√𝑀(𝑠′)
𝑒
−
𝑖𝑘
2
𝑥(𝑠′)𝑥(𝑠∗)

𝑓
 
∫ 𝑑𝑠

𝑠0

0

𝑢0(𝑠)

𝑠 − 𝑠∗ − 𝑖𝛾
√
𝑠∗

𝑠
𝑒𝑖𝑡 (𝑠−𝑠

∗), 

(31) 

 

 

Теперь воспользуемся известной формулой [13]: 

 

С помощью этой формулы 𝑢(𝑠′) можно записать в виде двух слагаемых [А4]: 

где 

 

 

Рассмотрим интенсивность 𝑢2(𝑠
′): 

𝑠∗
𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
− 𝑠′

𝑠𝑖𝑛2𝜃′

𝑐𝑜𝑠𝜃′
= −

𝑥(𝑠′)𝑥(𝑠∗)

𝑓
 

(30) 

где                                                   𝑡 =
𝑘

2

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
 

(32) 

1

𝑥 − 𝑖𝜀
= 𝑃 (

1

𝑥
) + 𝑖𝜋𝛿(𝑥) 

(33) 

𝑢(𝑠′) = 𝑢1(𝑠
′) + 𝑢2(𝑠

′), (34) 

𝑢1(𝑠
′) = −

1

2𝜋

1

√𝑀(𝑠′)
𝑒
−
𝑖𝑘
2
𝑥(𝑠′)𝑥(𝑠∗)

𝑓
 
𝑃 [∫ 𝑑𝑠

𝑠0

0

𝑢0(𝑠)

𝑠 − 𝑠∗
√
𝑠∗

𝑠
𝑒𝑖𝑡 (𝑠−𝑠

∗)], 

(35) 

𝑢2(𝑠
′) = −

𝑖

2

1

√𝑀(𝑠′)
𝑒
−
𝑖𝑘
2
𝑥(𝑠′)𝑥(𝑠∗)

𝑓
 
𝑢0(𝑠

∗) 
(36) 
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Видно, что интенсивность 𝑢2(𝑠
′) (36) с точностью до умножения на 

некоторую функцию равна композиции функций 𝑠∗(𝑠′) и начального 

распределения 𝐼0(𝑠), Таким образом, итоговое распределение поля на детекторе 

(31) можно представить как сумму (19) двух слагаемых: подобного граничному 

распределению (с точностью до фазового множителя) 𝑢2(𝑠
′) (36) и, вообще говоря, 

неподобного граничному распределению 𝑢1(𝑠
′) (35). 

Формула (31), которая связывает между собой поле предмета и поле его 

изображения на оптически сопряженной прямой, содержит не только информацию 

об интенсивности полученного изображения но и его фазу, что важно ,например, 

для задач птихографии [84-88]. 

Предельные случаи 

В заключении рассмотрим случай 𝑡 → ∞. Ситуация, при которой  𝑡 → ∞ 

происходит тогда, когда либо 𝑘 → ∞ (𝜆 → 0), либо 𝜃 →
𝜋

2
. Учитывая известную 

формулу - 

 

 

ф-ла (31) примет вид: 

 

А для интенсивности получится следующее выражение: 

𝐼2(𝑠
′) =

1

4

1

|𝑀(𝑠′)|
𝐼0(𝑠

∗) 
(37) 

lim
𝑡→∞

𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑥 − 𝑖𝛾
= 2𝜋𝑖𝛿(𝑥), 

(38) 

𝑢(𝑠′) = −𝑖
1

√𝑀(𝑠′)
𝑒
−
𝑖𝑘
2
𝑥(𝑠′)𝑥(𝑠∗)

𝑓
 
𝑢0(𝑠

∗). 
(39) 



62 
 

 
 

Таким образом, в предельном случае при 𝑡 → ∞, учитывая (34), (36) и (39), 

можно сказать, что 𝑢1(𝑠
′) → 𝑢2(𝑠

′) и 𝑢(𝑠′) → 2𝑢1(𝑠
′). 

Полученный результат хорошо согласуется с предыдущим параграфом. 

Действительно при 𝜃 →
𝜋

2
,  𝑠∗(𝑠′) = −

𝑠′

𝑀0
 и формула (40) совпадает с тем, что 

получается в вертикальном случае, т.е. при 𝜃 =
𝜋

2
 (13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐼(𝑠′) =
1

|𝑀(𝑠′)|
𝐼0(𝑠

∗). 
(40) 
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Глава 3. Оптическая схема с уменьшением (литография) на 

отражении при скользящих углах падения 

 

В этой главе предложен новый метод рентгеновской литографии [89-91] с 

отражающей маской, а также приведены результаты численного моделирования. В 

расчетах мы ограничимся применением когерентных источников с длиной волны 

~13 нм. Этот диапазон в настоящее время освоен как лабораторными 

рентгеновскими лазерами [92], так и генераторами гармоник ИК-лазеров [93], в 

связи с чем можно говорить об экспериментальной апробации предлагаемого 

метода. 

 

3.1. Двумерный случай 

 

В предыдущей главе в параграфе 2.3 было получено выражение для 

распределения поля изображения, получающегося на оптически сопряженной 

плоскости – (2.34) - (2.36) и была найдена интенсивность этого распределения поля 

в предельном случае при 𝑘 → ∞ (𝜆 → 0) – (2.40): 

 

где для 𝑀(𝑠′), согласно (2.29), справедливо выражение: 

 

 

а для выражения 𝑠∗(𝑠′), согласно (2.4), верна формула:  

𝐼(𝑠′) =
1

|𝑀(𝑠′)|
𝐼0[𝑠

∗(𝑠′)], 
(1) 

𝑀(𝑠′) =
𝑀0

1 +
𝑠∗(𝑠′)
𝑓

𝑀0 cos 𝜃

, 
(2) 
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Именно формула (1) и будет использоваться для дальнейшего качественного 

анализа, поскольку выражение для распределения интенсивности изображения в 

общем случае (не при 𝑘 → ∞) громоздкое и трудное для качественного анализа. А 

уже при численном моделировании будет проведен расчет для интенсивности поля, 

с помощью интеграла Френеля и АВП-интеграла. 

С помощью первого равенства (2.29) можно получить следующее полезное 

выражение: 

 

 

 

Пусть распределение объекта 𝐼0(𝑠) задано вблизи оптической оси в 

интервале     𝑠 ∈ (−𝑠0, 𝑠0), при этом имеет смысл рассматривать такие 𝑠′, чтобы 

𝑠∗(𝑠′) ∈ (−𝑠0, 𝑠0) (см. рисунок 29). Тогда при выполнении условия:     

 

учитывая равенство (2) и формулу (4), имеем оценки: 

 

 В этом случае можно записать (1) в виде: 

 

𝑠∗(𝑠′) =
𝑎2𝑓𝑠′ cos 𝜃′

𝑏(𝑏𝑓 − 𝑎𝑠′ cos 𝜃′) cos 𝜃
  . 

(3) 

𝑠∗(𝑠′) =
𝑠′

𝑀(𝑠′)
𝑠𝑖𝑛 𝜃
sin 𝜃′

 . 
(4) 

𝑠0
𝑓
𝑀0 << 1, 

(5) 

𝑀(𝑠′) ≈ 𝑀0,        𝑠
∗(𝑠′) ≈

𝑠′

𝑀0
𝑠𝑖𝑛 𝜃
sin 𝜃′

   . 
(6) 

𝐼(𝑠′) =
1

𝑀0
𝐼0 [

𝑠′

𝑀(𝜃)
], 

(7) 
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Рисунок 29. Оптическая схема для получения уменьшенных изображений. 

 

где коэффициент увеличения 𝑀(𝜃) равен: 

поскольку, как легко получить, используя соотношение (2.24): 

 

Как видно из формулы (7), изображение получается в этом случае 

подобным объекту. 

 

 

 

𝑀(𝜃) = 𝑀0√1 + (𝑀0
2 − 1) 𝑐𝑜𝑠2 𝜃, 

(8) 

𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃′
= √1 + (𝑀0

2 − 1) 𝑐𝑜𝑠2 𝜃, 
(9) 

𝑎 𝑏 

Объект 

Линза 

Детектор 𝜃 
𝜃′ 

𝑠 

𝑠′ 

𝑥 

𝑧 

𝑠∗(𝑠′) 

𝑓 

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  

0 

−𝑠0 

𝑠0 
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3.2. Трехмерный случай 

 

Можно убедиться, что в 3D-геометрии (см. рисунок 30) соответствующие 

выражения имеют вид: 

 

В формуле (10) распределения 𝐼(𝑠′, 𝑦′) и 𝐼0(𝑠, 𝑦) соответствуют 

интенсивностям в плоскостях объекта и изображения, величины 𝑀(𝑠′) и 𝑠∗(𝑠′) 

совпадают с (2) и (3) соответственно. Вывод приближенной формулы (10) приведен 

в Приложении 4. 

Если распределение объекта 𝐼0(𝑠, 𝑦) задано вблизи оптической оси в 

интервале   𝑠 ∈ (−𝑠0, 𝑠0), тогда при выполнении условия (5) справедливо (6) и 

можно записать в этом случае (10) в виде: 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                    

Рисунок 30. Оптическая схема для получения уменьшенных изображений в трехмерном 

случае. 

𝐼(𝑠′, 𝑦′) =
1

𝑀2(𝑠′)
𝐼0 [𝑠

∗(𝑠′),
𝑦′

𝑀(𝑠′)
], 

(10) 

𝐼(𝑠′, 𝑦′) =
1

𝑀0
2 𝐼0 [

𝑠′

𝑀(𝜃)
,
𝑦′

𝑀0
], 

(11) 

𝑥 

𝑧 

𝜃 

�⃗�  

  

𝑠′ 

𝑠 

𝜃′ 

𝑦′ 

𝑦 
𝑦 

𝜓 
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где 𝑀(𝜃) задано в (8). Таким образом, по оси s´ увеличение равно 𝑀(𝜃), а по оси 

y´ - 𝑀0. Приведем также формулу для 𝑀(𝜃,𝜓) – увеличения вдоль направления, 

заданного в плоскости объекта углом ψ (см. рисунок 30): 

 

Формулы (11) и (12) обобщают результаты (7) и (8) на трехмерный случай. 

 

3.3. Получение уменьшенных изображений 

 

Рассмотрим ситуацию, при которой 𝑀0 ≪ 1 т.е. 𝑏 ≪ 𝑎. Качественно этот 

случай изображен на рисунке 29. 

Приведем результаты расчета оптической схемы, обеспечивающей 

эффективное отражение излучения 13.9 нм на шаблон и в тоже время близкое к 

нормальному падение излучения на детектор, обеспечивающее эффективное 

поглощение, а также найдем ее разрешение. 

Параметры были подобраны следующим образом: угол падения на шаблон 

(угол отражения от шаблона такой же) θ = 0.14 рад, фокусное расстояние линзы 

 f = 1 мм, расстояние от центра шаблона до линзы 𝑎 = 16.3 мм, расстояние от линзы 

до центра изображения 𝑏 = 1.07 мм, увеличение в направлении 𝑠 𝑀(𝜃) = 0.01, 

увеличение в направлении y 𝑀0 = 0.065, угол падения на детектор 𝜃′ = 1.14 рад, 

размеры шаблона в виде прямоугольника (см. рисунок 31) 200×400 мкм2 (s0 = 250 

мкм). Поле внутри прямоугольника равно 1, вне его 0. 

В результате численного моделирования было получено изображение 

(рисунок 32), которое не содержит различимых искажений формы и распределения 

интенсивности объекта. 

 

𝑀(𝜃,𝜓) = 𝑀0√1 + (𝑀0
2 − 1) 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑐𝑜𝑠2 𝜓 . 

(12) 
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Рисунок 31. Распределение интенсивности тестового объекта – прямоугольника. 
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Рисунок 32. Распределение интенсивности на детекторе после прохождения излучения 

через оптическую схему. 
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Данный объект в виде прямоугольника специально был выбран, чтобы с 

помощью него найти разрешение этой оптической системы. Для количественной 

оценки разрешения был применен метод 10% - 90% [13]. Распределение 

интенсивности на рисунке 33 отвечает горизонтальной линии на рисунке 32. Также 

на рисунке 33 проведены два уровня – 10% и 90%. Получается по две точки 

пересечения линии интенсивности с каждым из этих 2-х уровней, обозначим 

координаты s этих точек как 𝑠𝑖,10% и 𝑠𝑖,90%, 𝑖 = 1,2. После чего прямоугольник 

сдвигался по оси 𝑠, и аналогичным образом находились координаты 𝑠𝑖,10% и 𝑠𝑖,90% 

точек пересечения графика интенсивности с линиями уровня уже для 𝑖 = 3,4. Всего 

прямоугольник сдвигался вдоль оси 𝑠 10 раз на одно и то же расстояние, так, что 

левая граница прямоугольника в конечном положении имела координату 𝑠 = 0 (см. 

рисунок 31). Далее был построен график Δ от 𝑠 по 20 точкам (рисунок 34 (а)), 

соответствующим «сторонам изображения прямоугольника» (2 «стороны» у 

каждого из 10 изображений прямоугольников), где ∆𝑖= |𝑠𝑖,10% − 𝑠𝑖,90%|, а  𝑠𝑖 =

(𝑠𝑖,10% + 𝑠𝑖,90%)/2. 

 

Рисунок 33. Нормированное распределение интенсивности, соответствующее 

горизонтальной линии на рисунке 32. 
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Рисунок 34 (а). Определение разрешения по оси s методом 10% - 90%. 

 

Δ как раз и принимается в данном методе как разрешение. Таким образом, для оси 

s при значении апертуры NA=0.3 Δ ≈ 20 нм, при NA=0.2 Δ ≈ 30 нм, а для NA=0.1 

Δ≈60 нм, что хорошо согласуется с известным законом Δ~1/NA (поскольку во всех 

трех случаях ΔNA≈6). 

Таблица 2. Зависимость разрешения Δ от числовой апертуры NA. 

 

 

 

 

Сдвигая прямоугольник, изображенный на рисунке 31, в большем диапазоне 

значений координаты 𝑠 , можно получит график, на котором была бы видна граница 

поля зрения такой оптической системы (см. рисунок 34 (б), таблицу 3). 

NA Δ, нм 

0.1 60 

0.2 30 

0.3 20 
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Рисунок 34 (б). Определение разрешения по оси s методом 10% - 90%. 

 

Таблица 3. Размер поля зрения в зависимости от числовой апертуры NA. 

NA d, мкм 

0.1 8 

0.2 16 

0.3 25 

 

Аналогичным образом была рассчитана разрешающая способность схемы по 

оси y (см. рисунок 35). 

 Для оси y при значении апертуры NA= 0.3 Δ ≈ 20 нм, при NA= 0.2 Δ ≈ 30 нм, 

а для NA= 0.1 Δ ≈ 60 нм, что хорошо коррелирует с известным законом Δ~1/NA. 

Искажения, вносимые линзой с конечной апертурой, можно разделить на 2 

вида: во-первых, это равномерное размытие изображения, полученного идеальной 

линзой, и во-вторых, геометрическая тень конечной апертуры. На рисунке 34 (a) 

присутствует только равномерное размытие, тогда как на рисунке 34 (б) показаны 

оба этих вида искажений.  Проведенный анализ показал, что использование 
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Рисунок 35. Определение разрешения по оси y методом 10% - 90%. 

 

когерентного излучения на длине волны 13.9 нм позволяет получать уменьшенные 

изображения при освещении масок под скользящими углами. При этом возможно 

получение наноструктур с деталями размером 20 ÷ 30 нм. Дифракция и наклон 

объекта никаких видимых искажений в подобие маски и ее изображения не вносит. 

 

3.4. Обсуждение результатов и выводы по главе 

 

Таким образом, предложен новый метод литографии с отражающей маской. 

Он допускает наклонное освещение шаблона когерентным пучком под углом 

меньше критического. Достоинством метода является возможность применения 

наклонных масок в широком диапазоне длин волн, в частности, вне досягаемости 

многослойной рентгеновской оптикой нормального падения. Например, при 

использовании лазеров на свободных электронах в диапазоне длин волн 4-0.1 нм 

[94]. 
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Глава 4. Оптическая схема с увеличением (микроскопия) на 

отражении при скользящих углах падения 

 

В этой главе представлена оптическая схема рентгеновского микроскопа, 

работающего на отражении от объекта под скользящими углами. С помощью 

численного моделирования выполнены оценки пространственного разрешения и 

поля зрения. 

Все содержание параграфов 3.1 и 3.2 справедливо как для получения 

уменьшенных изображений (M(θ) < 1), что можно использовать, например, для 

литографии, так и для получения увеличенных (M(θ) > 1) изображений 

(микроскопии). Существенное различие между ними заключается в угле 

скольжения пучка по отношению к записывающей среде. В литографии он 

увеличивается θ' > θ, а в микроскопии уменьшается θ' < θ.  

 Как отмечалось выше, это создает дополнительную проблему. 

Действительно, излучение падает на детектор под углами, меньшими, чем на 

объект и, следовательно, будет отражаться вместо того, чтобы поглощаться 

(качественно эта ситуация представлена на рисунке 36). Эта проблема требует 

специального рассмотрения.  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 36. Оптическая схема для получения увеличенных изображений. 

Детектор 

𝑎 𝑏 

Объект 
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𝜃′ 

𝑠 

𝑠′ 
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𝑧 𝑠∗(𝑠′) 

𝑓 
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4.1. 2D – геометрия 

 

Схема предлагаемого микроскопа изображена на рисунке 37. Излучение 

отражается от поверхности наклонного образца 1 и проходит через линзу 2. При 

этом формируемое линзой промежуточное изображение в приближении 

геометрической оптики получается на плоскости, оптически сопряженной с 

плоскостью объекта. Другими словами, объект и изображение лежат на луче, 

проходящем через линзу (см. рисунок 37). Как было показано в [A4], в 

параксиальной оптике это приближенно остается справедливым и для когерентных 

изображений.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 37. Оптическая схема микроскопа (двумерный случай): 1 – объект; 2 и 4 – линзы; 

3 – дифракционная решетка (фазовый экран); 5 – изображение (детектор). Плоскости объекта и 

дифракционной решетки являются оптически сопряженными относительно линзы 2, а плоскости 

решетки и изображения – оптически сопряженными относительно линзы 4. 

 

Если поместить детектор в плоскости изображения, то угол скольжения 𝜃′ по 

отношению к нему равен (2.24):  

5 

4 
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где 𝑀0 = 𝐿2/𝐿1 – увеличение вертикально расположенного объекта. Увеличение 

M(θ) наклонного объекта определяется формулой (3.8): 

 

 

которая, как показано в [A2], может быть получена путем преобразования 

амплитуды поля когерентного пучка. 

Нетрудно проверить, что при больших значениях увеличения M(θ): 

 

т.е. по меньшей мере M0 > 1. Отсюда с учетом (1) следует, что θ' < θ. То есть 

плоскость изображения располагается под углом еще меньшим, чем образец. Это 

обстоятельство крайне нежелательно из-за полного внешнего отражения не только 

от образца, но и от детектора.
 

Избежать этого можно, поместив в плоскость s´ дифракционную решетку 3, 

направляющую пучок в перпендикулярном (к решетке) направлении (рисунок 37). 

Наконец, линза 4 переносит промежуточное изображение при нормальном падении 

на детектор 5. 

Промежуточное изображение, его увеличение и положение определяется 

соотношениями из параграфа 3.1: 

 

 

 

 

𝑡𝑔𝜃′ =
1

𝑀0
𝑡𝑔𝜃 

(1) 

𝑀2(𝜃) = 𝑀0
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 +𝑀0

4 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 (2) 

𝑀0 ≈ √
𝑀(𝜃)

𝑐𝑜𝑠 𝜃
 , 

(3) 

𝐼(𝑠′) =
1

𝑀0
𝐼0 [

𝑠′

𝑀(𝜃)
] , где 

(4) 

𝑀(𝜃) = 𝑀0

𝑠𝑖𝑛 𝜃

sin 𝜃′
  , 

(5) 



76 
 

 
 

 

                       

𝑀(𝜃) - увеличение, 𝑓1 - фокусное расстояние линзы 2, 𝐼(𝑠′) и 𝐼0(𝑠) - интенсивности 

промежуточного изображения и объекта. 

Таким образом, схема предлагаемого микроскопа состоит из двух частей, 

разделённых дифракционной решёткой. Выбор длины волны и геометрия каждой 

из них определяется конкретной задачей и имеющимися оптическими элементами. 

Задача первой части схемы, состоящей из объекта 1, линзы 2 и решетки 3, в том, 

чтобы развернуть излучение так, чтобы его можно было далее уже легко увеличить 

и записать. При этом значение увеличения 𝑀(𝜃) на данной части оптической схемы 

принципиальной роли не играет. После решетки 3 излучение проходит через линзу 

4 и падает нормально на детектор 5. Детектор находится на сопряженной с 

плоскостью решетки относительно линзы 4 плоскости. Это вторая часть 

оптической схемы. Она, собственно, окончательно и формирует увеличенное 

изображение [A3]. В видимом диапазоне длин волн похожие оптические схемы 

применяются в голографии [95-99].  

 

4.2. 3D – геометрия 

 

Приведем соответствующие выражения для трехмерного случая. 

Распределение интенсивности промежуточного изображения (см. рисунок 38) 

определяется выражением [A2]: 

где 𝑀(𝜃), 𝑀0 и соотношения между углами 𝜃 и 𝜃′ определяются так же, как и в 

двумерной геометрии формулами (5) и (6).  

1

𝐿1
+
1

𝐿2
=
1

𝑓1
 ,     𝑡𝑔𝜃′ =

1

𝑀0
𝑡𝑔𝜃, 𝑀0 =

𝐿2
𝐿1
,   

(6) 

𝐼(𝑠′, 𝑦′) =
1

𝑀0
2 𝐼0 [

𝑠′

𝑀(𝜃)
,
𝑦′

𝑀0
] ,  

(7) 
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Таким образом, по оси s´ увеличение равно 𝑀(𝜃), а по оси 𝑦′ - 𝑀0. Приведем 

также формулу для 𝑀(𝜃, 𝜓) – увеличения вдоль направления заданного в плоскости 

объекта углом 𝜓 (см. рисунок 38): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 38. Оптическая схема микроскопа (трехмерная геометрия): 1 – объект; 2 и 4 – 

линзы; 3 – дифракционная решетка (фазовый экран); 5 – изображение (детектор). Плоскости 

объекта и дифракционной решетки являются оптически сопряженными относительно линзы 2, а 

плоскости решетки и изображения – оптически сопряженными относительно линзы 4. 

 

Формулы (7) и (8) обобщают результаты (4) и (5) на трехмерный случай. 

 

4.3. Численное моделирование 

 

Для оценки пространственного разрешения было проведено численное 

моделирование схемы на рисунке 37 для трехмерного случая (см. рисунок 38). С 

этой целью в плоскости объекта 1 задавалось тестовое распределение поля. Исходя 

из него, двигаясь вдоль оптической оси последовательно, рассчитывались поля в 

𝑀(𝜃,𝜓) = 𝑀0√1+ (𝑀0
2 − 1) 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜓 

(8) 
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плоскостях оптических элементов 2-4 с учетом преобразования поля этими 

элементами. После чего результирующее поле вычислялось в плоскости детектора 

5. 

Для расчета поля на левой поверхности линзы 2, создаваемого тестовым 

распределением в плоскости объекта 1, использовался аналог интеграла Френеля 

для наклонного расположения объекта (АВП - интеграл) [18] в 3-х мерном случае 

(1.64): 

 

Поле на правой стороне линзы получалось как произведение поля на левой 

стороне линзы и множителя, описывающего преобразование линзы: 

где f1 – фокусное расстояние линзы 2.  

Затем для расчетов поля в плоскости промежуточного изображения 3 

применялся обычный интеграл Френеля (1.23). Дифракционная решетка 3, не меняя 

амплитуды медленного поля u, поворачивает направление распространения на угол  

𝜋

2
− 𝜃′, т.е. после прохождения поля через решетку 3 излучение распространяется 

перпендикулярно ей.  

Далее поле на линзе 4 рассчитывалось с помощью обычного интеграла 

Френеля. Линза 4 действует так же, как и линза 2 – по формуле (10), только с 

фокусным расстоянием f2. После чего также с помощью интеграла Френеля 

получалось поле на детекторе. Расчеты поля наклонного объекта (9), так же, как и 

интеграл Френеля, выполнялись методом быстрого преобразования Фурье [42].

 На рисунке 39 представлены результаты расчетов, из которых можно оценить 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑘(𝑥 + 𝑧𝑡𝑔𝜃)

2𝜋𝑖
∫ 𝑑𝑦′∫

𝑢0(𝑦′, 𝑧′)𝑑𝑧′

(𝑧 − 𝑧′)2

𝑧

−∞

∞

−∞

× 

× 𝑒𝑥𝑝 {𝑖𝑘
(𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑥 + 𝑧′𝑡𝑔𝜃)2

2(𝑧 − 𝑧′)
} ,  𝑥 > −𝑧 𝑐𝑜𝑠 𝜃. 

(9) 

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑒
−𝑖𝑘

𝑥2+𝑦2

2𝑓1 , 
(10) 
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влияние угла наклона θ на разрешение оптической системы (рисунок 37). Расчет 

проводился для следующих параметров: λ=13.9нм, NA1=0.025, f1=1мм, NA2=0.025, 

f2=1мм, L1= L2=2f1, L3=1.0127мм, L4=80мм. Объект наклонен под углом 22.5° (б), 

10° (в) и  1° (г) к оптической оси. Размеры составляли: 100×100 мкм2. Для проверки 

слева на рис. 39(а) показаны результаты моделирования изображения 

вертикального объекта. Они мало отличаются от исходного поля в предметной 

плоскости. 

                        

         (а)                                                                  (б)     

                       

                        (в)                                                                   (г) 

Рисунок 39. Тестовый объект в виде звезды (а) и результаты численного моделирования 

изображения объекта для различных углов скольжения пучка: θ = 22.5 (б), 10 (в) и 1 ° (г). 
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Рассмотрим теперь влияние апертуры второй линзы. Расчет проводился для 

следующих параметров: λ=13.9нм, θ=22.50°, NA1=0.025, f1=1мм, f2=1мм, L1= 

L2=2f1, L3=1.0127мм, L4=80мм, при этом для апертуры второй линзы NA2 были 

выбраны значения 0.025, 0.05 и 0.01. Размеры объекта: 100×100 мкм2.  Сравнение 

приведено на рисунке 40. Из него видно, что, как и следовало ожидать, уменьшение 

апертуры приводит к постепенному размытию изображений. 

                           

                     (a)                                                                       (б) 

                            

                     (в)                                                                        (г) 

Рисунок 40. Тестовый объект в виде цифр различного размера, расположенных на разных 

расстояниях от оптической оси (а) и результаты численных расчетов изображения объекта для 

апертур второй линзы NA2 = 0.05 (б), 0.025 (в) и 0.01 (г). 
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Далее на рисунке 42 представлены результаты расчетов, с помощью которых 

можно сравнить схему на рисунке 37 и схему на рисунке 41, описанную в статье 

[2].  

Тестовый объект (рисунок 42 (a)) был рассчитан для схемы на рисунке 37 при 

следующих параметрах λ=13.9нм, NA1=0.025, f1=1мм, NA2=0.025, f2=1мм, L1= 

L2=2f1, L3=1.01мм, L4=80мм, θ=22.50° для рисунка 42 (б) и θ=10° для рисунка 42 

(в). На рисунке 42 (г) показан результат расчета схемы на рисунке 41 при 

следующих параметрах: λ=13.9нм, NA=0.025, f=1мм, L=80мм, L0=1.01мм, 

θ=22.50°.  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 41. Упрощенная оптическая схема эксперимента, описанного в [2]: 1 – образец; 

2 – линза (зонная пластинка Френеля); 3 – детектор. 

 

 

                      

                          (a)                                                             (б) 

2 
�⃗�  

𝑧 

𝑥 

𝐿1 𝐿2 

1 
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                          (в)                                                              (г) 

Рисунок 42. Тестовый объект (а) и результаты численных расчетов для оптических схем, 

представленных на рисунке 37 (б) и (в) и рисунке 41 (г). 

 

4.4. Обсуждение результатов и выводы по главе 

 

Отметим, что оптические элементы – линзы и дифракционная решетка, 

которые присутствуют в данной схеме и для которых проводилось численное 

моделирование, считались идеальными и характеризовались фазовыми экранами. 

В случае реальной решетки, естественно, ее изображение частично наложится на 

изображение объекта. Можно сказать, что решетка освещается промежуточным 

изображением. Искажение результирующего изображения в плоскости 𝑠′′ будет 

невелико, если характерный размер деталей промежуточного изображения больше, 

чем период решетки. Поэтому если на характерный размер элемента 

промежуточного изображения δ, которое получается на входной поверхности 

решетки, приходится много периодов, т.е. δ > d, то итоговое изображение несильно 

исказится рельефом или структурой решетки. Однако, если этот элемент 

изображения сравним по длине с периодом решетки, то появятся существенные 

искажения.  Что же касается периода решетки d, то согласно основной формуле для 

дифракционной решетки: 
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Отсюда, появляется дополнительное ограничение на размер δ элемента 

изображения на решетке: δ ≥ λ. 

Таким образом, в настоящей работе предложена оптическая схема 

отражательного рентгеновского микроскопа, работающего при скользящих углах 

падения излучения на объект. Тем самым, снимаются ограничения, связанные с 

низкой отражательной способностью исследуемых образцов. Оптическая схема 

включает два фокусирующих элемента и дифракционную решетку, 

обеспечивающую нормальное падение пучка на детектор. Предложенный 

микроскоп обладает значительно большим полем зрения по сравнению с 

простейшей схемой, основанной на одном оптическом элементе (зонной пластинке 

в случае [2]). Модельные расчеты и сравнение с экспериментом выполнены для 

длины волны λ=13.9 нм лабораторных рентгеновских лазеров. 

Результаты работы могут представлять интерес для исследования 

поверхностей на наноуровне11, а также субмикронной диагностики электронных 

пучков по переходному излучению в ВУФ диапазоне. 

 

 

 

 

 

 

 

 
11 В этом случае подобный микроскоп может быть сопряжен с другими рентгеновскими методами исследований 

образцов при скользящем падении. 

𝑑 =
𝑛𝜆

cos 𝜃′
 . 

(11) 
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Заключение 

 

1. С помощью полученного ранее Артюковым, Виноградовым и Поповым 

дифракционного интеграла, найдено оптическое преобразование, 

определяющее ориентацию, амплитуду и фазу изображений плоских 

наклонных объектов. Данное оптическое преобразование позволяет 

моделировать получение изображения фазовых объектов. 

2. Методами волновой оптики аналитически и численно показано, что 

наилучшее качество изображения наклонного объекта достигается на 

наклонной плоскости, оптически сопряженной с плоскостью расположения 

объекта, и получена формула, связывающая амплитуду и, что особенно 

важно, фазу полей на объекте и детекторе в двумерном и трехмерном 

случаях.   

3. В рамках предложенного теоретического подхода рассмотрена практически 

важная для освоения новых диапазонов рентгеновских волн схема 

оптической литографии с наклонной отражающей маской и освещением 

шаблона рентгеновским когерентным пучком под скользящими углами 

меньше критического угла (0.1 – 20°). Достоинством схемы является 

возможность применения наклонных отражающих масок в диапазоне длин 

волн 0.1 - 50 нм, в том числе, за пределами рабочего спектрального диапазона 

многослойной рентгеновской оптики нормального падения.  

4. Проведён анализ оптической схемы построения отражательного 

рентгеновского микроскопа, работающего при скользящих углах падения 

излучения на плоский объект. Показано, что в такой оптической схеме 

снимаются ограничения, связанные с низкой отражательной способностью 

исследуемых образцов в диапазоне длин волн короче 20 нм. Рассмотренная 

схема обладает равномерной четкостью по всему полю зрения в отличие от 

схемы, основанной на нормальном падении. 
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5. Численное моделирование рассмотренных схем на рабочей длине волны 

излучения 13.9 нм подтвердило возможность получения качественных 

изображений наклонных плоских объектов. Разработанная методика 

позволила определить пространственное разрешение и поле зрения с 

наклонными объектом и детектором. 
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Приложение 1. Таблица коэффициента отражения для 

многослойных зеркал 

Таблица 4. 

Материалы d, нм γ N θ, ° λ, нм R, % 

Mo/Si 6.89 0.34 50 85 12.75 70.9 

Mo/Be 5.74 .42 70 85 11.34 70.2 

Mo/Si 6.89 0.34 50 85 13.45 70.0 

Mo/Si 6.885 0.35 60 88.5 13.42 69.7 

Mo/Si 6.97 0.38 60 85 13.5 69.6 

Mo/Si 6.65 0.4 50 88.5 13.0 69.5 

Mo/Si 6.89 0.38 60 88.5 13.45 68.8 

Mo/Si 6.85 0.41 60 85 13.4 68.7 

Mo/Si 6.82 0.39 60 88.5 13.39 68.7 

Mo/Si 6.5 0.4 50 88.5 12.75 68.6 

Mo/Be 5.8 0.40 70 85 11.4 68 

Mo/Si 7.29 0.36 50 88.5 14.1 67.5 

Mo/Si 6.85 0.41 40 85 13.4 67.5 

Mo2C/Si 6.51 0.4 60 88.5 12.8 66.8 

Mo/Si 6.75 0.45 50 88.5 13.27 66.3 

Mo2C/Si 6.8 0.4 50 85 13.3 66 

Mo/Si 6.8 0.41 40 89 13.2 66 

Mo/Si 6,7 2,7 50 88,5 13,1 64,5 

Mo/Si 6.7 0.40 40 85 13.4 63 

Ru/Be 5.8 0.40 70 85 11.4 63 

Mo/Si 7 0.37 40 85 14 63 

Mo/Si 6.8 0.4 40 85 13.25 63.0 

Mo/Si 7 0.44 45 85 13.4 61 

Mo/Si 6.7 0.45 40 89 13 60 

Zr/Al 9.08 0.4 40 85 17.6 59.3 

Ru/Si 6.8 0.41 40 89 13.1 58 

Ru/Si 7 0.37 40 85 14 55 

Sc/Si 19.1 0.5 10 89 36.5 54 

Rh/Be 6.4 0.41 40 85 12.2 50 

Mo/Sr 5.36 0.36 120 86.4 10.5 48.3 

Mo/Y 5.93 0.41 100 85 11.43 46.1 

SiC/Mg 15.4 0.34 40 88 29.7 41 

Mo/Sr 4.83 0.37 120 86.4 9.4 40.8 

Mo/Y 4.78 0.425 100 87 9.482 38.4 

Ru/C 6 0.40 100 85 12 35 

Mo/Y 4.95 0.51 100 85 9.71 34.7 

Mo/Si 12.5 0.30 15 89 23.6 33 
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Mo/Si 11 0.40 40 89 21 30 

Rh/Si 6.8 0.41 40 89 13.4 29 

Zr/Al 13 0.40 20 85 25.8 28 

B4C/Si 6.8 0.50 70 85 13.1 27.5 

Pd/C 5 0.38 30 85 10.6 27 

Материалы d, нм γ N θ, ° λ, нм R, % 

C/Si 16.8 .32 30 86 30.4 25 

Mo/Sr 4.47 0.41 50 86.4 8.8 23 

Mo/Y 4 0.42 100 85 7.87 21.3 

Os/Si 21.33 0.30 8 90 38 20 

Ru/B4C 3.4 0.41 150 85 6.8 20 

Ru/B4C 3.6 0.39 150 89 7.2 20 

Ru/C 5 0.36 30 85 10.6 19 

Cr/C 3.25 0.4 150 88 6.42 18.9 

FeCrNi/B4C 3.4 0.35 100 89 6.8 16 

Cr/Sc 1.56 0.4 400 85 3.11 15.0 

Cr/Sc 1.56 0.4 400 88.5 3.12 14.8 

Co/C 2.29 0.5 200 85 4.56 14.8 

Cr/Sc 1.57 0.47 600 87.5 3.116 14.6 

Ru/C 4.3 0.40 100 85 8.6 14 

Co/C 5.1 0.37 42 85 10.2 12.5 

Ru/C 3.4 0.41 150 85 6.8 12 

Co/C 4 0.38 80 85 7.8 12 

Pd/B4C 5.8 0.47 50 85 8.5 12 

Cr/C 2.25 0.4 150 85 4.47 11.5 

ReW/C 10 0.30 7 89 20 10 

Mo/B4C 3.4 0.38 150 89 6.7 10 

Mo/B 3.4 0.41 100 85 6.7 9.4 

Co/C 3.2 0.41 75 89 6.4 8.5 

W/C 2.6 0.3 75 87 5.2 7.9 

Cr/C 2.4 0.42 150 85 4.8 7 

Cr/C 2.3 0.32 100 85 4.6 6 

NiCr/C 2.3 0.32 50 85 4.6 6 

W/C 2.3 0.3 75 87 4.5 5.9 

Cr/C 3.25 0.333 50 85 6.46 5.9 

Ge/C 2.3 0.36 200 89 4.6 5 

FeCrNi/C 2.3 0.32 50 85 4.6 5 

Ru/C 2.3 0.39 150 85 4.6 4.5 

Co2C3/C 2.3 0.32 100 85 4.6 4 

W/B4C 2.2 0.32 250 89 4.2 2.8 

Ni/V 1.22 0.45 500 88 2.43 2.7 

Co/C 2.4 0.37 80 85 4.8 2.5 

W/B4C 1.7 0.41 200 85 3.4 1.9 
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Здесь d – толщина слоя, γ –отношение толщины первого (из двух) компонента 

в слое к толщине слоя d, N – число слоев, θ – угол скольжения (отсчитывается от 

поверхности), λ – длина волны, R – коэффициент отражения. 

Данные, приведенные в таблице, получены с помощью сайта 

https://www.cxro.lbl.gov/. А именно, в разделе посвященном многослойным 

зеркалам https://henke.lbl.gov/multilayer/survey.html, были заданы следующие 

параметры: угол скольжения θ может меняться в пределах от 85° до 90°, длина 

волны соответствует энергиям кванта от 10 эВ до 100 кэВ, материалы из которых 

состоит зеркало – произвольные.12  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
12 Помимо представленных в приложении данных таблицы на указанном сайте можно найти 
ссылки на литературу по данным зеркалам, а также имеются сведения в какой организации есть 
образец данного многослойного зеркала. 

https://www.cxro.lbl.gov/
https://henke.lbl.gov/multilayer/survey.html
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Приложение 2а (Функция Грина для вертикального случая) 

 

Возьмем интеграл (1.21)13: 

𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖

𝑝2

2𝑘
𝑤+𝑖𝑝𝑣𝑑𝑝

+∞

−∞

 

(1) 

Сначала заметим, что при 𝑤 = 0  

𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤 = 0) =

1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑝𝑣𝑑𝑝

+∞

−∞

= 𝛿(𝑣), 
(2) 

где 𝛿(𝑣) – дельта-функция. Теперь найдем чему равно 𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) при 𝑤 ≠ 0, для 

этого сначала преобразуем выражение, стоящее в показателе экспоненты, выделив 

полный квадрат по переменной p: 

𝑝2

2𝑖𝑘
𝑤 + 𝑖𝑝𝑣 = − [√

𝑖𝑤

2𝑘
(𝑝 − 𝑘

𝑣

𝑤
)]

2

+
𝑖𝑘

2

𝑣2

𝑤
 

(3) 

Тогда функция 𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) (1) будет иметь вид: 

𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

2𝜋
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤 ∫ 𝑒
−[√

𝑖𝑤
2𝑘
(𝑝−𝑘

𝑣
𝑤
)]

2

𝑑𝑝

+∞

−∞

 

(4) 

Сделав замену 

𝑞 = √
𝑖𝑤

2𝑘
(𝑝 − 𝑘

𝑣

𝑤
) 

(5) 

в (4) получим следующее выражение для функции Грина: 

 

 
13 Данный интеграл также можно вычислить с помощью справочника [100]. 
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𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

𝜋
√
𝑘

2𝑖𝑤
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤 ∙ 𝐼(𝑤);          𝐼(𝑤) = ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

𝛽±

𝛼±

,   где 

(6) 

 

{
𝛽+ = 𝑒

𝑖
𝜋
4 ∙ ∞

𝛼+ = 𝑒
𝑖
5𝜋
4 ∙ ∞

, при     𝑤 > 0               {
𝛽− = 𝑒

𝑖
3𝜋
4 ∙ ∞

𝛼− = 𝑒
𝑖
7𝜋
4 ∙ ∞

, при     𝑤 < 0 

Интеграл 𝐼(𝑤 > 0) по контуру 𝛤1 (рисунок 43) можно заменить интегралом 

по контуру 𝛤4 + 𝛤2 + 𝛤3 : 

𝐼(𝑤 > 0) = ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

𝛤1

= ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

𝛤4+𝛤2+𝛤3

 

(7) 

 

А интеграл 𝐼(𝑤 < 0) по контуру 𝛤5 (рисунок 43) можно заменить интегралом 

по контуру 𝛤6 − 𝛤2 + 𝛤7 : 

𝐼(𝑤 < 0) = ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

𝛤5

= ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

𝛤6−𝛤2+𝛤7

 

(8) 

Интеграл от функции 𝑒−𝑞
2
 вдоль дуг бесконечно большого радиуса 𝛤3, 𝛤4, 𝛤6 и 𝛤7 

равен 0 (на рисунке 43 серым цветом обозначены сектора, внутри которых 

действительная часть показателя подынтегральной экспоненты отрицательна 

(𝑅𝑒(−𝑞2) < 0)). 
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Таким образом интеграл (7) равен:  

𝐼(𝑤 > 0) = ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

𝛤2

= ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

+∞

−∞

= √𝜋, 

(9) 

а интеграл (8) равен:  

𝐼(𝑤 < 0) = ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

−𝛤2

= ∫ 𝑒−𝑞
2
𝑑𝑞

−∞

+∞

= √𝜋 

(10) 

Подставляя полученные результаты (9) и (10) в (6), окончательно получим: 

𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) = {

√
𝑘

2𝜋𝑖𝑤
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤 ,      при  𝑤 ≠ 0

𝛿(𝑣),      при  𝑤 = 0

 . 

(11) 

q 

Γ1 

Γ2 

Γ3 

Γ4 

Рисунок 43. Комплексная плоскость переменной 𝑞. 

 

Γ6 Γ5 

Γ7 

𝛽− 
𝛽+ 

𝛼− 𝛼+ 
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Приложение 2б (Функция Грина для горизонтального случая) 

 

Вычислим интеграл (1.47): 

𝐺г
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑝𝑤+𝑖√−2𝑘𝑝𝑣𝑑𝑝

+∞

−∞

. 
(1) 

Сначала заметим, что при 𝑣 = 0  

𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤 = 0) =

1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑝𝑤𝑑𝑝

+∞

−∞

= 𝛿(𝑤), 
(2) 

где 𝛿(𝑤) – дельта-функция. Теперь найдем чему равно 𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) при 𝑣 > 0 и 𝑤 ≠

0. Для этого сначала произведем замену  𝑝 = −𝑡2 : 

𝐺г
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

𝜋
∫ 𝑡𝑒−𝑖𝑡

2𝑤+𝑖√2𝑘𝑡𝑣𝑑𝑡

∞

∞∙𝑖

 

(3) 

Далее представим функцию Грина как производную от вспомогательной функции 

𝐽: 

𝐺г
(2)(𝑣, 𝑤) =

1

𝜋𝑖√2𝑘

𝜕

𝜕𝑣
𝐽(𝑣,𝑤),    где 

(4) 

 

𝐽(𝑣, 𝑤) = ∫ 𝑒−𝑖𝑡
2𝑤+𝑖√2𝑘𝑡𝑣𝑑𝑡

∞

∞∙𝑖

 

(5) 

После выделения полного квадрата в показателе экспоненты выражение (5) примет 

такой вид: 

𝐽(𝑣, 𝑤) = 𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤 ∫ 𝑒
−[√𝑖𝑤𝑡−√

𝑘𝑖
2
𝑣

√𝑤
]

2

𝑑𝑡

∞

∞∙𝑖

. 

(6) 
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После замены    𝜏 = √𝑖𝑤𝑡 − √
𝑘𝑖

2

𝑣

√𝑤
  выражение для функции 𝐽 

будет следующим: 

𝐽(𝑣, 𝑤) =
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤

√𝑖𝑤
∙ 𝐼(𝑤),     𝐼(𝑤) = ∫ 𝑒−𝜏

2
𝑑𝜏

𝛽±

𝛼±

, где   

 

(7) 

 

{
𝛽+ = 𝑒

𝑖
𝜋
4 ∙ ∞

𝛼+ = 𝑒
𝑖
3𝜋
4 ∙ ∞

, при     𝑤 > 0               {
𝛽− = 𝑒

𝑖
3𝜋
4 ∙ ∞

𝛼− = 𝑒
𝑖
5𝜋
4 ∙ ∞

, при     𝑤 < 0 

 

На рисунке 44 серым цветом обозначены сектора, внутри которых 

действительная часть показателя подынтегральной экспоненты отрицательна 

(𝑅𝑒(−𝜏2) < 0), поэтому 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 44. Комплексная плоскость переменной 𝜏. 

 

𝜏 

Γ2 

Γ5 

Γ4 

Γ1 

Γ3 

𝛽− 

𝛼− 

𝛽+ 𝛼+ 
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∫ 𝑒−𝜏
2
𝑑𝜏

𝛤1

= ∫ 𝑒−𝜏
2
𝑑𝜏

𝛤3

= ∫ 𝑒−𝜏
2
𝑑𝜏

𝛤4

= 0 

(8) 

Поскольку интеграл 𝐼(𝑤) (7) в пределах от  𝛼−  до  𝛽− это интеграл от 

𝑒−𝜏
2
 вдоль 𝛤1  (рисунок 44), то согласно (8): 

𝐼(𝑤) = 0,     при  𝑤 < 0. (9) 

Интеграл 𝐼(𝑤) в пределах от  𝛼+  до  𝛽+ это интеграл от 𝑒−𝜏
2
 вдоль 𝛤2.  Контур 

интегрирования 𝛤2 можно заменить на 𝛤3 + 𝛤2 + 𝛤4, что, учитывая (8), не повлияет 

на результат. Интегрирование же вдоль контура 𝛤3 + 𝛤2 + 𝛤4 в свою очередь 

эквивалентно интегралу от той же функции по контуру 𝛤5  (поскольку у функции 

𝑒−𝜏
2
 нет полюсов), значит: 

𝐼(𝑤) = ∫ 𝑒−𝜏
2
𝑑𝜏

𝛤5

= ∫ 𝑒−𝜏
2
𝑑𝜏

∞

−∞

= √𝜋,     при  𝑤 > 0 

(10) 

Суммируя полученные результаты (9) и (10), получаем: 

𝐼(𝑤) = {√𝜋,       𝑤 > 0
0,          𝑤 < 0

 
(11) 

Таким же образом можно показать, что 

𝐺в
(2)(𝑣 > 0,𝑤 = 0) = 0 (12) 

Подставляя (11) в (7) и (4) и, учитывая (2) и (12), окончательно получим: 

 

𝐺г
(2)(𝑣, 𝑤) =

{
 
 

 
 
√
𝑘

2𝜋𝑖
𝑣
𝑒
𝑖𝑘
2
𝑣2

𝑤

𝑤
3
2

, при     𝑤 > 0,     𝑣 > 0

0, при       𝑤 ≤ 0,     𝑣 > 0

𝛿(𝑤), при     𝑣 = 0

 

(13) 
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 Приложение 3. Соотношения между функциями Грина 

 

Рассмотрим для примера уравнение (1.51): 

Чтобы найти 𝑢(𝑥, 𝑧) достаточно найти функцию Грина 𝐺(𝑥, 𝑥′, 𝑧) для этой задачи: 

тогда 𝑢(𝑥, 𝑧) можно найти следующим образом: 

Действительно, если умножить уравнение и граничное условие (2) на 𝑢0(𝑥
′), 

а затем проинтегрировать по 𝑥′ от −∞ до +∞, то получится, учитывая (3), 

уравнение с граничным условием (1). 

Если, наоборот, известно решение ур-я (1) (этим решением является формула 

(1.68)), то функцию Грина можно найти, выбрав в качестве граничного условия 

𝑢0(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑥
′). Производя соответствующие вычисления, получим выражение 

для функции Грина задачи (1): 

𝐺(𝑥, 𝑥′, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
𝑒
𝑖𝑘
2
(𝑥−𝑥′)2

𝑧 = 𝐺в
(2)(𝑥 − 𝑥′, 𝑧), 

(4) 

где 𝐺в
(2)(𝑣, 𝑤) введенное ранее обозначение (1.21) - (1.22). 

Аналогично можно убедиться в том, что для уравнения (1.69) функцией 

Грина является: 

 

{
(𝜕𝑥

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝑢(𝑥, 𝑧) = 0,    𝑧 > 0

𝑢(𝑥, 𝑧)|𝑧=0 = 𝑢0(𝑥)
 

(1) 

{
(𝜕𝑥

2 + 2𝑖𝑘𝜕𝑧)𝐺(𝑥, 𝑥
′, 𝑧) = 0,    𝑧 > 0

𝐺(𝑥, 𝑥′, 𝑧)|𝑧=0 = 𝛿(𝑥 − 𝑥
′),

 
(2) 

𝑢(𝑥, 𝑧) = ∫ 𝑢0(𝑥
′)𝐺(𝑥, 𝑥′, 𝑧)𝑑𝑥′𝑑𝑦′

+∞

−∞

 

(3) 
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𝐺г
(2)(𝑥, 𝑧 − 𝑧′) =

{
 

 
√
𝑘

2𝜋𝑖
𝑥

𝑒
𝑖𝑘
2
𝑥2

𝑧−𝑧′

(𝑧 − 𝑧′)3/2
,       𝑧 > 𝑧′

0,       𝑧 < 𝑧′

, 

(5) 

где 𝐺г
(2)(𝑣, 𝑤) также ранее введенное обозначение (1.47) – (1.48). А для уравнения 

(1.72) функция Грина будет иметь следующий вид: 

 

𝐺н
(2)(𝑥, 𝑧, 𝑠′, 𝜃) = 

= {√
𝑘

2𝜋𝑖
(𝑥 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃)

𝑒
𝑖𝑘
2
[𝑥−𝑠′ sin𝜃]2

𝑧+𝑠′ cos𝜃

(𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃)3/2
,     𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃 > 0

0,       𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃 < 0

. 

(6) 

Выбрав в формуле (1.23) в качестве граничного условия 𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥 − 𝑥
′) ∙

𝛿(𝑦 − 𝑦′) можно найти вид функции Грина для задачи (1.16): 

𝐺в
(3)(𝑥 − 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧) = 𝐺в

(2)(𝑥 − 𝑥′, 𝑧) ∙ 𝐺в
(2)(𝑦 − 𝑦′, 𝑧). (7) 

Аналогичным образом можно с помощью формулы (1.49) найти функцию 

Грина для задачи (1.31), с учетом (4), (5): 

𝐺г
(3)(𝑥, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′) = 𝐺г

(2)(𝑥, 𝑧 − 𝑧′) ∙ 𝐺в
(2)(𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′) (8) 

Наконец, как следует из (1.64) функцией Грина для ур-я (1.51) является: 

𝐺н
(3)(𝑥, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧, 𝑠′, 𝜃) = 

{
𝑘

2𝜋𝑖
(𝑥 cos 𝜃 + 𝑧 sin 𝜃)

𝑒
𝑖𝑘
2
[𝑥−𝑠′ sin𝜃]2+(𝑦−𝑦′)2

𝑧+𝑠′ cos𝜃

(𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃)2
,       𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃 > 0

0,                                                                 𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃 < 0

. 

(9) 

 

Сравнивая формулы (4), (6) и (9) заметим, что: 



110 
 

 
 

𝐺н
(3)(𝑥, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧, 𝑠′) = 𝐺н

(2)(𝑥, 𝑧, 𝑠′) ∙ 𝐺в
(2)(𝑦 − 𝑦′, 𝑧 + 𝑠′ cos 𝜃). (10) 

Обозначения для функций Грина были выбраны следующим образом: цифра 

в скобках сверху обозначает размерность задачи (2 или 3), а буква снизу (‘в’, ‘г’ 

или ‘н’) – соответственно расположение плоскости / прямой на которой задано 

граничное условие (вертикальное, горизонтальное или наклонное).   

Таким образом, функции Грина для двумерных задач определяются 

формулами (4-6), а для трехмерных задач выражаются через двумерные с помощью 

соотношений (7, 8 и 10). 
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Приложение 4. Вывод преобразования полей в оптической 

системе для прямых и наклонных объектов 

 

Двумерный случай 

 

Рассмотрим пространственную гармонику 𝑒𝑖𝑞𝑠 в плоскости объекта (см. 

рисунок 45): 

{
𝑥 = 𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑧 = −𝑎 − 𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝜃
  , (1) 

 

и определим поле, создаваемое ею за линзой, используя параболическое волновое 

уравнение: 

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥2
+ 2𝑖𝑘

𝜕𝑢(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧
= 0. 

(2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 45. Оптическая система для наклонных объектов. 

 

𝑎 𝑏 

Объект 

Линза 

Детектор 𝜃 
𝜃′ 
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𝑠′ 

𝑥 

𝑧 

𝑠∗(𝑠′) 

𝑓 

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  

0 



112 
 

 
 

Его решением 𝑢1(𝑥, 𝑧) с граничным условием, заданным на наклонном объекте: 

𝑢1(𝑥 = 𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = −𝑎 − 𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝜃) = 𝑒
𝑖𝑞𝑠 (3) 

будет: 

𝑢1(𝑥, 𝑧) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝛼(𝑞)𝑥 − 𝑖
𝛼2(𝑞)

2𝑘
(𝑧 + 𝑎)) , 

(4) 

где 𝛼(𝑞) определяется уравнением: 

𝛼(𝑞) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 +
𝛼2(𝑞)

2𝑘
𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑞 . 

(5) 

Идеальная линза действует, как фазовый множитель 𝑇(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑖𝑘𝑥2

2𝑓
), где 

𝑓 - фокусное расстояние, так что на правой её стороне поле имеет вид:      

𝑢2(𝑥, 𝑧 = 0) = 𝑢1(𝑥, 𝑧 = 0) ⋅ 𝑇(𝑥) (6) 

Поле справа от линзы, оставаясь в рамках параксиального приближения, 

можно найти с помощью интеграла Френеля: 

𝑢2(𝑥, 𝑧) = √
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∫ 𝑑𝑥′𝑢2(𝑥′, 𝑧 = 0)

∞

−∞

𝑒𝑥𝑝 (
𝑖𝑘(𝑥 − 𝑥′)2

2𝑧
) 

(7) 

Подставляя (4) в (6), а затем результат в (7), вычисляя интеграл и проводя 

элементарные преобразования, получим: 

 

𝑢2(𝑥, 𝑧) =
1

𝑖√
𝑧
𝑓
− 1

𝑒𝑥𝑝{𝑖
𝑘𝑥2

2𝑓 (
𝑧
𝑓
− 1)

} × 

(8) 
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× 𝑒𝑥𝑝{
𝑖

𝑧
𝑓
− 1

[−𝛼(𝑞)𝑥 −
𝛼2(𝑞)

2𝑘
𝑎 (
1

𝑓
−
1

𝑎
)(𝑧 −

1

1
𝑓
−
1
𝑎

)]} 

Перепишем (5) в следующем виде: 

𝛼(𝑞) =
𝑞

𝑠𝑖𝑛 𝜃
−
𝛼2(𝑞)

2𝑘

1

𝑡𝑔𝜃
 . 

(9) 

Подставим (9) в (8): 

𝑢2(𝑥, 𝑧) =

𝑒𝑥𝑝{𝑖
𝑘𝑥2

2𝑓 (
𝑧
𝑓
− 1)

}

𝑖√
𝑧
𝑓
− 1

× 

× 𝑒𝑥𝑝

{
 
 

 
 

𝑖
𝑧
𝑓
− 1

[
 
 
 
 

−
𝑞𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝜃
+
𝛼2(𝑞)

2𝑘𝑡𝑔𝜃

(

 
 
𝑥 − 𝑎 (

1

𝑓
−
1

𝑎
) 𝑡𝑔𝜃 (𝑧 −

1

1
𝑓
−
1
𝑎

)

)

 
 

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

 

(10) 

Полученное выражение (10) определяет поле за линзой в форме, удобной для 

дальнейшего рассмотрения.  

Найдем теперь искомое изображение, т.е. поле на плоскости оптически 

сопряженной плоскости объекта. Как отмечено во 2 главе, в 2D-геометрии – это 

луч 𝑠′ на рисунке 23. Уравнение его за линзой имеет следующий вид: 

𝑥 − (𝑧 − 𝑏)𝑡𝑔𝜃′ = 0,   где (11) 

 

 

Уравнение для плоскости (11) можно переписать в параметрическом виде: 

1

𝑎
+
1

𝑏
=
1

𝑓
 ,     𝑡𝑔𝜃′ =

1

𝑀0
𝑡𝑔𝜃, 𝑀0 =

𝑏

𝑎
.   

(12) 
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{
𝑥(𝑠′) = −𝑠′ 𝑠𝑖𝑛 𝜃′

𝑧(𝑠′) = 𝑏 − 𝑠′ 𝑐𝑜𝑠 𝜃′
 

(13) 

 

Подставим параметрическое уравнение (13) в (10), при этом коэффициент 

при 𝛼2(𝑞) в показателе экспоненты (10) окажется, учитывая соотношения (12), 

равным нулю и в итоге получится:  

 

𝑢(𝑠′) = 𝑢2(𝑥(𝑠′), 𝑧(𝑠′)) =

𝑒𝑥𝑝{𝑖
𝑘𝑥2(𝑠′)

2𝑓 (
𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1)
}

𝑖√
𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1

𝑒𝑥𝑝 [
𝑖𝑞𝑠′

(
𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1)
𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃 ′

] 

(14) 

 

Таким образом, поле объекта, заданного виде гармоники 𝑒𝑖𝑞𝑠, переходит в 

(14). Следовательно, поле произвольного объекта: 

𝑢0(𝑠) = ∫ 𝑑𝑞𝑈0(𝑞)𝑒
𝑖𝑞𝑠

∞

−∞

 
(15) 

переходит в плоскости изображения в поле вида: 

𝑢(𝑠′) =
𝑒𝑥𝑝 {𝑖

𝑘𝑥2(𝑠′)
2𝑓𝑀(𝑠′)

}

𝑖√𝑀(𝑠′)
𝑢0[𝑠

∗(𝑠′)], 

(16) 

 

где     𝑠∗(𝑠′) =
𝑠′

𝑀(𝑠′)
𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃′

  ,        𝑀(𝑠′) =
𝑧(𝑠′)

𝑓
− 1. 

(17) 

Формула (16) – главный результат данного раздела – показывает, что 

наклонный объект и его изображение располагаются на одном луче, проходящем 
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через оптическую систему. Она является прямым следствием выражения для поля 

за линзой (10).  

Интенсивность в плоскости изображения 𝐼(𝑠′) = |𝑢0(𝑠′)|
2 будет иметь вид 

[А1,A2]: 

 

Что совпадает с формулой (3.1). 

 

Трехмерный случай 

 

Действуя аналогично 2-х мерному случаю, рассмотрим 3-х мерный случай, 

зададим в виде произведения гармоник 𝑢0(𝑠, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑞𝑠 + 𝑖𝑝𝑦) поле в плоскости 

объекта (см. рисунок 30):  

{
𝑥 = 𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑧 = −𝑎 − 𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝜃
 (19) 

и определим поле, создаваемое ею за линзой, используя параболическое волновое 

уравнение, в 3-х мерном случае параболическое волновое уравнение имеет вид: 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 2𝑖𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0. 

(20) 

Легко убедиться, что решением уравнения (20) с граничным условием: 

𝑢(𝑥 = 𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑦, 𝑧 = −𝑎 − 𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝜃) = 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑞𝑠 + 𝑖𝑝𝑦) (21) 

заданным на наклонном объекте, является:  

𝐼(𝑠′) =
1

|𝑀(𝑠′)|
𝐼0[𝑠

∗(𝑠′)], 
(18) 
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𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑥𝑝 {𝑖𝛼𝑥 + 𝑖𝛽𝑦 − 𝑖
𝛼2 + 𝛽2

2𝑘
(𝑧 + 𝑎)}, 

(22) 

где величины 𝛽 и 𝛼 = 𝛼(𝑞, 𝑝) определяются уравнениями: 

𝛽 = 𝑝,           𝛼(𝑞, 𝑝) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 +
𝛼2(𝑞, 𝑝) + 𝑝2

2𝑘
𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑞. 

(23) 

Идеальная линза в 3-х мерном случае действует, как фазовый множитель 

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑝{−𝑖𝑘(𝑥2 + 𝑦2)/(2𝑓)}, где f - фокусное расстояние, так что на правой 

её стороне поле имеет вид:      

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0) = 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0) ⋅ 𝑇(𝑥, 𝑦) (24) 

 

Поле справа от линзы, оставаясь в рамках параксиального приближения, 

можно найти с помощью интеграла Френеля: 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑘

2𝜋𝑖𝑧
∫ ∫ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′

∞

−∞

𝑢20(𝑥′, 𝑦′)
∞

−∞

𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝑘
(𝑥 − 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2

2𝑧
) 

(25) 

 

Подставляя (22) в (24), а затем результат в (25) и проводя соответствующие 

вычисления и преобразования, получим: 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
1

𝑧
𝑓
− 1

𝑒𝑥𝑝{𝑖
𝑘(𝑥2 + 𝑦2)

2𝑓 (
𝑧
𝑓
− 1)

} × 

× 𝑒𝑥𝑝{
𝑖

𝑧
𝑓
− 1

[−𝛼(𝑞, 𝑝)𝑥 − 𝑝𝑦 −
𝛼2(𝑞, 𝑝) + 𝑝2

2𝑘
𝑎 (
1

𝑓
−
1

𝑎
)(𝑧 −

1

1
𝑓
−
1
𝑎

)]} 

(26) 

Перепишем (23) в следующем виде: 

𝛼(𝑞, 𝑝) =
𝑞

𝑠𝑖𝑛 𝜃
−
𝛼2(𝑞, 𝑝) + 𝑝2

2𝑘

1

𝑡𝑔𝜃
 . 

(27) 
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Подставим (27) в (26): 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
1

𝑧
𝑓
− 1

𝑒𝑥𝑝{𝑖
𝑘(𝑥2 + 𝑦2)

2𝑓 (
𝑧
𝑓
− 1)

} × 

× 𝑒𝑥𝑝{
𝑖

𝑧
𝑓
− 1

[−
𝑞𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝜃
− 𝑝𝑦 +

𝛼2(𝑞, 𝑝) + 𝑝2

2𝑘𝑡𝑔𝜃
{−𝑥 − 𝑎 (

1

𝑓
−
1

𝑎
)(𝑧 −

1

1
𝑓
−
1
𝑎

)}]} 

(28) 

 

Полученное выражение (28) определяет поле за линзой в форме, удобной для 

дальнейшего рассмотрения. Найдем теперь искомое изображение, т.е. поле на 

плоскости, оптически сопряженной плоскости объекта. Уравнение этой плоскости 

имеет следующий вид: 

 

𝑥 − (𝑧 − 𝑏)𝑡𝑔𝜃′ = 0,   где (29) 

 

Уравнение для плоскости (29) можно переписать в параметрическом виде: 

Подставим параметрическое уравнение (31) в (28), при этом коэффициент 

при α2(q,p)+p2  в показателе экспоненты (28) окажется, учитывая соотношения (30), 

равным нулю и в итоге получится:  

𝑢(𝑠′, 𝑦′) = 𝑢2(𝑥(𝑠′), 𝑦(𝑦′), 𝑧(𝑠′)) = (32) 

1

𝑎
+
1

𝑏
=
1

𝑓
 ,     𝑡𝑔𝜃′ =

1

𝑀0
𝑡𝑔𝜃, 𝑀0 =

𝑏

𝑎
.   

(30) 

{

𝑥(𝑠′) = −𝑠′ sin 𝜃′

𝑦(𝑦′) = −𝑦′

𝑧(𝑠′) = 𝑏 − 𝑠′ cos 𝜃′

 

(31) 
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= −

𝑒𝑥𝑝{𝑖
𝑘(𝑥2(𝑠′) + 𝑦′2)

2𝑓 (
𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1)
}

𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1
𝑒𝑥𝑝{

𝑖𝑞𝑠′

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃′ (

𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1)

+
𝑖𝑝𝑦 ′

𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1
}. 

Таким образом, поле объекта, заданного виде гармоники 𝑒𝑖𝑞𝑠+𝑖𝑝𝑦, переходит 

в (32). Тогда поле объекта произвольного вида: 

𝑢0(𝑠, 𝑦) = ∫ ∫ 𝑑𝑞𝑑𝑞𝑈0(𝑞, 𝑝)𝑒
𝑖𝑞𝑠+𝑖𝑝𝑦

∞

−∞

∞

−∞

 
(33) 

переходит в плоскости изображения в поле вида: 

 

Отсюда сразу следует интенсивность поля изображения 𝐼(𝑠′) = |𝑢(𝑠′)|2 в 

виде: 

 

где 𝑠∗(𝑠′) и 𝑀(𝑠′) – определены в (17). 

 

 

 

 

𝑢(𝑠′, 𝑦′) = −

𝑒𝑥𝑝 {𝑖
𝑘(𝑥2(𝑠′) + 𝑦′2)

2𝑓 (
𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1)
}

𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1
𝑢0 [

𝑠′

𝑠𝑖𝑛 𝜃
sin 𝜃′

(
𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1)
,

𝑦′

𝑧(𝑠′)
𝑓

− 1
] 

(34) 

𝐼(𝑠′, 𝑦′) =
1

𝑀2(𝑠′)
𝐼0 [𝑠

∗(𝑠′),
𝑦′

𝑀(𝑠′)
], 

(35) 


