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Введение

Настоящая работа посвящена исследованиям гравитационных кван-
товых состояний в ультрахолодных квантовых системах, а именно, исследо-
ванию гравитационных свойств ультрахолодных атомов антиводорода (ан-
тиатомов) над материальной поверхностью в гравитационном поле Земли.

Основные задачи работы включают в себя развитие теоретической
модели поведения антиатомов в гравитационном поле, нахождение спосо-
бов исследования гравитационных свойств антиматерии (в том числе гра-
витационных состояний атома антиводорода над материальной поверхно-
стью), которые позволят определить величину гравитационной массы ан-
тиводорода с высокой точностью. Прикладной аспект работы связан с воз-
можностью использования полученных результатов для исследования вза-
имодействия антиатомов с поверхностью.

Серия экспериментов по изучению гравитационных свойств различ-
ных объектов была начата Галилеем четыреста лет назад, изучение пове-
дения антиатомов в гравитационном поле — это новый, современный шаг
в исследованиях. Гравитационные свойства антиматерии являются неизу-
ченной областью и, несмотря на косвенные наблюдения, основанные на
положениях Стандартной модели и принципе эквивалентности, они до сих
пор не исследованы непосредственно. Сложность заключается в слабости
гравитационного взаимодействия и малом количестве атомов антиводоро-
да, синтезируемом в лаборатории.

В контексте общей теории относительности принцип эквивалентно-
сти Галилея часто называют слабым принципом эквивалентности. Слабый
принцип эквивалентности неоднократно проверялся для макроскопических
тел [1–3]. Ввиду сложности объединения квантовой механики с теорией
гравитации, огромный интерес представляет исследование гравитационных
свойств квантомеханических объектов, таких как элементарные частицы и
атомы: проверка принципа проводилась для нейтронов, а именно, с по-
мощью интерференционных методов измерялось ускорение свободного па-
дения [4; 5], и для атомов [6–9]. Для антиатомов подобные эксперименты
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являются новыми, и они представляют особый интерес, так как позволят
проверить гравитационную эквивалентность частиц и античастиц.

Задача исследования гравитационных свойств антивещества на тео-
ретическом уровне, как и любое исследование, затрагивающее самые фун-
даментальные законы природы — в данном случае речь идёт о проверке
справедливости слабого принципа эквивалентности для антивещества, —
является актуальной сама по себе, но, кроме того, сейчас работы в этом
направлении представляются весьма перспективными в связи с недавними
успехами в получении и стабилизации атомов антиводорода [10;11] (ЦЕРН,
эксперимент ALPHA). В настоящее время в ЦЕРНе реализуются проекты,
в программу которых входит изучение гравитационных свойств антиве-
щества и проверка выполнения принципа CPT-инвариантности с высокой
точностью — ATHENA-ALPHA, ATRAP и AEGIS [12–18].

Проект ЦЕРНа GBAR (Gravitational Behaviour of Antihydrogen at
Rest, «Гравитационное поведение антиводорода в покое») посвящен одному
из наиболее актуальных фундаментальных вопросов физики низких энер-
гий — экспериментальному изучению гравитационных свойств антимате-
рии [19]. Целью проекта GBAR является проведение проверки принципа
эквивалентности для антиматерии с помощью измерения ускорения сво-
бодного падения ультрахолодных атомов антиводорода. На первом этапе
планируется достижение точности измерения выше, чем один процент, в
долгосрочной перспективе предполагается достижение более высокой точ-
ности с помощью использования гравитационных квантовых состояний ан-
тиводорода.

Предметом настоящего исследования является поведение атомов ан-
тиводорода в гравитационных квантовых состояниях над материальной
поверхностью в гравитационном поле Земли. Существование подобных
гравитационных состояний для нейтронов было доказано эксперименталь-
но [20–22]. Что касается атомов антиводорода, то существование гравита-
ционных состояний для них кажется на первый взгляд невозможным из-
за аннигиляции на материальной поверхности. Проведение исследования,
описанного в работе, становится возможным благодаря явлению квантово-
го отражения, которое препятствует аннигиляции ультрахолодных атомов
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антиводорода на материальной поверхности и позволяет атомам антиво-
дорода находится в гравитационных состояниях в течение конечных вре-
мен. Квантовое отражение возникает, когда квантовая волна попадает в
область, где потенциал (в нашем случае — потенциал притяжения, опи-
сывающий взаимодействие антиатома с поверхностью) резко и быстро ме-
няется. Это явление исследовалось теоретически для потенциала Ван-дер-
Ваальса [23–26], экспериментально оно впервые наблюдалось для атомов
водорода и гелия [27–29], а позже и для ультрахолодных атомов и молекул
над поверхностями [30–33]. В последние годы квантовое отражение изу-
чалось также для антивещества [12; 34; 35], так как оно должно сыграть
ключевую роль в экспериментах с атомами антиводорода [36–38]. Отно-
сительно большое время жизни атомов антиводорода в гравитационных
состояниях, обеспечиваемое явлением квантового отражения, открывает
новые перспективы в высокоточной спектроскопии этих состояний и в воз-
можности проверки слабого принципа эквивалентности для антиводорода.

Целями данной работы являются:
1. Теоретическое исследование методов изучения гравитационных

свойств антиматерии. В том числе изучение возможности наблю-
дения гравитационных квантовых состояний атомов антиводорода
при помощи резонансного индуцирования переходов между ними
различными способами.

2. Предложение эксперимента по прецизионному определению вели-
чины гравитационной массы антиводорода.

3. Исследование особенностей рассеяния антиводорода на проводя-
щей поверхности, а также на других различных поверхностях. По-
иск оптимальной отражающей поверхности для исследования гра-
витационных свойств антиводорода.

Научная новизна:
1. В работе предложен новый подход к исследованию гравитацион-

ных свойств антиводорода. Подход основан на резонансной спек-
троскопии гравитационных состояний атома антиводорода в гра-
витационном поле Земли над проводящей поверхностью.
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2. В работе изучается целый ряд эффектов, приводящих к погреш-
ностям в определении гравитационной массы антиводорода в пла-
нируемых прецизионных экспериментах ЦЕРНа, которые до этого
не были исследованы. А именно, новыми являются:

(a) исследование сдвига резонансной частоты за счет дина-
мического эффекта Штарка, то есть частоты, при ко-
торой наблюдается максимум вероятности перехода из
одного гравитационного состояния в другое. Сдвиг ча-
стоты обусловлен предложенным методом спектроско-
пии (влиянием переменного неоднородного магнитного
поля или влиянием вибрации поверхности).

(b) исследование механизма возможного «разрушения» гра-
витационных квантовых состояний антиводорода под
действием остаточных электрических полей от электри-
ческих зарядов, случайно распределенных по поверхно-
сти зеркала.

(c) изучение эффекта зависимости сдвигов гравитационных
уровней и ширин гравитационных состояний от энергии
(номера) квантовых состояний для атома антиводорода.
Впервые получено численное значение эффективного ра-
диуса рассеяния антиводорода на проводящей поверхно-
сти.

3. Впервые проведено детальное исследование явления рассеяния ан-
тиводорода на проводящей и других поверхностях. В частности,
проведено исследование рассеяния на проводящей поверхности, по-
крытой пленкой жидкого гелия, наличие которой приводит к су-
щественному увеличению времени жизни антиатома над поверх-
ностью и повышает точность эксперимента по измерению гравита-
ционной массы.

Теоретическая и практическая значимость
1. Полученные в работе результаты служат основой для прецизион-

ного эксперимента по наблюдению квантовых состояний антиво-
дорода в гравитационном поле Земли, получению величины гра-
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витационной массы с высокой точностью (эксперимент GBAR в
ЦЕРНе). На основе этих результатов может быть осуществлена
проверка слабого принципа эквивалентности, состоящего в том,
что гравитационная и инертная массы совпадают. Прецизионный
тест принципа эквивалентности представляет фундаментальный
интерес. Извлечение как можно более точного значения гравита-
ционной массы антиводорода с помощью данных резонансной спек-
троскопии состояний антиатома в гравитационном поле Земли поз-
волит провести этот тест. Необходимо отметить, что подобные опы-
ты крайне сложно ставить с антипротонами, поскольку силы, вы-
званные случайными электрическими полями, намного превосхо-
дят гравитационную силу. Это обстоятельство повышает научную
ценность опытов с антиводородом.

2. Исследования антиводорода могут быть интересны с точки зрения
возможности объединения квантовой механики с теорией гравита-
ции при создании единой теории взаимодействий, а также в реше-
нии проблемы барионной асимметрии Вселенной.

3. Наблюдение гравитационных состояний антиводорода открывает
перспективы для исследования дополнительных (кроме ньютонов-
ских) сил взаимодействия между антиатомами и поверхностью (из-
за малости энергий состояний ∼ 10−12 эВ) на масштабах расстоя-
ний от нескольких до 100 микрон (т.н. пятой силы, порождаемой
обменом гипотетическими лёгкими бозонами).

Личный вклад. Все представленные в диссертации оригинальные
результаты получены лично автором или при его непосредственном уча-
стии.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Развитие теоретической модели поведения атома антиводорода в

гравитационном поле Земли вблизи проводящей поверхности.
2. Метод наблюдения квантовых гравитационных состояний антиво-

дорода при помощи индуцирования резонансных переходов между
ними.
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3. Принципиальная схема эксперимента для прецизионного опреде-
ления гравитационной массы антиводорода.

4. Рассмотрение возможных эффектов, учет которых необходим для
оценки точности прецизионного эксперимента ЦЕРНа (GBAR/AD-
7) по определению гравитационной массы антиводорода и для воз-
можности наблюдения гравитационных квантовых состояний ан-
тиводорода.

Высокая степень достоверности полученных результатов обеспе-
чивается детальностью проведенного исследования и сравнением результа-
тов, полученных различными способами. Проведенные вычисления вклада
динамического эффекта Штарка в сдвиг резонансной частоты и соответ-
ственно в извлекаемую из неё гравитационную массу антиводорода, а также
другие результаты, проверялись сравнением аналитических и численных
расчетов.

Апробация работы. Основные результаты работы докладыва-
лись на следующих конференциях [39–42]: Международная сессия-
конференция секции ядерной физики ОФН РАН «Физика фундаменталь-
ных взаимодействий» (Москва, Россия, 2012 г.), V Всероссийская моло-
дежная конференция по фундаментальным и инновационным вопросам
современной физики (Москва, Россия, 2013 г.), 2nd International Workshop
on Antimatter and Gravity (WAG 2013, г. Берн, Швейцария, 2013 г.), The
34th International Cosmic Ray Conference (ICRC 2015, г. Гаага, Нидерланды,
2015 г.). Полученные результаты непосредственно учитываются при поста-
новке эксперимента GBAR/AD-7 (ЦЕРН) по определению гравитационной
силы, действующей на антиводород, и проверке слабого принципа эквива-
лентности.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 6 печатных изданиях [43–48], 4 из которых изданы в журналах, реко-
мендованных ВАК и проиндексированных в базах данных Web of Science
и SCOPUS [43–46].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, че-
тырех глав, заключения и трех приложений. Полный объём диссертации
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составляет 102 страницы с 16 рисунками и 6 таблицами. Список литерату-
ры содержит 76 наименований.

В Главе 1 рассматриваются долгоживущие квантовые состояния ан-
тиводорода над проводящей поверхностью в гравитационном поле Земли.

Глава 2 посвящена способу индуцирования резонансных переходов
между квантовыми гравитационными состояниями антиводорода. Индуци-
рование переходов происходит под действием градиента магнитного поля,
осциллирующего с частотой, равной частоте перехода между гравитаци-
онными состояниями, или под действием вибрации поверхности. Изуча-
ются возможные эксперименты по определению частот переходов между
гравитационными уровнями антиводорода. Показано, как знание частоты
перехода между гравитационными уровнями позволит получить гравита-
ционную массу антиводорода с высокой точностью.

В Главе 3 исследуется эффект сдвига резонансной частоты (динами-
ческий эффект Штарка), обусловленный используемым спектроскопиче-
ским методом, и его влияние на определение гравитационной массы ан-
тиводорода. Величина описанного эффекта оценена численно с помощью
точного решения временного уравнения Шредингера и аналитически с по-
мощью формализма квазиэнергий.

В Главе 4 подробно рассматривается явление квантового отражения,
которое препятствует аннигиляции ультрахолодных атомов антиводорода
на материальной поверхности и позволяет хранить атомы антиводорода в
гравитационных состояниях в течение конечных времен. Изучаются раз-
личные ложные эффекты, которые необходимо учесть для правильного
анализа результатов эксперимента по определению гравитационной мас-
сы. Проводится теоретическая оценка точности измерения гравитационной
массы в эксперименте с учетом различных источников ошибок.
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Глава 1. Долгоживущие квантовые гравитационные состояния
атома антиводорода

Атом антиводорода в гравитационном поле Земли. Спектральные
свойства и время жизни гравитационных состояний антиводорода

Будем рассматривать атомы антиводорода (антиатомы) в гравитаци-
онном поле Земли над идеально проводящей поверхностью. Предметом ис-
следования являются ультрахолодные антиатомы с температурами ниже,
чем 10−5 K. Гравитационное поле Земли описывается линейным потенциа-
лом 𝑊 (𝑧) = 𝑀𝑔𝑧, где 𝑧 — высота антиводорода над поверхностью.

Сначала рассмотрим идеальную модельную систему, в которой анти-
атом движется вдоль идеально отражающей поверхности (зеркала) в гра-
витационном поле Земли.

Уравнение Шредингера, описывающее антиводород в гравитацион-
ном поле Земли над зеркалом, с граничным условием полного отражения
на зеркале имеет вид [12]:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜑

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧𝜑 = 𝐸𝜑,

𝜑(0) = 0,

(1.1)

где 𝑚 — инертная масса антиатома, 𝑀 — гравитационная масса. Реше-
ние приведенного уравнения известно — оно представляет собой линейную
комбинацию функций Эйри [12;49] вида:

𝜑(𝑧) = 𝐶1Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝐸

𝜖𝑔

)︂
+ 𝐶2Bi

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝐸

𝜖𝑔

)︂
, (1.2)
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где введены характерная энергия и длина в гравитационном поле:

𝜖𝑔 =

(︂
𝑀 2𝑔2~2

2𝑚

)︂1/3

,

𝑙𝑔 =

(︂
~2

2𝑀𝑚𝑔

)︂1/3

.

(1.3)

Отбрасывая расходящееся на бесконечности решение, из граничного усло-
вия 𝜑(0) = 0 получаем спектр антиводорода в гравитационном поле Земли
над зеркалом — спектр гравитационных квантовых состояний [12]:

𝐸𝑛 = 𝜖𝑔𝜆𝑛, (1.4)

где 𝜆𝑛 — нули функции Эйри с обратным знаком Ai(−𝜆𝑛) = 0.
С учетом условия нормировки собственные функции атома антиво-

дорода в такой системе примут вид [12]:

𝜑𝑛(𝑧) =
Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
√︀
𝑙𝑔Ai′(−𝜆𝑛)

. (1.5)

Классические точки поворота для антиводорода над зеркалом в гра-
витационных состояниях определяются как:

𝑧𝑛 = 𝑙𝑔𝜆𝑛. (1.6)

Соответствующие численные значения характерной гравитационной
энергии и длины составляют 𝜖𝑔 = 0.602 · 10−12 эВ и 𝑙𝑔 = 5.87 мкм. Харак-
терные высоты состояний антиводорода в гравитационном поле составля-
ют десятки микрон, что позволяет легко идентифицировать эти состояния
экспериментально посредством установки детектора на нужную высоту.

В Таблице 1.1 приведены собственные значения (нули функции Эйри
с обратным знаком), энергии гравитационных состояний и классические
точки поворота для антиводорода в гравитационном поле Земли над зер-
калом для первых шести состояний.
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Таблица 1.1
Собственные значения, энергии гравитационных состояний и

классические точки поворота для атома антиводорода в гравитационном
поле Земли над зеркалом

𝑛 𝜆𝑛 𝐸𝑛, пэВ 𝑧𝑛, мкм
1 2.338 1.406 13.73
2 4.088 2.459 24.00
3 5.521 3.320 32.42
4 6.787 4.082 39.85
5 7.944 4.778 46.65
6 9.023 5.427 52.98

Перейдем от модельной идеально отражающей к реальной проводя-
щей поверхности.

На расстояниях меньше нескольких атомных единиц потенциал взаи-
модействия антиводорода с проводящей поверхностью принципиально от-
личается от аналогичного потенциала для водорода. Для антиводорода по-
тенциал является потенциалом притяжения даже на расстояниях меньше
1 а.е. от поверхности и переходит в потенциал поглощения на самой поверх-
ности из-за высокой вероятности аннигиляции. На расстояниях во много
раз больших 1 а.е. потенциал для антиатома оказывается тождественным
потенциалу для обычного атома водорода и определяется индуцирован-
ным диполь-дипольным взаимодействием. Для (анти)водорода потенциал
на больших расстояниях от поверхности имеет вид потенциала Ван-дер-
Ваальса −𝐶3/𝑧

3 и переходит по мере увеличения расстояния в −𝐶4/𝑧
4 за

счет эффектов запаздывания [12;50;51].
На Рис. 1.1 представлен вид потенциала, в котором оказывается ло-

кализован атом антиводорода, движущийся над проводящей поверхностью
в гравитационном поле Земли. На малых расстояниях над поверхностью
ключевую роль играет потенциал взаимодействия с поверхностью Ван-дер-
Ваальса-Казимира-Полдера 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) [50;51], на больших расстояниях доми-
нирует линейный гравитационный потенциал Земли.

Быстроменяющийся характер притягивательного потенциала Ван-
дер-Ваальса-Казимира-Полдера 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) приводит к явлению надбарьерно-
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Рисунок 1.1 — Составной потенциал для атома антиводорода: на малых
расстояниях 𝑧 от проводящей поверхности доминирует потенциал
взаимодействия с поверхностью 𝑉𝐶𝑃 (𝑧), на больших расстояниях

доминирует гравитационный потенциал Земли 𝑀𝑔𝑧.

го квантового отражения [36; 37; 52], которое препятствует аннигиляции
ультрахолодных атомов антиводорода на поверхности [12; 53]. Квантовое
отражение возникает в том случае, когда атом попадет в область, где по-
тенциал быстро меняется по сравнению с длиной волны атома. В результате
вероятность упругого отражения антиводорода в пределе нулевых энергий
стремится к единице [12]. Надбарьерное отражение известно в различных
проблемах квантовой механики [54], а его прямое лабораторное наблюдение
обусловлено прогрессом в получении и детектировании холодных атомов.
Поэтому работы по исследованию квантового отражения ультрахолодных
атомов появились сравнительно недавно [29;30;32].

Атомы антиводорода оказываются в долгоживущих гравитационных
квантовых состояниях, аналогичных состояниям нейтронов [12; 20–22; 50;
55;56], благодаря эффекту квантового отражения на потенциале 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) со
стороны поверхности и удержанию гравитационным полем. Возможности
получения долгоживущих состояний антиатомов, находящихся над прово-
дящей поверхностью, описаны в работах [12;34].

Уравнение Шредингера для антиатома в гравитационном поле Земли
над проводящей поверхностью имеет вид [34]:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
+ (𝑀𝑔𝑧 + 𝑉𝐶𝑃 (𝑧))𝜓 = 𝐸𝜓. (1.7)
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На поверхности (𝑧 = 0) решение уравнения должно удовлетворять усло-
вию полного поглощения, отсутствию отраженной волны (за счет анниги-
ляции).

Из-за различия в характерной длине волны антиатома в гравитацион-
ном поле 𝑙𝑔 = 5.87 мкм и масштабе действия потенциала Ван-дер-Ваальса-
Казимира-Полдера 𝑙𝐶𝑃 =

√
2𝑚𝐶4/~ = 0.003 мкм гравитационное поле сла-

бо влияет на взаимодействие антиатома с поверхностью [34].
На больших расстояниях от поверхности 𝑧 ≫ 𝑙𝐶𝑃 решение уравнения

(1.7) можно записать в виде [34]:

𝜓(𝑧) ∼ Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝐸

𝜖𝑔

)︂
+𝐾(𝐸)Bi

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝐸

𝜖𝑔

)︂
, (1.8)

где коэффициент 𝐾(𝐸) характеризует смешивание двух независимых ре-
шений.

Из условия квадратичной интегрируемости решения на бесконечно-
сти можно получить условие на собственные значения энергии:

𝐾(𝐸𝑛) = 0. (1.9)

На расстояниях от поверхности 𝑙𝐶𝑃 ≪ 𝑧 ≪ 𝑙𝑔 можно пренебречь
влиянием гравитационного потенциала и записать решение в виде [34]:

𝜓(𝑧) ∼ sin (𝑘𝑧 + 𝛿(𝐸)), (1.10)

где волновой вектор 𝑘 =
√

2𝑚𝐸/~, а 𝛿(𝐸) — фазовый сдвиг для антиводо-
рода, отраженного от поверхности, в отсутствии гравитационного поля.

Сшивая решения (1.8) и (1.10), можно получить соотношение между
фазовым сдвигом и функцией 𝐾(𝐸):

𝐾(𝐸) = −tg(𝛿(𝐸))Ai′(−𝐸/𝜖𝑔) − 𝑘𝑙𝑔Ai(−𝐸/𝜖𝑔)
tg(𝛿(𝐸))Bi′(−𝐸/𝜖𝑔) − 𝑘𝑙𝑔Bi(−𝐸/𝜖𝑔)

, (1.11)

где была принята во внимание независимость соотношения от точки сшив-
ки и в качестве точки сшивки использовано значение 𝑧 = 0.
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Подставляя (1.11) в (1.9), можно получить уравнение для модифици-
рованных гравитационных уровней:

tg(𝛿(𝐸𝑛))

𝑘𝑙𝑔
=

Ai(−𝐸𝑛/𝜖𝑔)

Ai′(−𝐸𝑛/𝜖𝑔)
. (1.12)

Данное уравнение эквивалентно граничному условию вида [34]:

𝜑(0)

𝜑′(0)
=

tg(𝛿(𝐸𝑛))

𝑘
. (1.13)

Таким образом, атом антиводорода, локализованный в гравитационном по-
ле Земли вблизи проводящей поверхности, может быть описан уравнением
с граничным условием вида:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜑𝑛
𝑑𝑧2

+𝑀𝑔𝑧𝜑𝑛 = 𝐸𝑛𝜑𝑛,

𝜑𝑛(0)

𝜑′𝑛(0)
=

tg(𝛿(𝐸𝑛))

𝑘
.

(1.14)

Так как для нижних гравитационных состояний выполнено условие
𝑘𝑙𝐶𝑃 ≪ 1, то для фазового сдвига можно воспользоваться приближением
длины рассеяния 𝛿(𝐸) ≈ −𝑘𝑎𝐶𝑃 , где 𝑎𝐶𝑃 — постоянная комплексная длина
рассеяния антиводорода на потенциале Казимира-Полдера, вычисленная
для идеально приводящей поверхности с условием полного поглощения на
самой поверхности [12].

Тогда уравнение для гравитационных состояний с учетом взаимодей-
ствия с проводящей поверхностью (1.12) приобретает вид [34]:

Ai(−𝐸𝑛/𝜖𝑔)

Ai′(−𝐸𝑛/𝜖𝑔)
= −𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
. (1.15)

Приведенное уравнение эквивалентно граничному условию для вол-
новой функции частицы в гравитационном поле [34]:

𝜑(𝑧 → 0) → 𝑧 − 𝑎𝐶𝑃 . (1.16)
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За счет комплексности длины рассеяния на потенциале Казимира-
Полдера 𝑎𝐶𝑃 (в результате поглощения) гравитационные состояния анти-
водорода над проводящей поверхностью становятся квазистационарными.

Для малых квантовых чисел 𝑛 легко связать уровни энергии гравита-
ционных состояний над проводящей поверхностью 𝐸𝑛 с гравитационными
уровнями энергии атома антиводорода над зеркалом. Осуществив замену
координат 𝑧 = 𝑧 + 𝑎𝐶𝑃 , можно получить из (1.14) и (1.16) уравнение с
граничным условием, совпадающие по виду с уравнением для атома анти-
водорода над зеркалом в гравитационном поле Земли (1.1):

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜑𝑛(𝑧)

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧𝜑𝑛(𝑧) = (𝐸𝑛 −𝑀𝑔𝑎𝐶𝑃 )𝜑𝑛(𝑧),

𝜑𝑛(𝑧 → 0) → 0.

(1.17)

Отсюда видно, что под влиянием взаимодействия с проводящей поверхно-
стью все уровни антиатома в гравитационном потенциале испытают оди-
наковый малый сдвиг, линейный по 𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
, и становятся равными [34]:

𝐸𝑛 = 𝜖𝑔

(︂
𝜆𝑛 +

𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔

)︂
. (1.18)

Волновая функция антиводорода с учетом взаимодействия с поверх-
ностью приобретает вид [34]:

𝜑𝑛(𝑧) =
Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
√︀
𝑙𝑔Ai′(−𝜆𝑛)

. (1.19)

Так как действие поверхности на антиатом в пределе низких энер-
гий можно характеризовать с помощью длины рассеяния на потенциа-
ле Казимира-Полдера — константы 𝑎𝐶𝑃 [12], то в потенциале Ван-дер-
Ваальса-Казимира-Полдера в первом порядке теории возмущений все со-
стояния приобретают одинаковый сдвиг энергий, и таким образом, потен-
циал Казимира-Полдера не будет влиять на частоты переходов между гра-
витационными состояниями.
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У всех состояний появляется конечная ширина. Выделив мнимую
часть энергии, получим ширину Γ и время жизни 𝜏 состояний атома анти-
водорода, обусловленные взаимодействием с поверхностью [34]:

Γ = 2𝜖𝑔

⃒⃒⃒⃒
Im

𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔

⃒⃒⃒⃒
=
𝑀𝑔𝑏

2
= 5.98 · 10−3 пэВ,

𝑏 = 4 |Im 𝑎𝐶𝑃 | ,

𝜏 =
2~
𝑀𝑔𝑏

= 0.1 с.

(1.20)

Ширина состояний является одинаковой и малой для всех нижних
гравитационных уровней и не зависит от номера состояния 𝑛.

Таким образом, относительно большое время жизни атомов антиводо-
рода в гравитационных состояниях, обеспечиваемое явлением квантового
отражения, открывает новые перспективы в высокоточной спектроскопии
этих состояний. Гравитационные состояния антиводорода обладают малы-
ми энергиями «связи» и при этом мезоскопическими характерными про-
странственными размерами, что позволяет использовать их как инстру-
мент для высокоточных измерений. На основе изучения спектра гравита-
ционных состояний антиводорода можно развить новый подход к преци-
зионным исследованиям гравитационных свойств антиатомов. Измерение
частоты переходов между гравитационными уровнями антиводорода поз-
волит получить значение гравитационной массы атома антиводорода и про-
вести тест слабого принципа эквивалентности для антиатомов с высокой
точностью.
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Глава 2. Возбуждение квантовых переходов и возможности
наблюдения гравитационных состояний

2.1 Возбуждение резонансных переходов неоднородным
переменным магнитным полем

Магнитное поле можно использовать в качестве инструмента по на-
блюдению квантовых гравитационных состояний атома антиводорода. Бу-
дет показано, что под действием переменного неоднородного магнитного
поля будут происходить переходы между гравитационными состояниями с
ненулевой вероятностью. Подобрав частоту осцилляций магнитного поля
таким образом, чтобы она совпала с частотой перехода между гравитаци-
онными уровнями, можно будет зарегистрировать резонансный переход.
Соответствующее резонансное изменение в пространственной плотности
атомов антиводорода может быть измерено как функция частоты внеш-
него магнитного поля. Такой подход позволит получить значение разности
энергии между гравитационными уровнями и, соответственно, гравитаци-
онную массу антиводорода.

Необходимо подобрать значения постоянного магнитного поля и его
градиента, чтобы обеспечить максимальную вероятность перехода между
двумя выбранными гравитационными состояниями в нужный момент вре-
мени. Ведущее постоянное магнитное поле �⃗�0 позволит исключить спи-
новые переходы в системе (фиксирует направление магнитного момента
антиатома). При соответствующем значении градиента магнитного поля
𝛽 можно добиться максимума вероятности перехода антиатома из основ-
ного гравитационного состояния в возбужденные за время жизни грави-
тационного состояния при совпадении частоты внешнего поля с частотой
перехода.

Рассмотрим действие магнитного поля на атом антиводорода, движу-
щийся в гравитационном поле Земли над проводящей поверхностью. Неод-
нородное магнитное поле связывает спиновые и пространственные степени
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свободы антиатома. Оператор, описывающий действие магнитного поля �⃗�
на антиатом имеет вид: 𝑉𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 = − ˆ⃗𝜇𝑎𝑡𝑜𝑚�⃗�, где 𝜇𝑎𝑡𝑜𝑚 — магнитный момент
антиатома [57].

Предположим, что антиатом находится в состоянии 1𝑆, состоянии с
возможным значением полного спина 𝑆 = 0, 1 и возможными значениями
проекции полного спина 𝑆𝑧 = −1, 0, 1.

Гамильтониан �̂�0, описывавший атом антиводорода в постоянном
магнитном поле �⃗�0 до включения в рассмотрение неоднородного перемен-
ного магнитного поля, имел слагаемые, отвечавшие за относительное дви-
жение позитрона и ядра �̂�𝑟𝑒𝑙 и за движение центра масс �̂�𝑐𝑚:

�̂�0 = �̂�𝑐𝑚 + �̂�𝑟𝑒𝑙,

�̂�𝑐𝑚 = − ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧 + 𝑉𝐶𝑃 (𝑧),

�̂�𝑟𝑒𝑙 =
1

2𝜇
ˆ⃗𝑝2 − 1

2𝜇𝑐2

(︁
ˆ⃗𝑝2
)︁2

− 𝑒2

𝑟
+ 𝑈𝑠𝑙 − �⃗�𝑒�⃗�𝑝 − 𝜇𝐵�⃗�0

(︁
�⃗�𝑒 + 2�⃗�𝑒

)︁
,

(2.1)

где слагаемое 𝑈𝑠𝑙 описывает спин-орбитальное взаимодействие, �⃗�𝑒�⃗�𝑝 — поз-
воляет учесть сверхтонкую структуру атомных уровней, 𝜇𝐵�⃗�0

(︁
�⃗�𝑒 + 2�⃗�𝑒

)︁
—

описывает действие однородного магнитного поля �⃗�0, направленного вдоль
оси 𝑧 в нашей постановке задачи, на антиатом, �⃗� = �⃗�𝑒 − �⃗�𝑝, �⃗�𝑒 — радиус-
вектор позитрона в антиатоме, �⃗�𝑝 — радиус-вектор ядра, 𝑧 — координата
центра масс, 𝜇 — приведенная масса, а 𝑝 = 𝑝𝑒 − 𝑝𝑝.

Полная волновая функция антиатома Ψ представлялась в виде про-
изведения волновых функций:

Ψ = 𝜓(𝑧)𝜑(𝑟)𝜒, (2.2)

где волновая функция 𝜓(𝑧), отвечающая за взаимодействие антиатома с
гравитационным полем, имела вид (1.19), и волновая функция, описываю-
щая основное состояние атома антиводорода, имела вид:

𝜑(𝑟) =
𝑒−

𝑟
𝑎

√
𝜋𝑎3

, (2.3)
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где 𝑎 — боровский радиус. Спиновые волновые функции антиатома 𝜒 в
магнитном поле зависят от значений полного спина 𝑆 и его проекции 𝑆𝑧 на
ось 𝑧.

Уровни энергии антиводорода в постоянном магнитном поле �⃗�0 с уче-
том всех взаимодействий до включения переменного неоднородного поля
имели вид:

𝐸𝑆,𝑆𝑧,𝑛 = 𝐸𝑆,𝑆𝑧
+ 𝜖𝑔

(︂
𝜆𝑛 +

𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔

)︂
, (2.4)

где:

𝐸𝑆=1,𝑆𝑧=1 = 𝐸𝑆=1 − 𝜇𝐵𝐵0,

𝐸𝑆=1,𝑆𝑧=−1 = 𝐸𝑆=1 + 𝜇𝐵𝐵0,

𝐸𝑆=0,𝑆𝑧=0 =
1

2

(︂
𝐸𝑆=1 + 𝐸𝑆=0 −

√︁
(𝐸𝑆=1 − 𝐸𝑆=0)

2 + 4𝜇𝐵2𝐵0
2

)︂
,

𝐸𝑆=1,𝑆𝑧=0 =
1

2

(︂
𝐸𝑆=1 + 𝐸𝑆=0 +

√︁
(𝐸𝑆=1 − 𝐸𝑆=0)

2 + 4𝜇𝐵2𝐵0
2

)︂
,

(2.5)

𝐸𝑆 — значения энергии атома антиводорода в состоянии с данным значе-
нием полного спина 𝑆 в отсутствии всех внешних полей.

Действие градиента магнитного поля будем рассматривать как воз-
мущение, которое приведет к возбуждению переходов между гравитацион-
ными и спиновыми состояниями антиатома. Полное магнитное поле �⃗� с
добавкой градиента 𝛽, подходящее для наблюдения переходов между гра-
витационными состояниями антиводорода, в выбранной системе координат,
где 𝑥 — направление вдоль поверхности, 𝑧 — направление, перпендикуляр-
ное к поверхности, имеет вид:

�⃗� = 𝐵0�⃗�𝑧 + 𝛽 cos(𝜔𝑡)(𝑥�⃗�𝑥 − 𝑧�⃗�𝑧) (2.6)

с дополнительным условием для градиента: 𝐵0 ≫ 𝛽𝐿, где 𝐿 — размер
установки (𝐿 ∼ 30 см).

Зависящее от времени магнитное поле порождает электрическое поле
([∇⃗,�⃗�] = −1

𝑐𝑑�⃗�/𝑑𝑡), вклад которого для ультрахолодных атомов антиво-
дорода будет мал.
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Удобно рассматривать антиводород в системе отсчета, движущейся
со скоростью 𝑣, скоростью движения антиатома в горизонтальном направ-
лении вдоль поверхности (𝑣 ∼ 1 м/с). Тогда изменение координаты 𝑥 будет
описываться классически.

Окончательный вид оператора возмущения, описывающего действие
неоднородного переменного магнитного поля, при выбранной конфигура-
ции поля примет вид:

�̂� = 2𝜇𝐵𝛽 cos(𝜔𝑡)(𝑧𝑠𝑒𝑧 − 𝑥𝑠𝑒𝑥). (2.7)

Условие 𝜇𝐵𝐵0 ≫ 𝜖𝑔 позволит исключить спиновые переходы в систе-
ме под действием переменного неоднородного магнитного поля. С другой
стороны считаем постоянное магнитное поле 𝐵0 достаточно слабым: эф-
фект Зеемана мал по сравнению со сверхтонким расщеплением 𝜇𝐵𝐵0 ≪
|𝐸𝑆=1 − 𝐸𝑆=0|.

В связи со слабостью постоянного магнитного поля переходы под дей-
ствием градиента магнитного поля между состояниями с проекцией пол-
ного спина равной нулю будут отсутствовать. Это связано с тем фактом,
что уровни энергии антиатомов с проекцией полного спина равной нулю
зависят от поля 𝐵0 квадратично, в то время как состояния с проекци-
ей полного спина не равной нулю зависят от поля линейно. В результа-
те индуцированных переходов в возбужденное гравитационное состояние
последнее оказывается поляризованным (переход осуществляется только
для спина с проекцией вдоль или против поля). Т.о. при условии слабо-
сти постоянного магнитного поля, можно рассматривать переходы между
гравитационными состояниями только для антиатомов с проекцией спина
𝑆𝑧 = 1,− 1.

Оценим возможность индуцировать переходы между гравитационны-
ми уровнями антиатома 𝑛0 и 𝑛1, находящегося в переменном магнитном
поле, и подберем величину градиента поля, обеспечивающую максималь-
ную вероятность перехода. Для этого запишем соответствующее временное



23

уравнение Шредингера с добавкой периодического по времени возмущения:

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
Ψ(𝑧,𝑟,𝑡) =

(︁
�̂�𝑟𝑒𝑙 + �̂�𝑐𝑚 + 2𝜇𝐵𝛽(𝑧𝑠𝑒𝑧 − 𝑥𝑠𝑒𝑥) cos(𝜔𝑡)

)︁
Ψ(𝑧,𝑟,𝑡) (2.8)

или то же самое в более кратких обозначениях:

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
Ψ = (�̂�0 + 𝑉 cos(𝜔𝑡))Ψ. (2.9)

Найдем решения данного уравнения и вычислим вероятность перехо-
да между гравитационными состояниями под действием возмущения, по-
казав, что метод спектроскопии с помощью магнитного поля осуществим.

Рассмотрим простейший приближенный случай переходов между гра-
витационными состояниями. Будем считать такие состояния квазистацио-
нарными и предположим, что спиновое состояние остается фиксированным
(𝑆𝑧 = 1) при действии переменного неоднородного магнитного поля.

Для решения временного уравнения Шредингера (2.9) воспользуемся
теорией возмущений. Решение уравнения будем искать в виде разложения
по невозмущенным состояниям с коэффициентами 𝐶(𝑡), зависящими от
времени:

Ψ = 𝐶1𝑒
− 𝑖𝐸1𝑡

~ |1 > +𝐶2𝑒
− 𝑖𝐸2𝑡

~ |2 > + · · · + 𝐶𝑛𝑒
− 𝑖𝐸𝑛𝑡

~ |𝑛 > + . . . , (2.10)

где невозмущенные состояния имеют вид:

|𝑛 >=
Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
√︀
𝑙𝑔Ai′(−𝜆𝑛)

𝜑(𝑟). (2.11)

Из условия того, что в начальный момент времени антиатом нахо-
дился в 𝑛0 гравитационном состоянии, получим начальные условия на ко-
эффициенты 𝐶𝑛0

(𝑡 = 0) = 1; 𝐶𝑛 ̸=𝑛0
(𝑡 = 0) = 0.

Подставив вид решения (2.10) в уравнение (2.9), с учетом соотноше-
ния биортогональности для гравитационных состояний (Приложение А),
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получим бесконечную систему уравнений:

𝑖~�̇�1 = cos(𝜔𝑡)
(︀
𝑉11𝐶1 + 𝑉12𝐶2𝑒

−𝑖𝜔12𝑡 + 𝑉13𝐶3𝑒
−𝑖𝜔13𝑡 + . . .

)︀
,

𝑖~�̇�2 = cos(𝜔𝑡)
(︀
𝑉21𝐶1𝑒

𝑖𝜔12𝑡 + 𝑉22𝐶2 + 𝑉23𝐶3𝑒
−𝑖𝜔23𝑡 + . . .

)︀
,

. . .

𝑖~�̇�𝑛 = cos(𝜔𝑡)

(︃ ∞∑︁
𝑖=1

𝑉𝑛𝑖𝐶𝑖𝑒
𝑖𝜔𝑖𝑛𝑡

)︃
,

. . .

(2.12)

где матричные элементы возмущений 𝑉𝑘𝑙 определены по формулам (При-
ложение Б):

𝑉𝑘𝑙 =< 𝑘|𝑉 |𝑙 >= 𝜇𝐵𝛽𝑧𝑘𝑙 =

= 𝜇𝐵𝛽

∫︀∞
0 Ai*

(︁
𝑧
𝑙𝑔
− 𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
− 𝜆𝑘

)︁
𝑧Ai

(︁
𝑧
𝑙𝑔
− 𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
− 𝜆𝑙

)︁
𝑑𝑧

𝑙𝑔 Ai*′(−𝜆𝑘)Ai′(−𝜆𝑙)
,

(2.13)

а частоты переходов между гравитационными состояниями 𝜔𝑘𝑙 = (𝐸𝑙 −
𝐸𝑘)/~.

Далее задача сводится к решению системы уравнений (2.12) с началь-
ными условиями, которое может быть осуществлено численно при ограни-
чении полного числа гравитационных уровней некоторым конечным чис-
лом.

Задача нахождения вероятности перехода может быть решена точ-
но, если считать, что в системе присутствуют только два гравитационных
состояния 𝑛0 и 𝑛1, между которыми будет осуществляться переход. Тогда
решение (2.10) приобретет вид:

Ψ = 𝐶𝑛0
(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑛0

𝑡|𝑛0 > +𝐶𝑛1
(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑛1

𝑡|𝑛1 > (2.14)

с начальными условиями: 𝐶𝑛0
(0) = 1 ; 𝐶𝑛1

(0) = 0.
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Система уравнений (2.12) преобразуется к виду:

𝑖~�̇�𝑛0
=

1

2

{︁
𝑉𝑛0𝑛0

(𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔𝑡)𝐶𝑛0
+ 𝑉𝑛1𝑛0

(𝑒𝑖Δ𝜔𝑡 + 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑛0𝑛1
)𝑡)𝐶𝑛1

}︁
,

𝑖~�̇�𝑛1
=

1

2

{︁
𝑉𝑛1𝑛1

(𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔𝑡)𝐶𝑛1
+ 𝑉𝑛1𝑛0

(𝑒−𝑖Δ𝜔𝑡 + 𝑒𝑖(𝜔+𝜔𝑛0𝑛1
)𝑡)𝐶𝑛0

}︁
,

(2.15)

где введено обозначение ∆𝜔 = 𝜔 − 𝜔𝑛0𝑛1
.

В полученных формулах можно выделить высокочастотные 𝜔 и низ-
кочастотные ∆𝜔 члены. Усредним по высокочастотным членам и таким
образом избавимся от них. Получаем окончательно систему уравнений:

𝑖�̇�𝑛0
=

1

2~
𝑉𝑛1𝑛0

𝑒𝑖Δ𝜔𝑡𝐶𝑛1
,

𝑖�̇�𝑛1
=

1

2~
𝑉𝑛1𝑛0

𝑒−𝑖Δ𝜔𝑡𝐶𝑛0
.

(2.16)

Решения полученной системы имеют вид:

𝐶𝑛1
= −𝑒−

𝑖Δ𝜔𝑡
2

𝑖𝑉𝑛1𝑛0√︁
𝑉 2
𝑛1𝑛0

+ ~2∆𝜔2
sin

⎛⎜⎝
√︁
𝑉 2
𝑛1𝑛0

+ ~2∆𝜔2𝑡

2~

⎞⎟⎠ ,

𝐶𝑛0
= 𝑒

𝑖Δ𝜔𝑡
2

⎛⎜⎝cos

⎛⎜⎝
√︁
𝑉 2
𝑛1𝑛0

+ ~2∆𝜔2𝑡

2~

⎞⎟⎠−

− 𝑖~∆𝜔√︁
𝑉 2
𝑛1𝑛0

+ ~2∆𝜔2
sin

⎛⎜⎝
√︁
𝑉 2
𝑛1𝑛0

+ ~2∆𝜔2𝑡

2~

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ .

(2.17)

Вероятность перехода 𝑃𝑛0𝑛1
из гравитационного состояния 𝑛0 в гравитаци-

онное состояние 𝑛1 определяется по формуле:

𝑃𝑛0𝑛1
= |< 𝑛1|Ψ >|2 = 𝑒−

Γ𝑡
~ |𝐶𝑛1

(𝑡)|2 . (2.18)
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Подставив в нее найденные значения коэффициентов, получим формулу
Раби для вероятности переходов:

𝑃𝑅
𝑛0𝑛1

=
𝑉 2
𝑛0𝑛1

(𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛0

− ~𝜔)2 + 𝑉 2
𝑛0𝑛1

×

× sin2

(︃√︀
(𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛0
− ~𝜔)2 + 𝑉 2

𝑛0𝑛1
𝑡

2~

)︃
𝑒−

Γ𝑡
~ .

(2.19)

Видно, что при определенном выборе значения градиента магнитного
поля 𝛽 в случае резонанса (𝜔 = 𝜔𝑛0𝑛1

), величина вероятности перехода
𝑃𝑅
𝑛0𝑛1

станет максимальной. Частоты переходов 𝜔𝑛0𝑛1
не зависят от ширины

состояний (одинакова для всех уровней), соответственно исключен сдвиг
резонанса из-за взаимодействия с поверхностью.

Значение величины градиента, которое обеспечивает максимум веро-
ятности перехода при резонансе в момент времени 𝑡𝑓 = 0.1 с (время жизни
антиатома), составляет:

𝛽 =
𝜋~

𝑡𝑓𝜇𝐵𝑧𝑛0𝑛1

. (2.20)

По порядку величины для нижних гравитационных состояний оптимальное
значение градиента магнитного поля составляет:

𝛽 ∼ (1 − 10) Гс/м. (2.21)

Т.о. найденное значение градиента магнитного поля можно использо-
вать в эксперименте для возбуждения переходов между гравитационными
уровнями 𝑛0 и 𝑛1 с наибольшей вероятностью. Соответствующее постоян-
ное магнитное поле, гарантирующее адиабатичность изменения магнитного
момента, должно иметь величину порядка:

𝐵0 ∼ 10 Гс. (2.22)

Для иллюстрации полученных результатов на Рис.2.1 приведем гра-
фик вероятности перехода 𝑃𝑅

16 между гравитационными состояниями 1 → 6

как функции частоты внешнего магнитного поля 𝜔 при значении градиен-
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та поля 𝛽 = 𝜋~
𝑡𝑓𝜇𝐵𝑧16

= 13.59 Гс/м. При совпадении частоты внешнего пе-
ременного магнитного поля с частотой перехода между гравитационными
состояниями наблюдается резонанс.

970 980  w, Гц 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

PR
16

990

Рисунок 2.1 — Вероятность перехода 𝑃𝑅
16 из основного в шестое

гравитационное состояние для атома антиводорода под действием
переменного неоднородного магнитного поля с градиентом 𝛽 = 13.59 Гс/м

как функция частоты магнитного поля 𝜔 в момент времени 𝑡𝑓 = 0.1 с.

2.2 Возбуждение резонансных переходов с помощью вибрации
(колебаний) поверхности

Наряду с магнитным полем, наблюдения квантовых гравитационных
состояний антиводорода можно осуществить, возбуждая резонансные пере-
ходы между ними при помощи периодических колебаний поверхности, над
которой расположен антиатом. Амплитуда колебаний поверхности, обес-
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печивающая максимальную вероятность переходов, подбиралась в данном
разделе.

Уравнение Шредингера, описывающее поведение антиатома над по-
верхностью в гравитационном поле Земли, можно записать в виде:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧𝜓 + 𝑈0𝜂(−𝑧)𝜓 = 𝐸𝜓, (2.23)

где 𝑈0𝜂(−𝑧) — потенциал поверхности, переходящий в полностью отража-
ющую поверхность (зеркало) в пределе 𝑈0 → ∞.

Для атома антиводорода над зеркалом волновые функции были полу-
чены в виде (1.5), а собственные значения энергии описывались формулой
(1.4).

Для поверхности, совершающей механические колебания с частотой
𝜔 по закону 𝑧 = 𝐴 sin(𝜔𝑡), изменится граничное условие и уравнение Шре-
дингера примет вид:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧𝜓 + 𝑈0𝜂 (−𝑧 + 𝐴 sin(𝜔𝑡))𝜓 = 𝑖~

𝑑𝜓

𝑑𝑡
. (2.24)

Граничное условие для решения уравнения Шредингера в пределе
поверхности-зеркала запишется в виде:

𝜓(𝑧 = 𝐴 sin(𝜔𝑡)) = 0. (2.25)

Для решения уравнения (2.24) можно перейти в систему покоя по-
верхности с помощью замены координат:{︃

𝑧 = 𝑧 − 𝐴 sin(𝜔𝑡),

𝑡 = 𝑡.
(2.26)

В новой системе отсчета уравнение Шредингера будет иметь вид:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜓

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧𝜓 + 𝑈0𝜂(−𝑧)𝜓+

+

(︂
𝑀𝑔𝐴 sin(𝜔𝑡) + 𝑖~𝜔𝐴 cos(𝜔𝑡)

𝑑

𝑑𝑧

)︂
𝜓 = 𝑖~

𝑑𝜓

𝑑𝑡

(2.27)
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с новым граничным условием для поверхности-зеркала:

𝜓(𝑧 = 0) = 0. (2.28)

Для решения уравнения (2.27) воспользуемся теорией возмуще-
ний. Оператор возмущения рассмотрим в виде �̂� = 𝑀𝑔𝐴 sin(𝜔𝑡) +

𝑖~𝜔𝐴 cos(𝜔𝑡) 𝑑
𝑑𝑧 . Невозмущенный спектр для поверхности-зеркала известен

и описывается формулами (1.4), (1.5).
Для оценки вероятности переходов между состояниями невозмущен-

ного спектра под действием оператора возмущения �̂� используем разло-
жение волновой функции по невозмущенным состояниям и соотношение
биортогональности для невозмущенных состояний (Приложение А):

𝜓 = 𝐶1𝑒
− 𝑖𝐸1𝑡

~ + 𝑖𝑀𝑔𝐴
~𝜔 cos(𝜔𝑡)|1 > +𝐶2𝑒

− 𝑖𝐸2𝑡
~ + 𝑖𝑀𝑔𝐴

~𝜔 cos(𝜔𝑡)|2 > + · · ·+
+ 𝐶𝑛𝑒

− 𝑖𝐸𝑛𝑡
~ + 𝑖𝑀𝑔𝐴

~𝜔 cos(𝜔𝑡)|𝑛 > + . . . ,
(2.29)

где состояния невозмущенной системы имеют вид:

|𝑛 >=
Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
√︀
𝑙𝑔Ai′(−𝜆𝑛)

. (2.30)

Для двухуровневой системы с двумя гравитационными состояниями
𝑛0, 𝑛1 можно получить вероятность перехода в виде, аналогичном (2.19):

𝑃𝑅
𝑛0𝑛1

=
|𝑉𝑛0𝑛1

|2

(𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛0

− ~𝜔)2 + |𝑉𝑛0𝑛1
|2
×

× sin2

(︃√︀
(𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛0
− ~𝜔)2 + |𝑉𝑛0𝑛1

|2𝑡
2~

)︃
,

(2.31)

где 𝑉 = 𝑖~𝜔𝐴 𝑑
𝑑𝑧 . Матричные элементы оператора 𝑉 (Приложение В):

𝑉𝑛𝑛 = 0,

𝑉𝑛 ̸=𝑘 =
𝑖~𝜔𝐴

𝑙𝑔(𝜆𝑛 − 𝜆𝑘)
.
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Из условия максимума вероятности перехода 𝑃𝑅
𝑛0𝑛1

в момент 𝑡𝑓 получаем
оценку величины амплитуды колебаний 𝐴:

|𝐴| =
𝜋~𝑙𝑔
𝑡𝑓𝜖𝑔

. (2.32)

Вероятность перехода между двумя состояниями становится макси-
мальной при совпадении частоты колебаний поверхности с частотой пере-
хода между гравитационными состояниями при соответствующем выборе
значения амплитуды колебаний 𝐴.

2.3 Прецизионный эксперимент и определение гравитационной
массы антиводорода

Изучаются возможные эксперименты по определению разности энер-
гий между гравитационными уровнями антиводорода. Показано, как зна-
ние частоты перехода между гравитационными уровнями позволит полу-
чить гравитационную массу антиводорода с высокой точностью.

Опишем эксперименты, которые позволят определить разность энер-
гий между гравитационными уровнями антиводорода.

Можно предложить такую принципиальную схему измерения, анало-
гичную предложенной для спектроскопии гравитационных состояний ней-
тронов [58]: в начальный момент времени атом антиводорода помещается
в основное гравитационное состояние над зеркалом. Это достигается уста-
новкой поглотителя на высоте 𝐻𝑎 ∼ 𝑧1 ∼ 13.73 мкм. Зеркало и поглотитель
формируют подобие волновода [34;50].

Далее на антиатом, движущийся вдоль зеркала, действуют перемен-
ным неоднородным магнитным полем. При этом возбужденное гравитаци-
онное состояние резонансно заселяется.

Затем антиатомы в возбужденном состоянии регистрируют по числу
аннигиляционных событий на высоте 𝐻𝑑 (например, 19 мкм) над зеркалом
с помощью установленного детектора. Если 𝐻𝑑 выше классической точки
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поворота для основного гравитационного состояния 𝑧1, но меньше точки
поворота для конечного состояния 𝑧𝑓 , то при резонансной частоте внеш-
него магнитного поля детектор будет регистрировать максимум событий,
т.е. максимальное количество антиатомов, перешедших в возбужденное со-
стояние. Отсюда может быть определена частота перехода между гравита-
ционными состояниями 1 и 𝑓 .

На Рис.2.2 представлена принципиальная схема описанного экспери-
мента [38], где: 1 — источник ультрахолодных атомов антиводорода, 2 —
поверхность (зеркало), 3 — поглотитель, 4 — магнитное поле, 5 — детектор.

Рисунок 2.2 — Принципиальная схема эксперимента по наблюдению
резонансного перехода между гравитационными состояниями атома

антиводорода под действием переменного неоднородного магнитного поля,
где: 1 — источник ультрахолодных атомов антиводорода, 2 — поверхность

(зеркало), 3 — поглотитель, 4 — магнитное поле, 5 — детектор.

Другой вариант эксперимента состоит в следующем: регистрируется
число аннигиляционных событий на нижнем зеркале с течением време-
ни, таким образом отслеживается уменьшение полного числа частиц как
функции времени. Переменное неоднородное магнитное поле приводит к
возможности перехода во второе состояние для антиатома и осцилляций в
полном числе частиц с частотой перехода. Частоту переходов определяют
по частоте аннигиляционных событий.
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Получив в эксперименте частоту переходов 𝜔𝑛0𝑛1
, можно найти гра-

витационную массу антиводорода 𝑀 :

𝑀 =

√︃
2𝑚~𝜔3

𝑛0𝑛1

𝑔2(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)3
. (2.33)

При условии равенства гравитационной 𝑀 и инертной 𝑚 массы антиво-
дорода, следующего из слабого принципа эквивалентности, окончательно
получим выражение:

𝑀 =
2~𝜔3

𝑛0𝑛1

𝑔2(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)3
. (2.34)

Полагая, что ширина спектрального состояния определяется его вре-
менем жизни 𝜏 = 0.1 с, оценим относительную погрешность определения
гравитационной массы для антиводорода над идеально проводящей поверх-
ностью. При данной статистике, т.е. при данном числе зарегистрированных
аннигиляционных событий 𝑁 получим относительную погрешность:

𝛿𝑀 ∼ Γ√
𝑁𝜖𝑔

. (2.35)

Для 𝑁 = 100 зарегистрированных переходов 1 → 6 относительная погреш-
ность составит:

𝛿𝑀 ∼ 10−3. (2.36)
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Глава 3. Определение точности наблюдения квантовых
гравитационных состояний атома антиводорода

3.1 Сдвиг резонансной частоты и динамический эффект
Штарка

Исследуется явление сдвига резонансной частоты в результате ди-
намического эффекта Штарка [59], то есть частоты внешнего поля, при
которой наблюдается максимум вероятности перехода из одного гравита-
ционного состояния в другое, и его влияние на определение гравитационной
массы антиводорода. Показывается, что резонансная частота не совпада-
ет с разностью частот невозмущенных состояний. Сдвиг частоты обуслов-
лен самим методом спектроскопии (влиянием переменного неоднородного
магнитного поля или вибрации поверхности) и должен быть учтен для по-
лучения правильного значения разности частот в эксперименте. Величина
описанного эффекта оценена численно с помощью точного решения вре-
менного уравнения Шредингера и аналитически с помощью формализма
квазиэнергий.

Причина сдвига кроется в том, что магнитное поле возбуждает пере-
ходы не только между двумя резонансными состояниями, а также и между
состояниями с другими энергиями. В магнитном поле понятие стационар-
ных гравитационных состояний как таковых теряет смысл, в определенном
приближении спектр можно рассматривать как спектр состояний, «одетых
полем», спектр квазиэнергий [59], в котором и будут осуществляться пере-
ходы.
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3.1.1 Численные значения сдвига

При точном решении временного уравнения Шредингера (2.9) для
атома антиводорода, находящегося над материальной поверхностью в гра-
витационном поле Земли и магнитном поле, с учетом более чем двух грави-
тационных состояний в системе и вычислении вероятности перехода можно
наблюдать сдвиг резонансной частоты, т.е. несовпадение частоты внешнего
поля, дающей максимум вероятности перехода, с частотой перехода между
невозмущенными гравитационными уровнями.

Проведена оценка величины сдвига резонансной частоты, возникаю-
щего при численном решении системы уравнений (2.12) с учетом более чем
двух гравитационных уровней в системе.

Для численного решения системы из 𝑛levels уравнений (2.12) с соответ-
ствующими граничными условиями вероятность перехода 𝑃𝑛0𝑛1

определим
по новой формуле:

𝑃𝑛0𝑛1
= 1 − |< 𝑛0|Ψ >|2 = 1 − 𝑒−

Γ𝑡
~ |𝐶𝑛0

(𝑡)|2 = 1 − 𝑒−
Γ𝑡
~ |𝐶1(𝑡)|2 . (3.1)

Эта вероятность — вероятность перехода во все возможные состояния из
начального гравитационного состояния |𝑛0 >= |1 >, т.е. вероятность де-
популяции основного состояния. Выбор конечного состояния 𝑛1 влияет на
используемую величину градиента магнитного поля 𝛽.

При учете больше чем двух гравитационных уровней в системе у ре-
зонансной частоты 𝜔𝑟𝑒𝑠, т.е. частоты внешнего магнитного поля, обеспечи-
вающей максимум вероятности перехода 𝑃𝑛0𝑛1

в момент времени 𝑡𝑓 = 0.1𝑠,
появится добавка ∆𝜔, отличающая эту частоту от частоты перехода между
невозмущенными уровнями 𝜔𝑛0𝑛1

, предсказанной по формуле Раби.

𝜔𝑟𝑒𝑠 ̸= 𝜔𝑛0𝑛1
=
𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛0

~
,

𝜔𝑟𝑒𝑠 = 𝜔𝑛0𝑛1
+ ∆𝜔.

(3.2)
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Результаты программы, точно решающей систему (2.12) из 𝑛levels диф-
ференциальных уравнений и ищущей максимум вероятности 𝑃𝑛0𝑛1

в момент
времени 𝑡𝑓 = 0.1 с как функции частоты магнитного поля сравниваются с
резонансными частотами переходов 𝜔𝑛0𝑛1

, вычисленными по формуле Раби,
в Таблице 3.1. В Таблице 3.1 также приводятся значения сдвига резонанс-
ной частоты ∆𝜔.

Таблица 3.1
Численные значения резонансных частот переходов 𝜔𝑟𝑒𝑠 между

гравитационными состояниями 𝑛0 и 𝑛1 под действием магнитного поля,
частоты переходов между невозмущенными гравитационными уровнями

𝜔𝑛0𝑛1
, численные значения сдвигов резонансных частот ∆𝜔.

Переход 𝑛0 → 𝑛1 𝑛levels 𝜔𝑟𝑒𝑠, Гц 𝜔𝑛0𝑛1
, Гц ∆𝜔, Гц

1→ 2 11 254.732 254.493 0.239 ± 0.006
1→ 3 15 462.810 462.848 -0.038 ± 0.006
1→ 4 16 647.162 646.994 0.168 ± 0.006
1→ 5 18 815.028 815.327 -0.298 ± 0.006
1→ 6 22 972.159 972.184 -0.025 ± 0.006

В Таблице 3.2 приводятся аналогичные численные результаты для
переходов между гравитационными состояниями 𝑛0 и 𝑛1 под действием
вибрации поверхности.

Таблица 3.2
Численные значения резонансных частот переходов 𝜔𝑟𝑒𝑠 между
гравитационными состояниями 𝑛0 и 𝑛1 под действием вибрации

поверхности, частоты переходов между невозмущенными
гравитационными уровнями 𝜔𝑛0𝑛1

, численные значения сдвигов
резонансных частот ∆𝜔.

Переход 𝑛0 → 𝑛1 𝑛levels 𝜔𝑟𝑒𝑠, Гц 𝜔𝑛0𝑛1
, Гц ∆𝜔, Гц

1→ 2 11 254.636 254.493 0.143 ± 0.008
1→ 3 15 462.759 462.848 -0.089 ± 0.008
1→ 4 16 647.124 646.994 0.130 ± 0.008
1→ 5 18 815.021 815.327 -0.306 ± 0.008
1→ 6 22 972.147 972.184 -0.037 ± 0.008
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3.1.2 Формализм теории квазиэнергий

С помощью теории Флоке возможно получить аналитическое выра-
жение для величины сдвига резонансной частоты ∆𝜔, обусловленного ди-
намическим эффектом Штарка. Применяя теорию Флоке, получим реше-
ние временного уравнения Шредингера (2.9).

Периодичность действия возмущения по времени позволяет вводить
квазиэнергии и квазигармоники и свести нестационарное уравнение (2.9) к
системе стационарных уравнений [60;61].

Сначала приводится описание общего квазиэнергетического подхода,
затем вычисляются квазиэнергии, квазигармоники и вероятности перехода
между гравитационными состояниями. Этот подход позволяет находить
точные промежуточные состояния системы в переменном поле.

Вернемся к уравнению Шредингера вида (2.9). В том случае, когда
гамильтониан является периодической функцией времени, его собственные
функции можно выбрать в виде:

𝜓𝜖(𝑧,𝑡) = 𝑒−
𝑖𝜖𝑡
~ 𝑢𝜖(𝑧,𝑡),

𝑢𝜖(𝑧,𝑡) = 𝑢𝜖(𝑧,𝑡+ 𝑇 ),
(3.3)

где 𝑢𝜖(𝑧,𝑡) называется состоянием Флоке, 𝜖 — это квазиэнергия, на завися-
щая от времени. Период 𝑇 связан с частотой поля:

𝑇 =
2𝜋

𝜔
.

Функцию 𝑢𝜖(𝑧,𝑡), ввиду ее периодичности, можно разложить по ква-
зигармоникам 𝜑𝜖,𝑘(𝑧) в ряд Фурье:

𝑢𝜖(𝑧,𝑡) =
𝑘=∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝑘𝜔𝑡𝜑𝜖,𝑘(𝑧). (3.4)
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В целом собственная функция 𝜓 примет вид:

𝜓𝜖(𝑧,𝑡) =
𝑘=∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝑘𝜔𝑡− 𝑖𝜖𝑡
~ 𝜑𝜖,𝑘(𝑧). (3.5)

Согласно теореме Флоке, точное решение уравнения Шредингера (2.9)
можно представить в виде разложения по полному набору функций Флоке:

𝜓(𝑧,𝑡) = 𝐴1𝜓𝜖1(𝑧,𝑡) + 𝐴2𝜓𝜖2(𝑧,𝑡) + . . . , (3.6)

коэффициенты которого не зависят от времени и могут быть определены
из начальных условий.

Т.о. квазиэнергетические функции 𝜓𝜖 играют ту же роль для антиа-
тома в периодическом поле, как и стационарные состояния в случае, когда
гамильтониан не зависит от времени.

После подстановки функции 𝜓𝜖(𝑧,𝑡) в уравнение Шредингера (2.9) и
приравнивания к нулю выражения при одинаковой степени 𝑒−𝑖𝑘𝜔𝑡− 𝑖𝜖𝑡

~ можно
получить уравнение на квазигармоники:

(︁
~𝜔𝑘 + 𝜖− �̂�0

)︁
𝜑𝜖,𝑘(𝑧) =

𝑉

2
(𝜑𝜖,𝑘−1(𝑧) + 𝜑𝜖,𝑘+1(𝑧)) . (3.7)

Везде далее будем использовать более краткое обозначение 𝜑𝜖,𝑘(𝑧) =

𝜑𝑘(𝑧).
Для решения уравнения (3.7) необходимо использовать аппарат

функции Грина. Сама функция Грина 𝐺𝑘 в рассматриваемом случае будет
иметь вид:

𝐺𝑘 =
(︁
~𝜔𝑘 + 𝜖− �̂�0

)︁−1

,

𝐺𝑘 =
|1 >< 1|

~𝜔𝑘 + 𝜖− 𝐸1
+

|2 >< 2|
~𝜔𝑘 + 𝜖− 𝐸2

+ · · · =
∞∑︁
𝑛=1

|𝑛 >< 𝑛|
~𝜔𝑘 + 𝜖− 𝐸𝑛

,
(3.8)

где функции |𝑛 > определяются по формуле (2.11).
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Функции 𝜑𝑘(𝑧) можно искать в виде разложения по состояниям невоз-
мущенного гамильтониана 𝐻0:

𝜑𝑘(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑘
𝑛|𝑛 > . (3.9)

После подстановки функций вида (3.9) в уравнение (3.7) получается урав-
нение: (︁

~𝜔𝑘 + 𝜖− �̂�0

)︁ ∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑘
𝑛|𝑛 >=

𝑉

2

∞∑︁
𝑛=1

(𝐶𝑘−1
𝑛 + 𝐶𝑘+1

𝑛 )|𝑛 > . (3.10)

Для его решения подействуем на уравнение функцией Грина 𝐺𝑘 сле-
ва: ∑︁

𝑛

𝐶𝑘
𝑛|𝑛 >=

∑︁
𝑛

∑︁
𝑙

< 𝑙|𝑉 |𝑛 >
2 (~𝜔𝑘 + 𝜖− 𝐸𝑙)

(︀
𝐶𝑘−1

𝑛 + 𝐶𝑘+1
𝑛

)︀
|𝑙 > . (3.11)

Домножив уравнение (3.11) на < 𝑚| слева, получим линейное соот-
ношение для постоянных коэффициентов 𝐶𝑘

𝑚:

𝐶𝑘
𝑚 =

∑︁
𝑛

𝑉𝑚𝑛

2 (~𝜔𝑘 + 𝜖− 𝐸𝑚)

(︀
𝐶𝑘−1

𝑛 + 𝐶𝑘+1
𝑛

)︀
,

(~𝜔𝑘 + 𝜖− 𝐸𝑚)𝐶𝑘
𝑚 =

∑︁
𝑛

𝑉𝑚𝑛

2

(︀
𝐶𝑘−1

𝑛 + 𝐶𝑘+1
𝑛

)︀
.

(3.12)

Аналогично можно использовать другой вид выражения для постоянных
коэффициентов 𝐶𝑘

𝑚:

𝐶𝑘
𝑚 =

∑︁
𝑛

< 𝑚|𝐺𝑘
𝑉

2

(︀
𝐶𝑘−1

𝑛 + 𝐶𝑘+1
𝑛

)︀
|𝑛 > . (3.13)

Используя данные соотношения для коэффициентов, можно получать раз-
личные результаты.
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«Квазиэнергетическое» выражение для вероятности перехода в
двухуровневой системе. Сравнение с формулой Раби

Используем полученные в предыдущем разделе соотношения для ко-
эффициентов (3.12),(3.13) для вычисления вероятности переходов между
гравитационными состояниями под действием переменного неоднородного
магнитного поля.

Пусть до включения возмущения система находилась в гравитаци-
онном состоянии |𝑛0 >, т.е. 𝜖 → 𝐸𝑛0

при 𝑉 → 0. Вблизи резонан-
са (𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛0
) → ~𝜔, соответственно в выражении для функции Грина

𝐺𝑘 (3.8) целесообразно оставить два слагаемых, дающих основной вклад:
𝐺0 → |𝑛0><𝑛0|

𝜖−𝐸𝑛0
и 𝐺1 → |𝑛1><𝑛1|

𝜖−(𝐸𝑛1
−~𝜔) .

При выполнении условия |𝐸𝑛1
−𝐸𝑛0

− ~𝜔| ≪ ~𝜔 в уравнениях можно
оставить только медленно меняющиеся члены.

Рассмотрим приближение, в котором остаются только коэффициен-
ты 𝐶1

𝑛1
, 𝐶0

𝑛0
, т.е. ищем решения нулевого порядка. В таком приближении

система уравнений (3.12) преобразуется к виду:

(𝜖− 𝐸𝑛0
)𝐶0

𝑛0
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶1

𝑛1
,

(~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛1
)𝐶1

𝑛1
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶0

𝑛0
.

(3.14)

Уравнение на квазиэнергии 𝜖 будет иметь вид:

𝜖2 + 𝜖 (~𝜔 − 𝐸𝑛0
− 𝐸𝑛1

) + 𝐸𝑛0
(𝐸𝑛1

− ~𝜔) −
𝑉 2
𝑛0𝑛1

4
= 0, (3.15)

корни которого:

𝜖(+,−) =
𝐸𝑛0

+ 𝐸𝑛1
− ~𝜔

2
± 1

2

√︁
(𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛0
− ~𝜔)2 + 𝑉 2

𝑛0𝑛1
. (3.16)
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При выключении взаимодействия 𝑉𝑛0𝑛1
→ 0: 𝜖(+) → (𝐸𝑛1

− ~𝜔), 𝜖(−) → 𝐸𝑛0
.

В случае точного резонанса квазиэнергии перейдут:

𝜖(+) → 𝐸𝑛0
+
𝑉𝑛0𝑛1

2
,

𝜖(−) → 𝐸𝑛0
− 𝑉𝑛0𝑛1

2
.

(3.17)

В целом решение уравнения Шредингера (2.9) можно записать в виде раз-
ложения по функциям Флоке:

𝜓(𝑧,𝑡) = 𝐴1𝜓𝜖(−)(𝑧,𝑡) + 𝐴2𝜓𝜖(+)(𝑧,𝑡) =

= 𝐴1

𝑘=∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝑘𝜔𝑡− 𝑖𝜖(−)𝑡
~

(︁
𝐶𝑘

𝑛0,𝜖(−)|𝑛0 > +𝐶𝑘
𝑛1,𝜖(−)|𝑛1 >

)︁
+

+ 𝐴2

𝑘=∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝑘𝜔𝑡− 𝑖𝜖(+)𝑡
~

(︁
𝐶𝑘

𝑛0,𝜖(+)|𝑛0 > +𝐶𝑘
𝑛1,𝜖(+)|𝑛1 >

)︁
.

(3.18)

Из уравнений на коэффициенты (3.14) получаем связь между коэф-
фициентами с учетом найденных квазиэнергий:

𝐶0
𝑛0,𝜖(+) =

𝑉𝑛0𝑛1

2(𝜖(+) − 𝐸𝑛0
)
𝐶1

𝑛1,𝜖(+) = 𝑋𝐶1
𝑛1,𝜖(+),

𝐶0
𝑛0,𝜖(−) =

𝑉𝑛0𝑛1

2(𝜖(−) − 𝐸𝑛0
)
𝐶1

𝑛1,𝜖(−) = 𝑌 𝐶1
𝑛1,𝜖(−),

(3.19)

где ввели обозначения:

𝑋 =
𝑉𝑛0𝑛1

2(𝜖(+) − 𝐸𝑛0
)
, 𝑌 =

𝑉𝑛0𝑛1

2(𝜖(−) − 𝐸𝑛0
)
.

Поставим дополнительное условие нормировки состояний Флоке. В общем
случае оно имеет вид:∑︁

𝑘

(︀
|𝐶𝑘

1,𝜖|2 + |𝐶𝑘
2,𝜖|2 + |𝐶𝑘

3,𝜖|2 + . . .
)︀

= 1. (3.20)
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Используя начальное условие 𝜓(𝑧,𝑡 = 0) = |𝑛0 >, найдем коэффициенты
𝐴1, 𝐴2, и окончательно получим соотношения:⃒⃒⃒

𝐶0
𝑛0,(+/−)

⃒⃒⃒2
=

|𝑋/𝑌 |2

1 + |𝑋/𝑌 |2
,⃒⃒⃒

𝐶1
𝑛1,(+/−)

⃒⃒⃒2
=

1

1 + |𝑋/𝑌 |2
.

(3.21)

Используя найденные квазиэнергии и коэффициенты, можно вычис-
лять вероятности переходов между гравитационными состояниями.

Чтобы определить амплитуду перехода подействуем на начальное
гравитационное состояние |𝑛0 > оператором Флоке 𝐹 (𝑡,𝑡0), который имеет
вид:

𝐹 (𝑡,𝑡0) =
∑︁
𝜖

|𝑢𝜖(𝑡) > 𝑒−
𝑖𝜖𝑡
~ 𝑒

𝑖𝜖𝑡0
~ < 𝑢𝜖(𝑡0)|, (3.22)

где функции |𝑢(𝑡) >=
∑︀

𝑘

∑︀
𝑛𝐶

𝑘
𝑛𝑒

−𝑖𝜔𝑘𝑡|𝑛 > — состояния Флоке.
Вероятность перехода 𝑃𝑛0𝑛1

из состояния 𝑛0 в 𝑛1 можно определить
таким образом:

𝑃𝑛0𝑛1
= |< 𝑛1|𝐹 (𝑡,𝑡0)|𝑛0 >|2 . (3.23)

Можно определить вероятность 𝑃𝑛0𝑛1
по-другому, вычтя из полной вероят-

ности вероятность остаться в первоначальном состоянии (получив вероят-
ность покинуть первоначальное состояние):

𝑃𝑛0𝑛1
= 1 − |< 𝑛0|𝐹 (𝑡,𝑡0)|𝑛0 >|2 . (3.24)

Выражение для вероятности (3.24) в рассмотренном приближении приоб-
ретает вид:

𝑃𝑛0𝑛1
= 4

⃒⃒⃒
𝐶0

𝑛0(+)

⃒⃒⃒2 ⃒⃒⃒
𝐶0

𝑛0(−)

⃒⃒⃒2
sin2

(︃(︀
𝜖(+) − 𝜖(−)

)︀
𝑡

2~

)︃
. (3.25)
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После аккуратной подстановки вычисленных коэффициентов вероятность
перехода из состояния 𝑛0 в состояние 𝑛1 приобретает окончательный вид:

𝑃𝑛0𝑛1
=

𝑉 2
𝑛0𝑛1

(𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛0

− ~𝜔)2 + 𝑉 2
𝑛0𝑛1

sin2

(︃√︀
(𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛0
− ~𝜔)2 + 𝑉 2

𝑛0𝑛1
𝑡

2~

)︃
.

(3.26)
Выражения для 𝑃𝑛0𝑛1

совпадает с формулой Раби (2.19). Частота
внешнего поля, обеспечивающая максимум вероятности перехода между
гравитационными состояниями в момент времени 𝑡𝑓 = 0.1 с при величине
градиента магнитного поля 𝛽 = 𝜋~

𝑡𝑓𝜇𝐵𝑧𝑛0𝑛1
, совпадает с разностью частот

невозмущенных уровней и равняется 𝜔𝑛0𝑛1
. В рассмотренном приближении

сдвиг резонанса отсутствует.

Аналитическое выражение для сдвига резонансной частоты

Покажем, что учет дополнительных гармоник приведет к сдвигу ре-
зонанса. Рассмотрим новое приближение в описанной в предыдущем раз-
деле теории Флоке для вычисления аналитически сдвига резонанса ∆𝜔,
обусловленного динамическим эффектом Штарка. В вычислениях ограни-
чимся вторым порядком по возмущению: 𝑉 2.

Используем общую формулу для нахождения коэффициентов (3.12)
и учтем вклад многих уровней в системе в вероятность перехода между
гравитационными состояниями 𝑛0 → 𝑛1. Будем считать, что все коэффи-
циенты, кроме 𝐶0

𝑛0
, 𝐶1

𝑛1
, малы. Выразим произвольный коэффициент 𝐶𝑛

через 𝐶0
𝑛0

, 𝐶1
𝑛1

.
Для коэффициентов 𝐶0

𝑛0
, 𝐶1

𝑛1
в соответствии с (3.12) верны уравнения:

(𝜖− 𝐸𝑛0
)𝐶0

𝑛0
=
∑︁
𝑛

𝑉𝑛0𝑛

2

(︀
𝐶−1

𝑛 + 𝐶1
𝑛

)︀
,

(𝜖− 𝐸𝑛1
+ ~𝜔)𝐶1

𝑛1
=
∑︁
𝑛

𝑉𝑛1𝑛

2

(︀
𝐶0

𝑛 + 𝐶2
𝑛

)︀
.

(3.27)
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Выделим в суммах в правой части уравнений (3.27) слагаемые, дающие
основной вклад.

(𝜖− 𝐸𝑛0
)𝐶0

𝑛0
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶1

𝑛1
+
∑︁
𝑛

𝑉𝑛0𝑛

2
𝐶−1

𝑛 +
∑︁
𝑛 ̸=𝑛1

𝑉𝑛0𝑛

2
𝐶1

𝑛,

(𝜖− 𝐸𝑛1
+ ~𝜔)𝐶1

𝑛1
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶0

𝑛0
+
∑︁
𝑛

𝑉𝑛1𝑛

2
𝐶2

𝑛 +
∑︁
𝑛 ̸=𝑛0

𝑉𝑛1𝑛

2
𝐶0

𝑛.
(3.28)

Воспользуемся соотношением (3.12) для коэффициентов 𝐶𝑛 и подставим
их в уравнения:

(𝜖− 𝐸𝑛0
)𝐶0

𝑛0
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶1

𝑛1
+
∑︁
𝑛

∑︁
𝑙

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑙
4

1

−~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛
(𝐶0

𝑙 + 𝐶−2
𝑙 )+

+
∑︁
𝑛 ̸=𝑛1

∑︁
𝑙

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑙
4

1

~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛
(𝐶0

𝑙 + 𝐶2
𝑙 ),

(𝜖− 𝐸𝑛1
+ ~𝜔)𝐶1

𝑛1
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶0

𝑛0
+
∑︁
𝑛

∑︁
𝑙

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑙
4

1

2~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛
(𝐶3

𝑙 + 𝐶1
𝑙 )+

+
∑︁
𝑛 ̸=𝑛0

∑︁
𝑙

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑙
4

1

𝜖− 𝐸𝑛
(𝐶−1

𝑙 + 𝐶1
𝑙 ).

(3.29)

Оставив в уравнениях (3.29) справа коэффициенты 𝐶0
𝑛0

, 𝐶1
𝑛1

, с точностью
до 𝑉 2 получим:

(𝜖− 𝐸𝑛0
)𝐶0

𝑛0
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶1

𝑛1
+
∑︁
𝑛

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑛0

4

1

−~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛
𝐶0

𝑛0
+

+
∑︁
�̸�=𝑛1

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑛0

4

1

~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛
𝐶0

𝑛0
,

(𝜖− 𝐸𝑛1
+ ~𝜔)𝐶1

𝑛1
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶0

𝑛0
+
∑︁
𝑛

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑛1

4

1

2~𝜔 + 𝜖− 𝐸𝑛
𝐶1

𝑛1
+

+
∑︁
𝑛 ̸=𝑛0

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑛1

4

1

𝜖− 𝐸𝑛
𝐶1

𝑛1
.

(3.30)

Положим в поправках к энергии (в правой части уравнений (3.30)) в нуле-
вом приближении 𝜖 = 𝐸𝑛0

и ~𝜔 = 𝐸𝑛1
−𝐸𝑛0

, тогда уравнения (3.30) примут
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вид:

(𝜖− �̃�𝑛0
)𝐶0

𝑛0
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶1

𝑛1
,

(𝜖− �̃�𝑛1
+ ~𝜔)𝐶1

𝑛1
=
𝑉𝑛0𝑛1

2
𝐶0

𝑛0
,

(3.31)

где введены обозначения:

�̃�𝑛0
= 𝐸𝑛0

+
∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑛0

4

1

2𝐸𝑛0
− 𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛
+
∑︁
𝑛 ̸=𝑛1

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑛0

4

1

𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛

,

�̃�𝑛1
= 𝐸𝑛1

+
∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑛1

4

1

2𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛0

− 𝐸𝑛
+
∑︁
𝑛 ̸=𝑛0

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑛1

4

1

𝐸𝑛0
− 𝐸𝑛

.
(3.32)

Можно заметить, что полученная система уравнений ничем не отличается
от системы (3.14) с точностью до замены 𝐸𝑛0

→ �̃�𝑛0
, 𝐸𝑛1

→ �̃�𝑛1
.

Новая вероятность перехода между состояниями 𝑛0 и 𝑛1 будет соот-
ветственно иметь вид:

𝑃𝑛0𝑛1
=

𝑉 2
𝑛0𝑛1

(�̃�𝑛1
− �̃�𝑛0

− ~𝜔)2 + 𝑉 2
𝑛0𝑛1

sin2

⎛⎜⎝
√︁

(�̃�𝑛1
− �̃�𝑛0

− ~𝜔)2 + 𝑉 2
𝑛0𝑛1

𝑡

2~

⎞⎟⎠ .

(3.33)
Частота перехода, обеспечивающая максимум вероятности перехода между
гравитационными состояниями в момент времени 𝑡𝑓 = 0.1𝑠 при величине
градиента магнитного поля 𝛽 = 𝜋~

𝑡𝑓𝜇𝐵𝑧𝑛0𝑛1
, равняется:

𝜔𝑟𝑒𝑠 =
�̃�𝑛1

− �̃�𝑛0

~
= 𝜔𝑛0𝑛1

+ ∆𝜔, (3.34)

где величина сдвига резонанса:

~∆𝜔 =
∑︁
𝑛 ̸=𝑛0

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑛1

4

1

𝐸𝑛0
− 𝐸𝑛

+
∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛1𝑛𝑉𝑛𝑛1

4

1

2𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛0

− 𝐸𝑛
−

−
∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑛0

4

1

2𝐸𝑛0
− 𝐸𝑛1

− 𝐸𝑛
−
∑︁
𝑛 ̸=𝑛1

𝑉𝑛0𝑛𝑉𝑛𝑛0

4

1

𝐸𝑛1
− 𝐸𝑛

.
(3.35)
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Результаты программы, точно решающей систему дифференциаль-
ных уравнений (2.12) и ищущей максимум вероятности перехода 𝑃𝑛0𝑛1

в
момент времени 𝑡𝑓 = 0.1 с как функции частоты магнитного поля, сравни-
ваются с полученной аналитической оценкой для сдвига резонанса (3.35) с
учетом 𝑛levels уровней в системе в Таблице 3.3.

Таблица 3.3
Аналитические значения сдвигов резонансной частоты ∆𝜔 и численные

значения сдвигов резонансной частоты для переходов между
гравитационными состояниями 𝑛0 и 𝑛1 под действием магнитного поля.

Переход 𝑛0 → 𝑛1
Аналитический расчет Численный расчет
𝑛levels ∆𝜔, Гц 𝑛levels ∆𝜔, Гц

1→ 2 40 0.289 11 0.239 ± 0.006
1→ 3 40 -0.031 15 -0.038 ± 0.006
1→ 4 40 0.162 16 0.168 ± 0.006
1→ 5 40 -0.295 18 -0.298 ± 0.006
1→ 6 40 -0.019 22 -0.025 ± 0.006

Аналогичные результаты для возбуждения переходов при помощи
вибрации поверхности приведены в Таблице 3.4.

Таблица 3.4
Аналитические значения сдвигов резонансной частоты ∆𝜔 и численные

значения сдвигов резонансной частоты для переходов между
гравитационными состояниями 𝑛0 и 𝑛1 под действием вибрации

поверхности.

Переход 𝑛0 → 𝑛1
Аналитический расчет Численный расчет
𝑛levels ∆𝜔, Гц 𝑛levels ∆𝜔, Гц

1→ 2 40 0.191 11 0.143 ± 0.008
1→ 3 40 -0.085 15 -0.089 ± 0.008
1→ 4 40 0.124 16 0.130 ± 0.008
1→ 5 40 -0.324 18 -0.306 ± 0.008
1→ 6 40 -0.042 22 -0.037 ± 0.008

В пределах погрешности результаты для сдвигов резонансной часто-
ты очень близки.

В аналитическом выражении для сдвига резонансной частоты (3.35)
удобно ограничить бесконечные суммы конечным числом слагаемых и оце-
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нить вклад оставшихся малых слагаемых. Предлагается оценка вклада вы-
соковозбужденных гравитационных уровней в аналитическом выражении
для сдвига резонанса (3.35).

Матричные элементы и энергии, входящие в формулу (3.35) имеют
явный вид (Приложение Б):

𝐸𝑙 = 𝜖𝑔𝜆𝑙,

𝑉𝑙𝑘 = 𝜇𝐵𝛽𝑧𝑙𝑘,

𝑧𝑙𝑘 =
2𝑙𝑔 (−1)𝑘+𝑙+1

(𝜆𝑘 − 𝜆𝑙)2
,

𝑧𝑙𝑙 =
2

3
𝑙𝑔𝜆𝑙.

(3.36)

Градиент магнитного поля 𝛽 должен обеспечивать максимальную ве-
роятность перехода в момент времени 𝑡𝑓 из гравитационного состояния
𝑛0 → 𝑛1. Градиент магнитного поля в соответствии с формулой Раби опре-
деляется соотношением (2.20).

Матричные элементы потенциала с учетом выражения для градиента
магнитного поля примут вид:

𝑉 2
𝑛1𝑛

=
𝜋2~2

𝑡2𝑓

𝑧2𝑛1𝑛

𝑧2𝑛0𝑛1

,

𝑉 2
𝑛0𝑛

=
𝜋2~2

𝑡2𝑓

𝑧2𝑛0𝑛

𝑧2𝑛0𝑛1

.

(3.37)

После подстановки этих величин в выражения для сдвига (3.35), получим:

~∆𝜔 =
𝜋2~2

4𝑡2𝑓𝜖𝑔

{︂
1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)
+

+
∑︁

�̸�=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛)
− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛)

)︂
+

+
∑︁

𝑛 ̸=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)

−

− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)

)︂}︂
.

(3.38)
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В квазиклассическом приближении нули функции Эйри можно найти по
формуле:

𝜆𝑛 =

(︂
3𝜋

2

)︂ 2
3
(︂
𝑛− 1

4

)︂ 2
3

. (3.39)

При достаточно больших 𝑛 величина 𝜆𝑛 превышает 𝜆𝑛0
и 𝜆𝑛1

в формуле
(3.38) и можно выделить область достаточно больших 𝑛 в суммах:

~∆𝜔 =
𝜋2~2

4𝑡2𝑓𝜖𝑔

{︂
1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)
+

+

𝑛𝑘∑︁
𝑛 ̸=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛)
− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛)

)︂
+

+

𝑛𝑘∑︁
𝑛 ̸=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)

−

− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)

)︂
−

−
∞∑︁

𝑛=𝑛𝑘

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4

𝜆5𝑛

(︃
1

(1 − 𝜆𝑛1

𝜆𝑛
)4(1 − 𝜆𝑛0

𝜆𝑛
)
− 1

(1 − 𝜆𝑛0

𝜆𝑛
)4(1 − 𝜆𝑛1

𝜆𝑛
)

)︃
−

−
∞∑︁

𝑛=𝑛𝑘

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4

𝜆5𝑛

(︃
1

(1 − 𝜆𝑛1

𝜆𝑛
)4(1 − 2𝜆𝑛1

−𝜆𝑛0

𝜆𝑛
)
− 1

(1 − 𝜆𝑛0

𝜆𝑛
)4(1 − 2𝜆𝑛0

−𝜆𝑛1

𝜆𝑛
)

)︃}︃
.

(3.40)
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В последней сумме в выражении (3.40) при больших 𝑛 сделаем разложение
по степеням 1

𝜆𝑛
:

~∆𝜔 =
𝜋2~2

4𝑡2𝑓𝜖𝑔

{︂
1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)
+

+

𝑛𝑘∑︁
�̸�=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛)
− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛)

)︂
+

+

𝑛𝑘∑︁
𝑛 ̸=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)

−

− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)

)︂
−

−
∞∑︁

𝑛=𝑛𝑘

10(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)5

𝜆6𝑛
+𝑂

(︂
1

𝜆7𝑛

)︂}︃
.

(3.41)
Последнюю сумму в выражении (3.41) заменим на интеграл:∫︁ ∞

𝑛𝑘

𝑑𝑛(︀
3𝜋
2

)︀4 (︀
𝑛− 1

4

)︀4 =
1

3
(︀
3𝜋
2

)︀4 (︀
𝑛𝑘 − 1

4

)︀3 . (3.42)

Окончательное выражение для сдвига резонанса с конечным числом слага-
емых в суммах и с оценкой вклада высоковозбужденных состояний примет
вид:

~∆𝜔 =
𝜋2~2

4𝑡2𝑓𝜖𝑔

{︂
1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)
+

+

𝑛𝑘∑︁
�̸�=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛)
− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛)

)︂
+

+

𝑛𝑘∑︁
𝑛 ̸=𝑛0,𝑛1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)4
(︂

1

(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)

−

− 1

(𝜆𝑛0
− 𝜆𝑛)4(2𝜆𝑛0

− 𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛)

)︂
−

− 10(𝜆𝑛1
− 𝜆𝑛0

)5

3(3𝜋2 )4(𝑛𝑘 − 1
4)3

+𝑂

(︂
1

𝜆7𝑛

)︂}︂
.

(3.43)
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3.2 Оценка вклада сдвига резонансной частоты за счет
динамического эффекта Штарка в точность определения

гравитационной массы

Получив резонансную частоту перехода 𝜔𝑟𝑒𝑠 экспериментально и учтя
вклад динамического эффекта Штарка 𝜔𝑛0𝑛1

= 𝜔𝑟𝑒𝑠 − ∆𝜔, можно найти
гравитационную массу антиводорода 𝑀 (2.34).

Проведем оценку влияния сдвига резонансной частоты за счет дина-
мического эффекта Штарка на точность измерения гравитационной массы
в эксперименте.

Так как гравитационная масса определяется по формуле (2.34), то
относительная погрешность определения гравитационной массы 𝛿𝑀 свя-
зана с относительной погрешностью определения частоты перехода 𝛿𝜔𝑛0𝑛1

в эксперименте соотношением:

𝛿𝑀𝑛0𝑛1
= 3𝛿𝜔𝑛0𝑛1

. (3.44)

Относительная погрешность частоты перехода за счет динамического
эффекта Штарка составляет для переходов 1 → 2 и 1 → 6, например:

𝛿𝜔12 ∼ 10−3,

𝛿𝜔16 ∼ 2 · 10−5,
(3.45)

что приводит к появлению у гравитационной массы погрешности:

𝛿𝑀12 ∼ 3 · 10−3,

𝛿𝑀16 ∼ 6 · 10−5.
(3.46)

Рассмотрение перехода 1 → 6 в эксперименте является более пред-
почтительным, так как погрешность в определении гравитационной массы
для перехода 1 → 2 сравнима с ожидаемой погрешностью эксперимента.
Вклад динамического эффекта Штарка в точность определения гравита-
ционной массы наиболее существенен по сравнению со всеми эффектами,
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исследованными в работе, и данный эффект необходимо внимательно учи-
тывать при постановке эксперимента.
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Глава 4. Рассеяние антиводорода на проводящей поверхности и
выбор оптимальной поверхности

Подробно рассматривается явление квантового отражения, которое
препятствует аннигиляции ультрахолодных атомов антиводорода на ма-
териальной поверхности и позволяет хранить атомы антиводорода в гра-
витационных состояниях в течение конечных времен. Квантовое отраже-
ние возникает, когда квантовая волна попадает в область, где потенциал
притяжения резко и быстро меняется. Квантовое отражение играет клю-
чевую роль в экспериментах с антиатомами. Было показано, что гравита-
ционная масса и ускорение свободного падения для антиводорода могут
быть получены с хорошей точностью с помощью спектроскопии квантовых
гравитационных состояний. Точность таких спектроскопических измере-
ний существенно повышается для больших времен жизни гравитационных
состояний антиводорода.

4.1 Заряды на поверхности. Разрушение гравитационных
квантовых состояний под действием остаточных электрических
полей от электрических зарядов, случайно распределенных по

поверхности

Исследуется важнейший механизм «разрушения» гравитационных
квантовых состояний антиводорода под действием остаточных электриче-
ских полей от электрических зарядов, случайно распределенных по поверх-
ности зеркала. Рассматривается «разрушение» квантовых состояний как за
счет индуцированной аннигиляции, так и за счет индуцированных перехо-
дов в возбужденные состояния. Учет данного механизма необходим для
планируемых прецизионных экспериментов по определению гравитацион-
ной массы антиводорода, так как взаимодействие антиатома с зарядами на
поверхности уменьшает вероятность квантового отражения от поверхности
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и соответственно подавляет переходы в возбужденные гравитационные со-
стояния. Оценка механизма принципиальна для возможности наблюдения
гравитационных состояний.

Для экспериментов с ультрахолодными антиатомами учет электри-
ческих полей вблизи материальных поверхностей имеет большое значение.
Существует несколько известных источников электрических полей вблизи
поверхности. Так называемые патч-поля возникают вблизи поликристал-
лических металлических поверхностей [62–65]. Интенсивность патч-поля
вблизи поверхности золота была измерена экспериментально [66; 67] и его
влияние на атом антиводорода в основном гравитационном состоянии во
много раз уступает взаимодействию Казимира-Полдера.

Другой источник электрических зарядов появляется за счет анниги-
ляции атомов антиводорода на поверхности зеркала. Избытка энергии, вы-
деляющейся при аннигиляции, может оказаться достаточно для ионизации
окружающих атомов. Т.о. данный механизм является возможным источ-
ником зарядов, локализованных на поверхности. Такие остаточные заряды
могут изменить среднюю интенсивность взаимодействия между антиато-
мом и поверхностью и «разрушить» гравитационное состояние.

Будем рассматривать заряды, локализованные на поверхности зерка-
ла в области с характерным размером 𝑙𝑐 во много раз меньшим, чем длина
рассеяния на потенциале Казимира-Полдера 𝑎𝐶𝑃 [12; 34; 56]. Т.о. на рас-
стояниях порядка 𝑎𝐶𝑃 от поверхности (там, где формируется отраженная
волна) поле от зарядов можно рассматривать как поле точечного заряда
𝑄. Взаимодействие с точечным зарядом описывается потенциалом вида:

𝑉𝑝𝑜𝑙(𝑧,𝜌) = − 𝛼𝑝𝑄
2

2 (𝑧2 + 𝜌2)2
, (4.1)

где 𝑧 — высота антиатома над поверхностью, 𝜌 — расстояние от антиа-
тома до заряда 𝑄 в плоскости поверхности, 𝛼𝑝 — поляризуемость атома
антиводорода.
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Уравнение Шредингера, описывающее движение антиводорода в гра-
витационном поле Земли над зеркалом с зарядами на нем имеет вид:(︂

− ~2

2𝑚
∆ +𝑀𝑔𝑧 + 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) + 𝑉𝑝𝑜𝑙(𝑧,𝜌) − 𝐸

)︂
Φ(𝑧,�⃗�) = 0. (4.2)

Граничным условием для данного уравнения является условие пол-
ного поглощения на поверхности (𝑧 = 0), которое представляет из себя
условие отсутствия волны, отраженной от поверхности [12]:

Φ(𝑧 → 0,�⃗�) =
1√︀
𝑝(𝑧,𝜌)

exp

(︂
− 𝑖

~

∫︁
𝑝(𝑧′,𝜌)𝑑𝑧′

)︂
𝜒(�⃗�), (4.3)

где 𝑝(𝑧,𝜌) =
√︀

2𝑚(𝐸 − 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) − 𝑉𝑝𝑜𝑙(𝑧,𝜌) −𝑀𝑔𝑧) — импульс антиатома,
𝜒(�⃗�) — волновая функция, описывающая движение антиатома в плоскости,
параллельной поверхности.

Данное граничное условие обусловлено тем фактом, что квазиклас-
сическое приближение выполняется с большой точностью при стремлении
𝑧 к нулю. Граничное условие обеспечивает независимость рассеяния от де-
талей взаимодействия на тех расстояниях, где выполняется квазикласси-
ческое приближение.

Амплитуда рассеяния определяется теми частями потенциала, где на-
рушается квазиклассическое приближение [52;68] и где формируется отра-
женная волна [12;56]. Для потенциала Ван-дер-Ваальса-Казимира-Полдера
это расстояние составляет порядка 𝑙𝐶𝑃 =

√
2𝑚𝐶4/~, где 𝐶4 это константа,

связанная с асимптотическим поведением потенциала 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) = −𝐶4/𝑧
4

при больших 𝑧.
Появление потенциала 𝑉𝑝𝑜𝑙(𝑧) не только изменяет особенности взаи-

модействия антиводорода с поверхностью в той области, которая опреде-
ляет квантовое отражение, но также «связывает» поперечное и продольное
движения антиатома.

Интерес представляет исследование времени жизни и заселенности
гравитационных состояний при движении антиводорода над зеркалом.
Т.к. характерный масштаб действия потенциала Казимира-Полдера 𝑙𝐶𝑃 =

0.003 мкм [34] во много раз меньше, чем характерная длина волны антиво-
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дорода в гравитационном поле 𝑙𝑔 = 5.87 мкм, а также мы рассматриваем
такие величины зарядов на поверхности (𝑄≪ 104 e), что характерная дли-
на рассеяния на потенциале взаимодействия с зарядом 𝑉𝑝𝑜𝑙(𝑧,0) во много
раз меньше, чем характерная длина волны антиводорода в гравитационном
поле 𝑙𝑝𝑜𝑙 =

√︀
𝑚𝛼𝑝𝑄2/~ ≪ 𝑙𝑔, то сдвиг гравитационных уровней и их шири-

на за счет взаимодействия с поверхностью с зарядами могут быть описаны
при помощи новой комплексной длины рассеяния на составном потенциале
𝑎(𝜌) [34], вычисляемой при фиксированном значении параметра 𝜌.[︂

− ~2

2𝑚
∆ +𝑀𝑔𝑧 − 𝐸

]︂
Φ(𝑧,�⃗�) = 0, (4.4)

𝑑

𝑑𝑧
ln(Φ(𝑧 → 0,�⃗�)) = − 1

𝑎(𝜌)
. (4.5)

Комплексная длина рассеяния 𝑎(𝜌) может быть получена из асимп-
тотического вида решения уравнения Шредингера при нулевой энергии:(︂

− ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧2
+ 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) + 𝑉𝑝𝑜𝑙(𝑧,𝜌)

)︂
𝜑(𝑧,�⃗�) = 0 (4.6)

с граничным условием (4.3). Упомянутая выше асимптотика такого реше-
ния имеет вид:

𝜑(𝑧 → ∞,𝜌) = 𝑧 − 𝑎(𝜌). (4.7)

Т.о. с помощью граничного условия, зависящего от 𝜌, можно учесть
влияние потенциала Ван-дер-Ваальса-Казимира-Полдера и поляризацион-
ного потенциала на поведение антиатома.

Для решения полученных уравнений возможно использовать прибли-
жение, основанное на классическом рассмотрении движения антиатома в
плоскости, параллельной поверхности.

Движение атома антиводорода в плоскости, параллельной поверхно-
сти, можно рассматривать как классическое движение вдоль прямой тра-
ектории:

�⃗�(𝑡) = �⃗�0 + �⃗�𝑡, (4.8)

где �⃗�0 задает начальное положение антиатома в плоскости, параллельной
поверхности.
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При этом уравнение Шредингера (4.4) будет заменено зависящим от
времени уравнением Шредингера:

𝑖~
𝑑Φ(𝑧,𝑡)

𝑑𝑡
=

[︂
− ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧2
+𝑀𝑔𝑧

]︂
Φ(𝑧,𝑡), (4.9)

Φ(𝑧 → 0,𝑡) = 𝑧 − 𝑎(𝑡). (4.10)

Зависимость комплексной длины рассеяния от времени задается через за-
висимость от времени расстояния между зарядом и антиатомом 𝜌𝑖(𝑡) в
плоскости, параллельной поверхности.

𝜌𝑖(𝑡) = |�⃗�𝑐𝑖 − �⃗�0 − �⃗�𝑡| , (4.11)

где �⃗�𝑐𝑖 описывает положение 𝑖-го заряда на плоскости.
Уравнение (4.9) может быть преобразовано к новому виду, более удоб-

ному для рассмотрения по теории возмущений. Соответствующие преобра-
зования координаты и волновой функции:

𝑧′(𝑡) = 𝑧 − 𝑎(𝑡), (4.12)

Φ(𝑧,𝑡) = Ψ(𝑧′,𝑡) exp

(︂
−𝑖𝑀𝑔

~

∫︁
𝑎(𝑡)𝑑𝑡

)︂
. (4.13)

После замены координат уравнения (4.9), (4.10) преобразуются к виду:

𝑖~
𝑑Ψ(𝑧′,𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑖

𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡

𝑑Ψ(𝑧′,𝑡)

𝑑𝑧′
+

[︂
− ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧′2
+𝑀𝑔𝑧′

]︂
Ψ(𝑧′,𝑡), (4.14)

Ψ(𝑧′ → 0,𝑡) = 0. (4.15)

Разложение зависящей от времени волновой функции по базису гра-
витационных состояний и использование явного вида матричных элемен-
тов оператора импульса дает систему уравнений для зависящих от времени
амплитуд в разложении по гравитационным состояниям 𝐶(𝑡):

𝑑𝐶𝑖

𝑑𝑡
=

1

𝑙𝑔

𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡

∑︁
𝑘

1

𝜆𝑖 − 𝜆𝑘
exp (−𝑖𝜔𝑘𝑖𝑡)𝐶𝑘(𝑡), (4.16)
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где 𝜔𝑘𝑖 = 𝜔𝑘 − 𝜔𝑖 — частота перехода между гравитационными уровнями.
Характерное время пролета антиатома вблизи заряда определяется:

𝜏 =

√︀
𝑚𝛼𝑝𝑄2

𝑣~
(4.17)

и предполагается, что оно мало по сравнению с характерным гравитацион-
ным временем:

𝜏𝑔 =
~
𝜖𝑔

= 0.001с. (4.18)

(Можно отметить, что время пролета вблизи заряда составляет порядка
микросекунды даже для зарядов 𝑄 = 104 e).

Решение уравнения (4.16) для амплитуды перехода, полученное по
теории возмущений, с начальным условием 𝐶𝑘(0) = 𝛿1𝑘 для одного заряда
на поверхности:

𝐶𝑘(∞) = −𝑖𝑀𝑔

~

(︃∫︁ 𝜏/2

−𝜏/2

𝑎(𝑡) exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡)𝑑𝑡− 2𝑎𝐶𝑃
sin(𝜔1𝑘𝜏/2)

𝜔1𝑘

)︃
×

× exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡0),

(4.19)
где 𝑡0 — момент времени, в который антиатом приближается к заряду на
поверхности на минимальное расстояние в плоскости.

В пределе 𝜔1𝑘𝜏 ≪ 1 выражение упрощается:

𝐶𝑘(∞) = −𝑖𝑀𝑔

~

(︃∫︁ 𝜏/2

−𝜏/2

𝑎(𝑡)𝑑𝑡− 𝑎𝐶𝑃 𝜏

)︃
exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡0). (4.20)

В случае множества зарядов, распределенных по поверхности и разде-
ленных большими расстояниями по сравнению с

√︀
2𝑚𝛼𝑝𝑄2/~, выражение

приобретает вид:

𝐶𝑘(∞) = −𝑖𝑀𝑔

~

(︃∫︁ 𝜏/2

−𝜏/2

𝑎(𝑡)𝑑𝑡− 𝑎𝐶𝑃 𝜏

)︃∑︁
𝑛

exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡𝑛), (4.21)

где 𝑡𝑛 — это момент времени, когда антиатом приближается на минималь-
ное расстояние к 𝑛-му заряду.
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В рамках теории возмущений соответствующая вероятность перехода
приобретает вид:

𝑃 = exp

(︂
−2

𝑀𝑔

~

∫︁
|Im𝑎(𝑡)|𝑑𝑡

)︂
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑀𝑔

~

(︃∫︁ 𝜏/2

−𝜏/2

𝑎(𝑡) exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡)𝑑𝑡− 2𝑎𝐶𝑃
sin(𝜔1𝑘𝜏/2)

𝜔1𝑘

)︃∑︁
𝑛

exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

.

(4.22)

Вероятность перехода в нижние возбужденные гравитационные со-
стояния в рассмотренном приближении одинакова для всех этих состояний
и составляет:

𝑃 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑀𝑔

~

(︂∫︁ ∞

−∞
(𝑎(𝑡) − 𝑎𝐶𝑃 )𝑑𝑡

)︂∑︁
𝑛

exp (−𝑖𝜔1𝑘𝑡𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

×

× exp

(︂
−2

𝑀𝑔

~

∫︁
|Im𝑎(𝑡)|𝑑𝑡

)︂
.

(4.23)

Выше был проведен формальный переход к бесконечным пределам
интегрирования, так как 𝑎(𝑡) → ∞ при |𝑡| ≫ 𝜏 .

Интерес представляет вероятность перехода во все возбужденные со-
стояния, которую можно получить из (4.22), просуммировав по всем со-
стояниям. Заменяя суммирование интегрированием по частоте перехода и
используя четность 𝑎(𝑡) как функции 𝑡, получается окончательное выра-
жение:

𝑃 =
𝑀 2𝑔2𝑁𝜏

3/2
𝑔

𝜋~2

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒∫︁ ∞

−∞
(𝑎(𝑡) − 𝑎𝐶𝑃 ) exp (−𝑖𝜔𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
×

×
√
𝜔𝑑𝜔 exp

(︂
−2

𝑀𝑔

~

∫︁
|Im𝑎(𝑡)|𝑑𝑡

)︂
,

(4.24)

где 𝑁 — число рассеивающих центров вдоль траектории антиатома (во
внимание принята случайность распределения таких центров), множитель
𝜏𝑔 появился при замене суммирования по гравитационным состояниям на
интегрирование по частоте перехода 𝑑𝑛→

√
𝜔𝑑𝜔𝜏

3/2
𝑔 /𝜋.
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Можно отметить, что зависимость длины рассеяния от времени про-
является через зависимость от времени расстояния между антиатомом и
рассеивающим центром (4.11). Вводя понятие минимального расстояния
𝑑 между рассеивающим центром и прямолинейной траекторией антиато-
ма, можно получить для вероятности перехода для одного рассеивающего
центра:

𝑃 (𝑑) ∼ 𝑀 2𝑔2𝜏
3/2
𝑔

𝜋
√
𝑣~2

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒∫︁ ∞

−∞
(𝑎(𝑑2 + 𝑥2) − 𝑎𝐶𝑃 ) exp (−𝑖𝑘𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2√
𝑘𝑑𝑘. (4.25)

В выражении выше полагали exp (−2𝑀𝑔
~
∫︀
|Im𝑎(𝑡)|𝑑𝑡) ∼ 1, оставляя

только выражения первого порядка в вероятности перехода.
Для наглядности имеет смысл введение понятия эффективного ради-

уса перехода (аналога сечения рассеяния в трехмерном случае):

𝑑𝑡𝑟 =

∫︁ ∞

−∞
𝑃 (𝜌)𝑑𝜌, (4.26)

где 𝑃 (𝜌) определяется выражением (4.25).
Используя определение эффективного радиуса перехода, можно пе-

реписать выражение для вероятности перехода (4.24):

𝑃𝑡 ∼ 𝑑𝑡𝑟𝐿𝜎, (4.27)

где 𝜎 — поверхностная плотность зарядов, 𝐿 — характерный размер зер-
кала. Соответствующая эффективная ширина Γ𝑡, которая появляется у ос-
новного гравитационного состояния за счет индуцированных переходов в
возбужденные состояния, задается выражением:

Γ𝑡 = ~𝑑𝑡𝑟𝜎𝑣. (4.28)
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С учетом соотношения (4.25) можно получить для Γ𝑡:

Γ𝑡 = 𝜎
2𝑀 2𝑔2

√
𝑣𝜏

3/2
𝑔

𝜋~

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒∫︁ ∞

−∞
(𝑎(𝜌2 + 𝑥2) − 𝑎𝐶𝑃 ) exp (−𝑖𝑘𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
×

×
√
𝑘𝑑𝑘𝑑𝜌.

(4.29)
Гравитационное состояние является квазистационарным и без учета

зарядов на поверхности, т.к. длина рассеяния на проводящей идеальной
поверхности 𝑎𝐶𝑃 имеет мнимую часть, которая приводит к появлению у
состояния ширины. Пролетая область вблизи каждого заряда на поверх-
ности, антиатом приобретает дополнительную ширину состояния. Вероят-
ность распада каждого гравитационного состояния в рамках рассматрива-
емого приближения:

𝑃𝑖𝑛(𝑑) = 1 − exp

(︂
2𝑀𝑔

~𝑣
Im
∫︁ ∞

−∞
(𝑎(𝑑2 + 𝑥2) − 𝑎𝐶𝑃 )𝑑𝑥

)︂
. (4.30)

Принимая во внимание малость такой вероятности, можно записать:

𝑃𝑖𝑛(𝑑) ∼ 2𝑀𝑔

~𝑣

⃒⃒⃒⃒
Im
∫︁ ∞

−∞
(𝑎(𝑑2 + 𝑥2) − 𝑎𝐶𝑃 )𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
. (4.31)

Вводя эффективный радиус индуцированной аннигиляции:

𝑑𝑖𝑛 =

∫︁ ∞

−∞
𝑃𝑖𝑛(𝜌)𝑑𝜌, (4.32)

можно получить выражение для полной вероятности распада гравитаци-
онного состояния за время пролета антиатома над зеркалом:

𝑅 = 1 − exp

(︂
−𝑑𝑖𝑛𝐿𝜎 − 2𝑀𝑔|Im𝑎𝐶𝑃 |

𝐿

~𝑣

)︂
. (4.33)

Полная эффективная ширина распада гравитационного состояния ан-
тиатома задается выражением:

Γ𝑖𝑛 = ~𝑑𝑖𝑛𝜎𝑣 + 2𝑀𝑔|Im 𝑎𝐶𝑃 |. (4.34)
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Представив ширину Γ𝑖𝑛 в виде суммы Γ𝑖𝑛 = Γ𝑑 + Γ𝐶𝑃 и учитывая
выражение (4.31):

Γ𝑑 = 4𝑀𝑔𝜋𝜎

⃒⃒⃒⃒
Im
∫︁ ∞

0

(𝑎(𝜌2) − 𝑎𝐶𝑃 )𝜌𝑑𝜌

⃒⃒⃒⃒
, (4.35)

Γ𝐶𝑃 = 2𝑀𝑔|Im𝑎𝐶𝑃 |. (4.36)

Из вышеизложенного следует, что существуют два основных меха-
низма разрушения гравитационных состояний. Для антиатома в основном
гравитационном состоянии это индуцированные переходы в возбужденные
состояния и индуцированная аннигиляция за счет взаимодействия антиато-
ма с зарядами на поверхности. Эти два механизма имеют разный порядок
величины. Из (4.26) и (4.32) следует, что отношение этих величин:

𝑑𝑡𝑟
𝑑𝑖𝑛

=

√
𝑣𝜏𝑔
∫︀∞
0

∫︀∞
0

⃒⃒∫︀∞
−∞(𝑎(𝜌2 + 𝑥2) − 𝑎𝐶𝑃 ) exp (−𝑖𝑘𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒2√
𝑘𝑑𝑘𝑑𝜌

2𝜋2𝑙𝑔|Im
∫︀∞
0 (𝑎(𝜌2) − 𝑎𝐶𝑃 )𝜌𝑑𝜌|

. (4.37)

Динамика разрушения гравитационных состояний определяется за-
висящей от времени длиной рассеяния на потенциалах Ван-дер-Ваальса-
Казимира-Полдера и поляризационном. Интерес представляет численное
вычисление 𝑎(𝑡).

Комплексную длину рассеяния можно получить, численно решая
уравнение (4.6) с граничным условием (4.3). Действительная и мнимая
часть длины рассеяния Re 𝑎(𝜌), Im 𝑎(𝜌) как функция расстояния между
антиатомом и рассеивающим центром в плоскости, параллельной поверх-
ности 𝜌, представлены на Рис. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4.

Интересно отметить быстрые осцилляции Re 𝑎(𝜌) и резкий максимум
у |Im 𝑎(𝜌)|. Причина таких осцилляций заключается в том, что суперпози-
ция потенциала Ван-дер-Ваальса-Казимира-Полдера и поляризационного
потенциала приводит к появлению двух областей надбарьерного отраже-
ния. Расстояние между этими областями зависит от 𝜌 при заданном зна-
чении 𝑄. Надбарьерное отражение от двух отдельных областей приводит
к появлению вблизипорогового надбарьерного резонанса при условии, что
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Рисунок 4.1 — Действительная часть длины рассеяния Re 𝑎(𝜌) как
функция расстояния между антиатомом и зарядом в плоскости,

параллельной поверхности. 𝑄 = 10 e.

расстояние между областями отражения подчиняется условию образования
стоячей волны. Появление вблизипорогового резонанса находит отражение
в быстром изменении длины рассеяния как функции 𝜌.

Значения 𝑑𝑖𝑛𝑣 и 𝑑𝑡𝑟𝑣 как функции заряда 𝑄 представлены на Рис.4.5.
В частности 𝑑𝑖𝑛 = 6.06·10−12 м и 𝑑𝑡𝑟 = 1.7·10−12 м при 𝑣 = 1 м/с и значении
заряда 𝑄 = 30 e.

Из численных оценок критических плотностей остаточных зарядов на
поверхности следует, что эффективная ширина гравитационного состояния
антиатома за счет взаимодействия антиатома с идеальной проводящей по-
верхностью Γ𝐶𝑃 становится сравнимой с эффективной шириной состояния,
приобретаемой за счет взаимодействия с зарядом Γ𝑑, при зарядах 𝑄 = 30e,
распределенных с поверхностной плотностью 𝜎𝑐 = 1012 м−2. До тех пор,
пока 𝜎 < 𝜎𝑐, заряды фактически не будут влиять на время жизни гра-
витационных состояний. На основании этих оценок можно с уверенностью
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Рисунок 4.2 — Мнимая часть длины рассеяния Im 𝑎(𝜌) как функция
расстояния между антиатомом и зарядом в плоскости, параллельной

поверхности. 𝑄 = 10 e.

сказать, что «опасные» для эксперимента остаточные заряды на поверх-
ности могут быть легко контролируемы и ложные эффекты будут легко
исключены.

4.2 Шероховатости поверхности. Вариации
электростатического потенциала поверхности

Наличие шероховатостей у реальной поверхности приводит к появле-
нию вариаций электростатического потенциала проводящей поверхности.
Такие вариации электростатического потенциала будут оказывать влия-
ние на положение и ширину гравитационных уровней антиводорода, нахо-
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Рисунок 4.3 — Действительная часть длины рассеяния Re 𝑎(𝜌) как
функция расстояния между антиатомом и зарядом в плоскости,

параллельной поверхности. 𝑄 = 30 e.

дящегося над реальной проводящей поверхностью в гравитационном поле
Земли.

С помощью компьютерного моделирования была воссоздана типич-
ная реальная случайная шероховатая поверхность, подобная эксперимен-
тальным поверхностям. Для ее воссоздания использовался набор статисти-
ческих параметров [69]. Рассматривалась область поверхности размером
𝐿 × 𝐿 (𝐿 = 1 мкм). Электростатический потенциал вычислялся в наборе
точек 𝑛 × 𝑛 (𝑛 = 512), равномерно распределенных по области поверхно-
сти. Наиболее распространенным типом функции автоковариации для мо-
делирования распределения потенциала по поверхности является функция
Гаусса вида 𝐺(𝑟) = 𝑤2𝑒−𝑟2/𝜒2, где 𝑤2 — это среднеквадратичное значение
потенциала, 𝜒 — длина корреляции [69]. Для численного моделирования
значений потенциала в точках поверхности, наиболее похожей на экспери-
ментальную, использовались параметры 𝑤 = 23 мВ, 𝜒 = 60 нм.
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Рисунок 4.4 — Мнимая часть длины рассеяния Im 𝑎(𝜌) как функция
расстояния между антиатомом и зарядом в плоскости, параллельной

поверхности. 𝑄 = 30 e.

На Рис. 4.6 представлен результат моделирования распределения
электростатического потенциала на реальной случайной шероховатой по-
верхности. Вариации потенциала на поверхности колеблются в пределах
(−80, 80) мВ.

Полученное численно модельное распределение электростатического
потенциала на поверхности служит граничным условием для уравнения
Лапласа для нахождения электростатического потенциала 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧), дей-
ствующего на атом антиводорода на высоте 𝑧 над поверхностью [66]:

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
+
𝑑2𝜑

𝑑𝑦2
+
𝑑2𝜑

𝑑𝑧2
= 0. (4.38)
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Рисунок 4.5 — Черная линия 𝑑𝑡𝑟 и красная линия 𝑑𝑖𝑛 как функции
величины заряда на поверхности 𝑄. 𝑣 = 1 м/с.

Решение данного уравнения можно искать в виде [66;70]:

𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝑒−𝑘𝑧(𝑖,𝑗)𝑧 (𝐴𝑖𝑗 cos(𝑘𝑥𝑖𝑥+ 𝑘𝑦𝑗𝑦) +𝐵𝑖𝑗 sin(𝑘𝑥𝑖𝑥+ 𝑘𝑦𝑗𝑦)+

+𝐶𝑖𝑗 cos(𝑘𝑥𝑖𝑥− 𝑘𝑦𝑗𝑦) +𝐷𝑖𝑗 sin(𝑘𝑥𝑖𝑥− 𝑘𝑦𝑗𝑦)) ,

(4.39)

где 𝑘𝑧(𝑖,𝑗) =
√︁
𝑘2𝑥𝑖 + 𝑘2𝑦𝑗.

Для функции 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) ставятся периодические граничные условия.
Предполагается, что функция 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) является периодической с перио-
дом 𝐿 = 1 мкм, что связано со сходством между вариациями потенциала
поверхности, наблюдаемыми в различных областях вдоль поверхности. Та-
ким образом 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) может использоваться для воспроизведения распре-
деления потенциала по всей поверхности.

𝜑(0,𝑦,𝑧) = 𝜑(𝐿,𝑦,𝑧),

𝜑(𝑥,0,𝑧) = 𝜑(𝑥,𝐿,𝑧),
(4.40)
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Рисунок 4.6 — Моделирование распределения вариаций
электростатического потенциала на области размером 1 × 1 мкм реальной

случайной шероховатой поверхности.

откуда следует 𝑘𝑥𝑖 = 2𝜋𝑖
𝐿 , 𝑘𝑦𝑗 = 2𝜋𝑗

𝐿 .
Коэффициенты 𝐴𝑖𝑗, 𝐵𝑖𝑗, 𝐶𝑖𝑗, 𝐷𝑖𝑗 находятся из распределения элек-

тростатического потенциала на поверхности, показанного на Рис.4.6. По-
тенциал на поверхности описывается с помощью дискретного ряда Фурье,
дающего для коэффициентов [66]:

𝐴𝑖𝑗 =
2

𝑛2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜑

(︂
𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿,
𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿,0

)︂
cos

(︂
𝑘𝑥𝑖

𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿+ 𝑘𝑦𝑗

𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿

)︂
,

𝐵𝑖𝑗 =
2

𝑛2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜑

(︂
𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿,
𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿,0

)︂
sin

(︂
𝑘𝑥𝑖

𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿+ 𝑘𝑦𝑗

𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿

)︂
,

𝐶𝑖𝑗 =
2

𝑛2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜑

(︂
𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿,
𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿,0

)︂
cos

(︂
𝑘𝑥𝑖

𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿− 𝑘𝑦𝑗

𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿

)︂
,

𝐷𝑖𝑗 =
2

𝑛2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑛∑︁
𝑚=1

𝜑

(︂
𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿,
𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿,0

)︂
sin

(︂
𝑘𝑥𝑖

𝑙 − 1

𝑛− 1
𝐿− 𝑘𝑦𝑗

𝑚− 1

𝑛− 1
𝐿

)︂
.

(4.41)
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На практике необходимо ограничить бесконечные суммы в выраже-
нии (4.39) для 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) 𝑁 слагаемыми. Полагая 𝑁 = 20, что соответствует
рассмотрению длин волн в пределах (𝐿/20, 𝐿) = (50 нм,1 мкм), можно по-
лучить хорошие результаты.

С помощью найденного электростатического потенциала поверхности
𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) может быть определена потенциальная энергия атома антиводо-
рода над шероховатой поверхностью 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑥,𝑦,𝑧).

𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑥,𝑦,𝑧) = −1

2
𝛼𝑝 (∇𝜑)2 . (4.42)

На Рис. 4.7 приведен график среднего значения потенциальной энер-
гии < 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑧) >𝑥𝑦 вдоль поверхности и график потенциала Ван-дер-
Ваальса-Казимира-Полдера 𝑉𝐶𝑃 (𝑧), действующих на атом антиводорода.
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Рисунок 4.7 — Среднее значение потенциальной энергии атома
антиводорода над шероховатой поверхностью < 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑧) >𝑥𝑦 как функция

высоты над поверхностью 𝑧 (красный) и потенциал
Ван-дер-Ваальса-Казимира-Полдера 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) как функция 𝑧 (синий).

Взаимодействие атома антиводорода с идеальной проводящей поверх-
ностью характеризовалось длиной рассеяния 𝑎𝐶𝑃 на потенциале 𝑉𝐶𝑃 (𝑧)
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(длина рассеяния определяла сдвиг гравитационных уровней и время жиз-
ни гравитационных состояний). При ее вычислении использовалось условие
полного поглощения на поверхности, утверждающее, что вблизи поверхно-
сти присутствует только квазиклассическая падающая волна.

Потенциальная энергия антиатома над реальной шероховатой поверх-
ностью < 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑧) >𝑥𝑦, усредненная по направлениям 𝑥 и 𝑦, должна быть
добавлена к потенциалу Казимира-Полдера 𝑉𝐶𝑃 (𝑧), действующему на ан-
тиатом над идеальной поверхностью, при решении уравнения Шредингера.

Добавка потенциала < 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑧) >𝑥𝑦 изменяет как само уравнение Шре-
дингера, так и граничное условие к нему:(︂

− ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧2
+ 𝑉𝐶𝑃 (𝑧)+ < 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑧) >𝑥𝑦

)︂
Φ(𝑧) = 0,

Φ(𝑧 → 0) ∼ 1√︀
𝑝(𝑧)

𝑒−
𝑖
~
∫︀
𝑝(𝑥)𝑑𝑥,

(4.43)

где 𝑝(𝑧) =
√︀
−2𝑚(𝑉𝐶𝑃 (𝑧)+ < 𝑉𝑠𝑢𝑟(𝑧) >𝑥𝑦).

Такая добавка приводит к изменению длины рассеяния антиатома
на поверхности 𝑎𝐶𝑃 = −0.00405 − 0.0292𝑖 мкм, которая становится рав-
ной 𝑎𝑠𝑢𝑟 = −0.00406 − 0.0292𝑖 мкм. Изменение длины рассеяния приводит
к сдвигу гравитационных уровней энергии антиводорода и изменению их
ширины по сравнению с уровнями энергии антиатома над идеальной по-
верхностью, что необходимо учесть при проведении эксперимента с реаль-
ными шероховатыми поверхностями.

Величина сдвига уровней энергии и изменения их ширины по срав-
нению с идеальной проводящей поверхностью для рассмотренной модели
составила:

∆𝐸𝑛 = −1.2 · 10−6 пэВ,

∆Γ = 2.5 · 10−6 пэВ.
(4.44)

Таким образом, относительная погрешность частоты перехода за счет
взаимодействия атома антиводорода с шероховатой поверхностью может
иметь величину не более, чем 𝛿𝜔𝑠𝑢𝑟𝑓 < 10−6, и, соответственно, погреш-
ность гравитационной массы не превышает 𝛿𝑀𝑠𝑢𝑟𝑓 < 3 · 10−6. Влияние
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шероховатостей реальной поверхности на точность определения гравитаци-
онной массы невелико, этот эффект дает наименьший вклад по сравнению
со всеми, исследованными в работе.

4.3 Зависимость сдвигов уровней и ширин состояний от
энергии (номера) квантовых состояний

Освещен эффект зависимости сдвигов гравитационных уровней и ши-
рин гравитационных состояний от энергии (номера) квантовых состояний
для атома антиводорода.

В главе 1 действие поверхности на антиатом в пределе низких энер-
гий описывалось с помощью введения длины рассеяния на потенциале
Казимира-Полдера. При таком способе описания все состояния испыты-
вали одинаковый сдвиг энергий за счет взаимодействия с поверхностью в
первом порядке теории возмущений, под действием поверхности у состоя-
ний появлялась конечная ширина, одинаковая для всех состояний. Таким
образом, взаимодействие с поверхностью не проявлялось при определении
частот переходов и гравитационной массы антиводорода.

Тем не менее, более точный учет взаимодействия антиатома с по-
верхностью приведет к появлению зависимости величины сдвига энергии
(за счет взаимодействия с поверхностью) от номера гравитационного состо-
яния. Используя известное разложение фазы рассеяния 𝛿0(𝑘) при низких
энергиях для потенциала ∼ 1/𝑧4 [71], можно ввести модифицированную
длину рассеяния 𝑎(𝑘), зависящую от волнового вектора 𝑘:

𝑎(𝑘) = −𝛿0(𝑘)

𝑘
= 𝑎𝐶𝑃 +

𝜋

3
𝑙𝐶𝑃 (𝑙𝐶𝑃𝑘) +

4

3
𝑎𝐶𝑃 ln

(︂
𝑙𝐶𝑃𝑘

4

)︂
(𝑙𝐶𝑃𝑘)2 +

+

(︂
𝜋𝑎2𝐶𝑃

3𝑙𝐶𝑃
+

20𝑎𝐶𝑃

9
− 𝜋𝑙𝐶𝑃

3
+
𝑎2𝐶𝑃𝑟𝑒
2𝑙2𝐶𝑃

− 8𝑎𝐶𝑃𝜓(3/2)

3

)︂
(𝑙𝐶𝑃𝑘)2 ,

(4.45)

где 𝑟𝑒 — константа, называемая эффективным радиусом, 𝑙𝐶𝑃 =
√︀

2𝑚𝐶4/~2

— характерный масштаб действия потенциала Казимира-Полдера.
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Коэффициенты перед степенями волнового вектора 𝑘 в разложе-
нии можно установить из спектроскопического эксперимента, и исключить
вклад поверхности в более высоких порядках по 𝑎𝐶𝑃/𝑙𝑔, а значит точность
определения гравитационной массы в эксперименте может быть существен-
но повышена.

Интерес представляет численная оценка величины эффективного ра-
диуса 𝑟𝑒. Она может быть осуществлена двумя способами. Первый состоит
в нахождении эффективного радиуса через интеграл вида [72]:

𝑟𝑒 = 2

∫︁ ∞

0

(︀
𝑣20(𝑧) − 𝑢20(𝑧)

)︀
𝑑𝑧, (4.46)

где функция 𝑢0(𝑧) является численным решением уравнения Шредингера
с точным потенциалом взаимодействия с поверхностью 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) в пределе
нулевой энергии:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝑢0
𝑑𝑧2

+ 𝑉𝐶𝑃 (𝑧)𝑢0 = 0. (4.47)

Для нахождения длины рассеяния на потенциале 𝑉𝐶𝑃 (𝑧) использо-
валось граничное условие полного поглощения на поверхности. В пределе
малых 𝑧 условие полного поглощения утверждает о наличии только ква-
зиклассической падающей волны в решении уравнения Шредингера [12]:

𝑢(𝑧 → 0) ∼ 1√︀
𝑝(𝑧)

𝑒−
𝑖
~
∫︀
𝑝(𝑥)𝑑𝑥, (4.48)

где 𝑝(𝑧) =
√︀
−2𝑚𝑉𝐶𝑃 (𝑧).

Длина рассеяния находится из соотношения:

𝑎𝐶𝑃 = lim
𝑧→∞

(︂
𝑧 − 𝑢(𝑧)

𝑢′(𝑧)

)︂
. (4.49)

Зная длину рассеяния 𝑎𝐶𝑃 , можно решать уравнение Шредингера
(4.47) с граничным условием 𝑢0(𝑧 → ∞) → 1 − 𝑧/𝑎𝐶𝑃 , определяющим
правильное асимптотическое поведение решения 𝑢0(𝑧).
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Функция 𝑣0(𝑧) является численным решением уравнения Шредингера
c потенциалом −𝐶4/𝑧

4 в пределе нулевой энергии вида:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝑣0
𝑑𝑧2

− 𝐶4

𝑧4
𝑣0 = 0 (4.50)

и с тем же самым граничным условием на бесконечности 𝑣0(𝑧 → ∞) =

1 − 𝑧/𝑎𝐶𝑃 .
Эффективный радиус определяется разницей между функциями

𝑢0(𝑧) и 𝑣0(𝑧) и, соответственно, разницей между точным потенциалом
𝑉𝐶𝑃 (𝑧) и модельным потенциалом −𝐶4/𝑧

4.
В результате вычисления интеграла (4.46) численное значение эф-

фективного радиуса равняется:

𝑟𝑒 = −451.5 − 354.5𝑖 а.е. (4.51)

На Рис. 4.8, 4.9 представлены графики действительной и мнимой ча-
сти 𝑎(𝑘), полученные по формуле (4.45) с эффективным радиусом, опреде-
ленным (4.51).

0.00001 0.00002

k, а.е.-1
-0.0040

-0.0039

-0.0038

Re[a], мкм

Рисунок 4.8 — Действительная часть модифицированной длины
рассеяния Re 𝑎(𝑘) как функция волнового вектора 𝑘.

С учетом разложения (4.45), используя значение эффективного ради-
уса (4.51), частоту перехода между двумя гравитационными состояниями
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0.00001 0.00002

k, а.е.-1
-0.02919

-0.02918
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Рисунок 4.9 — Мнимая часть модифицированной длины рассеяния
Im 𝑎(𝑘) как функция волнового вектора 𝑘.

можно представить в виде:

𝜔𝑚𝑜𝑑
𝑛0𝑛1

= 𝜔𝑛0𝑛1
+ ∆𝜔𝑚𝑜𝑑

𝑛0𝑛1
, (4.52)

где 𝜔𝑛0𝑛1
= 𝜖𝑔(𝜆𝑛1

− 𝜆𝑛0
)/(2𝜋~) и ∆𝜔𝑚𝑜𝑑

𝑛0𝑛1
= 𝑀𝑔(𝑎(𝑘𝑛1

) − 𝑎(𝑘𝑛0
))/(2𝜋~),

𝑘𝑛 =
√︀

2𝑚𝜖𝑔𝜆𝑛/~. Тогда относительная погрешность частоты перехода за
счет более точного учета взаимодействия антиводорода с поверхностью со-
ставит, например, для перехода 1 → 2: 𝛿𝜔𝑚𝑜𝑑

12 ∼ 6 · 10−6, а для перехода
1 → 6: 𝛿𝜔𝑚𝑜𝑑

16 ∼ 5 · 10−6. Соответственно, относительная погрешность гра-
витационной массы составит 𝛿𝑀 ∼ 2 · 10−5. Данный эффект точного учета
взаимодействия антиводорода с поверхностью дает относительно малый
вклад при постановке эксперимента по измерению гравитационной массы
антиводорода.

Второй способ получения величины эффективного радиуса состоит в
использовании метода наименьших квадратов [73] для численного нахож-
дения эффективного радиуса 𝑟𝑒 как константы в разложении tg 𝛿0(𝑘)/𝑘.
Решая численно уравнение Шредингера с точным потенциалом 𝑉𝐶𝑃 (𝑧), ко-
торый при больших 𝑧 имеет вид −𝐶4/𝑧

4:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑧2
+ 𝑉𝐶𝑃 (𝑧)𝑢 =

~2𝑘2

2𝑚
𝑢 (4.53)
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с граничным условием полного поглощения на поверхности:

𝑢(𝑧 → 0) ∼ 1√︀
𝑝(𝑧)

𝑒−
𝑖
~
∫︀
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 (4.54)

и 𝑝(𝑧) =
√︀

2𝑚(~2𝑘2/2𝑚− 𝑉𝐶𝑃 (𝑧)), можно получить волновую функцию
𝑢(𝑘, 𝑧).

Асимптотическое поведение волновой функции 𝑢(𝑘, 𝑧) должно под-
чиняться закону:

𝑢(𝑘, 𝑧 → ∞) ∼ sin(𝑘𝑧 + 𝛿0(𝑘)). (4.55)

Сшивая волновую функцию 𝑢(𝑘, 𝑧) с асимптотикой на бесконечности,
получаем:

tg (𝛿0(𝑘))

𝑘
=

𝑋 − tg (𝑘𝑧)
𝑘

1 + 𝑘𝑋tg (𝑘𝑧)
, (4.56)

где 𝑋 = 𝑢(𝑘,𝑧→∞)
𝑢′
𝑧(𝑘,𝑧→∞) .

Используя известное разложение (4.45) [71]:

− tg 𝛿0(𝑘)

𝑘
= 𝑎𝐶𝑃 +

𝜋

3
𝑙𝐶𝑃 (𝑙𝐶𝑃𝑘) +

4

3
𝑎𝐶𝑃 ln

(︂
𝑙𝐶𝑃𝑘

4

)︂
(𝑙𝐶𝑃𝑘)2 +

+

(︂
𝜋𝑎2𝐶𝑃

3𝑙𝐶𝑃
+

20𝑎𝐶𝑃

9
− 𝜋𝑙𝐶𝑃

3
+
𝑎2𝐶𝑃𝑟𝑒
2𝑙2𝐶𝑃

− 8𝑎𝐶𝑃𝜓(3/2)

3

)︂
(𝑙𝐶𝑃𝑘)2−

−
(︂
𝜋𝑎2𝐶𝑃

3𝑙𝐶𝑃
+
𝜋𝑙𝐶𝑃

135

)︂
(𝑙𝐶𝑃𝑘)3 ,

(4.57)

можно аппроксимировать функцию −tg (𝛿0(𝑘))/𝑘 из (4.56) по методу наи-
меньших квадратов для нахождения коэффициентов разложения.

Функция аппроксимации 𝑓(𝑥) имеет вид:

𝑓(𝑥) = 𝑎+ 𝑏𝑥+ 𝑐ln 𝑥2 + 𝑑𝑥2 + 𝑒𝑥3, (4.58)

где 𝑥 = 𝑘𝑙𝐶𝑃 , 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 — константы разложения.
Метод наименьших квадратов требует, чтобы сумма 𝑆 квадратов от-

клонений была минимальной:

𝑆 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
−tg (𝛿0(𝑘𝑖))

𝑘𝑖
− 𝑓(𝑥𝑖,𝑎,𝑏,𝑐,𝑑,𝑒)

)︂2

. (4.59)
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При численных расчетах использовались значения 𝑛 = 500 слагаемых
в сумме и интервал 𝑥 ∈ (0.0005,0.005) при нахождении коэффициентов 𝑎, 𝑏,
𝑐, 𝑑, 𝑒 по методу наименьших квадратов. В результате для коэффициентов
были получены значения (приводятся с большой точностью для сравнения
с аналитическими значениями):

𝑎 = −76.4840 − 551.7555𝑖 а.е.,

𝑏 = 544.654 + 0.0008𝑖 а.е.,

𝑐 = −100.95 − 735.08𝑖 а.е.,

𝑑 = −856.11 + 146.32𝑖 а.е.,

𝑒 = 266.78 − 392.54𝑖 а.е.

(4.60)

Для сравнения приводятся коэффициенты в разложении (4.57), по-
лученные не с помощью метода наименьших квадратов, а при численном
решении уравнения Шредингера и аналитически:

𝑎 = 𝑎𝐶𝑃 = −76.4837 − 551.7555𝑖 а.е.,

𝑏 =
𝜋

3
𝑙𝐶𝑃 = 544.653 а.е.,

𝑐 =
4

3
𝑎𝐶𝑃 = −101.98 − 735.67𝑖 а.е.,

𝑑 =

(︂
𝜋𝑎2𝐶𝑃

3𝑙𝐶𝑃
+

20𝑎𝐶𝑃

9
− 𝜋𝑙𝐶𝑃

3
+
𝑎2𝐶𝑃𝑟𝑒
2𝑙2𝐶𝑃

− 8𝑎𝐶𝑃𝜓(3/2)

3

)︂
,

𝑒 = −
(︂
𝜋𝑎2𝐶𝑃

3𝑙𝐶𝑃
+
𝜋𝑙𝐶𝑃

135

)︂
= 589.08 − 169.94𝑖 а.е.

(4.61)

Используя полученное численно по методу наименьших квадратов
значение коэффициента 𝑑 (4.60) и связь коэффициента с эффективным
радиусом (4.61), получаем значение эффективного радиуса:

𝑟𝑒 = −460 − 360𝑖 а.е. (4.62)

Метод наименьших квадратов дает менее устойчивое и точное значение
эффективного радиуса по сравнению с первым методом.
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4.4 Рассеяние антиводорода на проводящей поверхности,
покрытой пленкой жидкого гелия определенной толщины

Подбирается оптимальный материал поверхности, который будет от-
ражать атомы антиводорода наиболее эффективно, существенно увеличи-
вая времена жизни гравитационных состояний антиводорода. Таким мате-
риалом оказывается жидкий гелий, помещенный на подложку.

Интересные явления также возникают при рассеянии антиводорода
на пленке гелия конечной небольшой толщины, помещенной на подложку.
Изменение толщины пленки гелия приводит к изменению длины рассеяния
антиводорода и возникновению интерференционной картины.

Рассматривается рассеяние антиводорода на идеальной проводящей
поверхности, покрытой пленкой жидкого гелия. Наличие пленки жидкого
гелия существенно увеличивает время жизни антиатома над поверхностью.
Увеличение времени жизни гравитационных состояний открывает возмож-
ности для эффективной спектроскопии гравитационных состояний антиво-
дорода и высокоточного измерения гравитационной массы антиводорода.

Получим зависимость длины рассеяния антиводорода на поверхности
с пленкой гелия как функции толщины пленки 𝑑. Длина рассеяния для
атома антиводорода 𝑎(𝑑) на проводящей поверхности, покрытой пленкой
жидкого гелия толщины 𝑑, определяется с помощью решения уравнения
Шредингера с потенциалом 𝑉 (𝑧,𝑑) = 𝑉𝐶𝑃 (𝑧 + 𝑑) + 𝑈(𝑧) − 𝑈(𝑧 + 𝑑) и гра-
ничным условием полного поглощения на поверхности:

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜑

𝑑𝑧2
+ 𝑉 (𝑧,𝑑)𝜑 = 0,

𝜑(𝑧 → 0) ∼ 1√︀
𝑝(𝑧)

𝑒−
𝑖
~
∫︀
𝑝(𝑥)𝑑𝑥,

(4.63)

где 𝑝(𝑧) =
√︀
−2𝑚(𝑉𝐶𝑃 (𝑧) + 𝑈(𝑧) − 𝑈(𝑧 + 𝑑)), 𝑈(𝑧) — это потенциал взаи-

модействия атома антиводорода с полубесконечным объемом жидкого ге-
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лия [74]:

𝑈(𝑧) =
~
𝑐2𝜖0

∫︁ ∞

0

𝑑𝜉

2𝜋
𝜉2𝛼(𝑖𝜉)

∫︁
𝑑2q

(2𝜋)2
𝑒−2𝜅𝑧

2𝜅

[︁
𝑟𝑇𝐸(𝑖𝜉,q)−

−
(︂

1 +
2𝑐2q2

𝜉2

)︂
𝑟𝑇𝑀(𝑖𝜉,q)

]︁
.

(4.64)

Здесь 𝜉 — это комплексная частота (𝜔 = 𝑖𝜉), q — это поперечная состав-
ляющая волнового вектора, 𝜅 =

√︀
𝜉2/𝑐2 + q2, 𝛼 — это динамическая поля-

ризуемость атома (анти)водорода, 𝑟𝑇𝐸 и 𝑟𝑇𝑀 — коэффициенты отражения
для 𝑇𝐸 и 𝑇𝑀 мод. В случае идеально плоской поверхности коэффициенты
отражения просто представляют из себя коэффициенты Френеля:

𝑟𝑇𝐸(𝑖𝜉,q) =
𝜅− �̃�

𝜅+ �̃�
,

𝑟𝑇𝑀(𝑖𝜉,q) =
𝜖(𝑖𝜉)𝜅− �̃�

𝜖(𝑖𝜉)𝜅+ �̃�
,

(4.65)

где �̃� =
√︀
𝜖(𝑖𝜉)𝜉2/𝑐2 + q2. Для описания оптических свойств жидкого гелия

4He используется модельная диэлектрическая проницаемость 𝜖(𝑖𝜉), которая
хорошо аппроксимируется функцией с тремя резонансами вида [75]:

𝜖(𝑖𝜉) = 1 +
∑︁

𝑘=1,2,3

𝑎𝑘
1 + (𝜉/𝜔𝑘)2

, (4.66)

где 𝜔1 = 3.22 · 1016, 𝜔2 = 3.74 · 1016 и 𝜔3 = 12 · 1016 рад/с, 𝑎1 = 0.016,
𝑎2 = 0.036, 𝑎3 = 0.0047. Такая же оптическая модель применялась для
3He, с тем отличием, что все амплитуды 𝑎𝑘 умножались на некоторую мо-
дельную постоянную. Параметры модели подбирались таким образом, что-
бы для статического значения диэлектрической проницаемости получались
значения, совпадающие с экспериментальными для гелия 3He и 4He [76]:
𝜖3He(0) − 1 = 0.043, 𝜖4He(0) − 1 = 0.0567.

Для ультрахолодных антиатомов рассеяние характеризовалось с по-
мощью комплексной константы – длины рассеяния, которая вычислялась
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через волновую функцию по формуле:

𝑎(𝑑) = lim
𝑧→∞

(︂
𝑧 − 𝜑(𝑧,𝑑)

𝜑′𝑧(𝑧,𝑑)

)︂
. (4.67)

Полученная зависимость длины рассеяния от толщины пленки жид-
кого гелия, помещенной на металлическую подложку, представлена на Рис.
4.10, 4.11.
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Рисунок 4.10 — Действительная часть длины рассеяния атома
антиводорода 𝑎(𝑑) на проводящей поверхности, покрытой пленкой

жидкого гелия 4He, как функция толщины пленки гелия 𝑑.
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Рисунок 4.11 — Мнимая часть длины рассеяния атома антиводорода 𝑎(𝑑)

на проводящей поверхности, покрытой пленкой жидкого гелия 4He, как
функция толщины пленки гелия 𝑑.

Для толщины пленки больше нескольких десятков нанометров длина
рассеяния выходит на константу, она стремится к своему значению для
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объема гелия. По данным графикам можно оценить, какой должна быть
толщина пленки гелия, чтобы время жизни антиатома над такой пленкой
стало почти столь же продолжительным, как в предельном случае для
объема гелия.

Для малых толщин пленки гелия (порядка нескольких нанометров)
действительная и мнимая части длины рассеяния испытывают сильные
осцилляции как функции толщины пленки. Осцилляции длины рассеяния
как функции толщины пленки могут быть объяснены с помощью исследо-
вания положения полюсов матрицы рассеяния в комплексной плоскости.

Длина рассеяния как функция толщины пленки демонстрирует ин-
тересную интерференционную картину, которую можно объяснить возник-
новением резонансов. Для иллюстрации осцилляций на Рис. 4.12 приведем
график поведения длины рассеяния в комплексной плоскости как функции
толщины пленки.
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Рисунок 4.12 — Длина рассеяния атома антиводорода 𝑎(𝑑) на проводящей
поверхности, покрытой пленкой жидкого гелия 4He, как функция

толщины пленки гелия 𝑑, в комплексной плоскости. Толщина пленки
изменяется в пределах от 1 нм до 11 нм.

Предложим интерпретацию осцилляций длины рассеяния как функ-
ции толщины пленки жидкого гелия 𝑑. Осцилляции в длине рассеяния
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возникают как результат интерференции отраженных волн. Существова-
ние двух отдельных областей, где квантовое отражение сильно, приводит
к тому, что в зоне между областями может возникнуть резонанс, в ней на-
блюдается интерференция отраженных волн, которая и проявляется в виде
осцилляции длины рассеяния как функции толщины пленки.

При некоторых значениях толщины пленки 𝑑 появляются состояния,
несколько подобные связным состояниям. Наличие такой области приводит
к усилению аннигиляции и, соответственно, к сокращению времени жизни
гравитационного состояния антиводорода.

Для более наглядной иллюстрации возникающих резонансов можно
исследовать движение вблизипороговых резонансов — полюсов матрицы
рассеяния 𝑆 в комплексной плоскости при изменении толщины пленки ге-
лия 𝑑.

Из Рис. 4.13 видно, что при толщине пленки меньше 6 нм положение
полюса в комплексной плоскости соответствует квазисвязному состоянию.
Изменение знака вещественной части длины рассеяния связано с изменени-
ем знака мнимой части полюса при 𝑑 = 6 нм. Для толщины пленки больше,
чем 6 нм, квазисвязное состояние превращается в резонанс.

Использование полубесконечного объема жидкого гелия (бесконечной
толщины пленки 𝑑 → ∞) в качестве отражающей поверхности приводит
к существенному увеличению времени жизни гравитационных состояний
по сравнению с металлической поверхностью. Из расчетов потенциала для
атома антиводорода над полубесконечным объемом жидкого гелия следу-
ет, что такой потенциал гораздо слабее потенциала для антиводорода над
металлической поверхностью. (Это объясняется тем фактом, что жидкий
гелий почти прозрачен для электромагнитного поля). Это приводит к го-
раздо более сильному квантовому отражению антиатома от поверхности
гелия.

В пределе бесконечной толщины пленки 𝑑 → ∞ длина рассеяния
составляет:

𝑎(𝑑→ ∞) = −34.− 45.𝑖 а.е. (4.68)
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Рисунок 4.13 — Движение полюса матрицы рассеяния в комплексной
плоскости волнового вектора при изменении толщины пленки жидкого
гелия 𝑑 = 3 − 7 нм. Полюс пересекает вещественную ось при 𝑑 = 6 нм.

Мнимая часть длины рассеяния определяет среднее время жизни 𝜏

антиводорода в гравитационном состоянии над полубесконечным объемом
жидкого гелия 4He:

𝑏 = 4Im 𝑎(𝑑→ ∞),

𝜏 =
2~
𝑀𝑔𝑏

= 1.35 с.
(4.69)

Полученное время жизни существенно (на порядок) превышает время жиз-
ни антиводорода над проводящей поверхностью, что делает использование
жидкого гелия в экспериментах более предпочтительными.

В Таблице 4.1 приведены для сравнения времена жизни антиатомов
над различными поверхностями. Можно видеть, что время жизни над объ-
емом гелия максимально. Таким образом, жидкий гелий является лучшей
отражающей поверхностью для антиводорода по сравнению со всеми иссле-
дованными на данный момент поверхностями. Существенное увеличение
времени жизни (и существенное увеличение числа соударений с поверх-
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ностью антиводорода перед аннигиляцией), которое обеспечивает жидкий
гелий, способствует значительному повышению точности спектроскопиче-
ских измерений гравитационных состояний и открывает новые перспекти-
вы для проверки слабого принципа эквивалентности для антиводорода.

Таблица 4.1
Средние времена жизни атомов антиводорода в основном гравитационном

состоянии над различными поверхностями и число соударений
антиводорода с поверхностью перед аннигиляцией.

Материал поверхности Время жизни Число соударений
𝜏 , с с поверхностью

Проводящая поверхность 0.1 33
Диоксид кремния 0.2 66
Жидкий 4He 1.4 405
Жидкий 3He 1.7 514

Предполагаемая относительная погрешность измерения гравитацион-
ной массы антиводорода в эксперименте определялась по формуле (2.35).
Для антиводорода над проводящей поверхностью она составила (2.36)
𝛿𝑀 ∼ 10−3. Увеличение на порядок времени жизни антиводорода над жид-
ким гелием на порядок уменьшит погрешность определения гравитацион-
ной массы 𝛿𝑀 ∼ 10−4 в эксперименте, что является значимым результа-
том.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Предложен новый подход к исследованию гравитационных свойств

антиводорода, основанный на спектроскопии гравитационных
квантовых состояний атомов антиводорода в гравитационном поле
Земли над проводящей поверхностью с помощью индуцирования
резонансных переходов между состояниями под действием пере-
менного неоднородного магнитного поля или под действием виб-
рации поверхности.

2. Проведена теоретическая оценка точности измерения гравитаци-
онной массы антиводорода в планируемом эксперименте ЦЕРНа
по исследованию поведения атомов антиводорода над материаль-
ной поверхностью в гравитационном поле Земли и оценка точности
проверки слабого принципа эквивалентности.

3. Изучен наиболее существенный эффект, приводящий к ошибке в
получении гравитационной массы — эффект сдвига резонансной
частоты (динамический эффект Штарка), обусловленный выбран-
ным спектроскопическим методом, и его влияние на определение
гравитационной массы антиводорода в эксперименте. Величина
описанного эффекта оценена численно с помощью точного реше-
ния временного уравнения Шредингера и аналитически с помощью
формализма квазиэнергий.

4. Проведена оценка принципиального для возможности наблюде-
ния гравитационных состояний эффекта возможного «разруше-
ния» гравитационных квантовых состояний антиводорода под дей-
ствием остаточных электрических полей от электрических заря-
дов, случайно распределенных по поверхности зеркала. Рассмот-
рено «разрушение» квантовых состояний как за счет индуциро-
ванной аннигиляции, так и за счет индуцированных переходов в
возбужденные состояния. Показан относительно малый вклад опи-
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санных эффектов, не влияющий на предполагаемую точность из-
мерения гравитационной массы антиводорода.

5. Исследовано влияние вариаций электростатического потенциала
проводящей поверхности, возникающих из-за шероховатостей ре-
альной поверхности, на положение и ширину гравитационных
уровней антиводорода над проводящей поверхностью. Показано,
что вклад рассматриваемого эффекта мал, что позволит измерить
гравитационную массу в эксперименте с предполагаемой точно-
стью.

6. Описан эффект влияния взаимодействия с поверхностью на часто-
ты переходов между квантовыми гравитационными состояниями
антиводорода. Впервые получено численное значение эффективно-
го радиуса рассеяния антиводорода на проводящей поверхности.

7. Исследовано рассеяние антиводорода на различных поверхностях
с целью поиска наилучшей поверхности для проведения экспери-
ментов с антиводородом. Выбрана оптимальная отражающая по-
верхность — жидкий гелий, которая на порядок увеличивает время
жизни антиводорода, по сравнению с идеально проводящей поверх-
ностью. Изучено рассеяние на идеальной проводящей поверхности,
покрытой пленкой жидкого гелия конечной толщины.
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Приложение А

Соотношение биортогональности для функций Эйри
комплексного аргумента

Докажем,что величина 𝛽𝑖𝑗, определенная по формуле:

𝛽�̸�=𝑗 =
1

𝑁𝑖𝑁𝑗

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑗

)︂
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑖

)︂
𝑑𝑧 (А.1)

равняется нулю. В данной формуле 𝑁𝑖 ≈ 𝑙
1/2
𝑔 Ai′(−𝜆𝑖) и под �̃�𝑖 подразу-

меваются комплексные собственные значения �̃�𝑖 = 𝜆𝑖 + 𝑎𝐶𝑃/𝑙𝑔, а не нули
функции Эйри, для которых введено обозначение 𝜆𝑖.

Запишем пару уравнений на функцию Эйри:

− Ai′′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑖

)︂
+
𝑧

𝑙𝑔
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑖

)︂
= �̃�𝑖Ai

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑖

)︂
,

− Ai′′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑗

)︂
+
𝑧

𝑙𝑔
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑗

)︂
= �̃�𝑗Ai

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑗

)︂
.

(А.2)

Домножим уравнения на Ai( 𝑧
𝑙𝑔
−�̃�𝑗) и Ai( 𝑧

𝑙𝑔
−�̃�𝑖) соответственно и выполним

интегрирование по 𝑧, затем вычтем из первого уравнения второе:

Ai′(−�̃�𝑗)Ai(−�̃�𝑖) − Ai′(−�̃�𝑖)Ai(−�̃�𝑗) =

= (�̃�𝑗 − �̃�𝑖)

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑗

)︂
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑖

)︂
𝑑𝑧.

(А.3)

Разделим полученное уравнение на Ai(−�̃�𝑗)Ai′(−�̃�𝑖) и воспользуемся усло-
вием сшивки в нуле:

Ai(−�̃�𝑖)
Ai′(−�̃�𝑖)

= −𝑎𝐶𝑃

𝑙𝑔
. (А.4)

Замечаем, что:

(�̃�𝑗 − �̃�𝑖)

Ai(−�̃�𝑗)Ai′(−�̃�𝑖)

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑗

)︂
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑖

)︂
𝑑𝑧 = 0, (А.5)
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тогда:
𝛽�̸�=𝑗 = 0. (А.6)
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Приложение Б

Явные выражения для матричных элементов оператора
возмущения с помощью магнитного поля

Вычислим матричный элемент оператора 𝑧 по собственным волновым
функциям (2.11) гамильтониана �̂�0 (2.1):

𝑧𝑛𝑘 =
1

𝑁𝑛𝑁𝑘

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︂
𝑧Ai

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝜆𝑘

)︂
𝑑𝑧 (Б.1)

с помощью уравнений движения. Пренебрегаем членами порядка 𝑎𝐶𝑃/𝑙𝑔.
Для этого рассмотрим невозмущенную систему (отсутствует перемен-

ное неоднородное магнитное поле) из атома в гравитационном потенциале
и зеркала в начале координат, гамильтониан которой имеет вид (не учиты-
ваем потенциал Казимира-Полдера):

�̂� =
ˆ⃗𝑝2

2𝑚
+𝑀𝑔𝑧 + 𝑈0𝜂(−𝑧), (Б.2)

где 𝑈0𝜂(−𝑧) — потенциал, переходящий в полностью отражающую поверх-
ность (зеркало) в пределе 𝑈0 → ∞. В пределе с зеркалом собственные
волновые функции такой системы имеют вид:

𝜓𝑛(𝑧) =
1

𝑁𝑛
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︂
, (Б.3)

где 𝑁𝑛 ≈ 𝑙
1/2
𝑔 Ai′(−𝜆𝑛). А значения энергии:

𝐸𝑛 = 𝜖𝑔𝜆𝑛. (Б.4)

Применим гейзенберговское уравнение движения к системе:

𝑚¨⃗𝑟(𝑡) = −∇𝑈(𝑧). (Б.5)
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Получаем:

𝑧(𝑡) + 𝑔 − 𝑒
𝑖𝐻𝑡
~
𝑈0

𝑚
𝛿(𝑧)𝑒−

𝑖𝐻𝑡
~ = 0, (Б.6)

где:
𝑧(𝑡) = 𝑒

𝑖𝐻𝑡
~ 𝑧𝑒−

𝑖𝐻𝑡
~ . (Б.7)

Используем тот факт, что ¯̇𝑧 = ˙̄𝑧. По определению среднего 𝑧 =∫︀
𝜓*(𝑧)𝑧𝜓(𝑧)𝑑𝑧, где 𝜓(𝑧) =

∑︀
𝑛𝐶𝑛Ai

(︁
𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
/𝑁𝑛 — разложение по вол-

новым функциям стационарных состояний.
Перепишем полученное уравнение движения для средних в переделе

𝑈0 → ∞, когда собственные значения гамильтониана становятся равными
энергиям 𝐸𝑛:

𝑑2

𝑑𝑡2

∫︁ ∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

𝐶*
𝑛𝐶𝑚

Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
𝑧(𝑡)Ai

(︁
𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑚

)︁
𝑁𝑛𝑁𝑚

𝑑𝑧+

+ 𝑔

∫︁ ∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

𝐶*
𝑛𝐶𝑚

Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑛

)︁
Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− 𝜆𝑚

)︁
𝑁𝑛𝑁𝑚

𝑒
𝑖(𝐸𝑛−𝐸𝑚)𝑡

~ 𝑑𝑧−

− lim
𝑈0→∞

∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

𝑈0

𝑚
𝐶*

𝑛𝐶𝑚
Ai(−𝜆𝑛)Ai(−𝜆𝑚)

𝑁𝑛𝑁𝑚
𝑒

𝑖(𝐸𝑛−𝐸𝑚)𝑡
~ = 0, т.о.

∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

−(𝐸𝑛 − 𝐸𝑚)2

~2
𝐶*

𝑛𝐶𝑚𝑒
𝑖(𝐸𝑛−𝐸𝑚)𝑡

~ 𝑧𝑛𝑚 + 𝑔
∑︁
𝑛

|𝐶𝑛|2−

− lim
𝑈0→∞

∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

𝑈0

𝑚
𝐶*

𝑛𝐶𝑚
Ai(−𝜆𝑛)Ai(−𝜆𝑚)

𝑁𝑛𝑁𝑚
𝑒

𝑖(𝐸𝑛−𝐸𝑚)𝑡
~ = 0.

(Б.8)

В выражении присутствует неопределенность (0 ·∞), которую необходимо
раскрыть.

Используем уравнение Шредингера:

− ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧2
𝜓 +𝑀𝑔𝑧𝜓 + 𝑈0𝜂(−𝑧)𝜓 = 𝐸𝜓. (Б.9)

Продифференцируем уравнение по 𝑧 еще раз и домножим на 𝜓*. Проин-
тегрировав полученное соотношение в области вблизи 𝑧 = 0, можно полу-
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чить:

lim
𝑈0→∞

𝑈0
Ai(−𝜆𝑛)Ai(−𝜆𝑚)

|Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑚)|
=

~2

2𝑚𝑙2𝑔

Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑚)

|Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑚)|
. (Б.10)

Использовав определение 𝑙𝑔 и полученное предельное соотношение,
находим:

∑︁
𝑛

∑︁
𝑚

𝐶*
𝑛𝐶𝑚𝑒

𝑖(𝐸𝑛−𝐸𝑚)𝑡
~

(︂
−𝑤2

𝑚𝑛𝑧𝑛𝑚 + 𝑔𝛿𝑛𝑚 − 𝑔
Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑚)

|Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑚)|

)︂
= 0,

(Б.11)
откуда:

𝑧𝑛𝑚 =
~2

𝑚2𝑔𝑙2𝑔

𝛿𝑚𝑛 − (−1)𝑛+𝑚

(𝜆𝑚 − 𝜆𝑛)2
,

𝑧𝑛 ̸=𝑚

𝑙𝑔
= 2

(−1)𝑛+𝑚+1

(𝜆𝑚 − 𝜆𝑛)2
.

(Б.12)
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Приложение В

Явные выражения для матричных элементов оператора
возмущения с помощью вибрации поверхности

Найдем явное выражение для матричных элементов оператора �̂� =

𝑙𝑔
𝑑
𝑑𝑧 по собственным волновым функциям (2.11) гамильтониана (2.1):

𝑋�̸�=𝑘 =
�̃�𝑛𝑘

𝑁𝑛𝑁𝑘
=

1

𝑁𝑛𝑁𝑘

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
𝑑𝑧. (В.1)

Запишем уравнение на функцию Эйри:

− Ai′′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
+
𝑧

𝑙𝑔
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
= �̃�𝑘Ai

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
. (В.2)

Домножим уравнения на Ai′( 𝑧
𝑙𝑔
− �̃�𝑛) и и выполним интегрирование

по 𝑧. Первое слагаемое уравнения дает:

−
∫︁ ∞

0

Ai′′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
𝑑𝑧 =

= −𝑙𝑔 Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂⃒⃒⃒⃒∞
0

+

+
1

𝑙𝑔

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
𝑧Ai′

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
𝑑𝑧 − �̃�𝑛�̃�𝑛𝑘,

(В.3)

второе слагаемое дает:

1

𝑙𝑔

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
𝑧Ai′

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
𝑑𝑧 =

= − 1

𝑙𝑔

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
𝑧Ai′

(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
𝑑𝑧,

(В.4)

правая часть уравнения принимает вид:

�̃�𝑘

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
𝑑𝑧 = �̃�𝑘�̃�𝑘𝑛. (В.5)
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Установим связь между �̃�𝑛𝑘 и �̃�𝑘𝑛:

�̃�𝑛𝑘 =

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
𝑑𝑧 =

= 𝑙𝑔 Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︂
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂⃒⃒⃒⃒∞
0

− �̃�𝑘𝑛,

(В.6)

где Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− �̃�𝑛

)︁
Ai
(︁

𝑧
𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︁⃒⃒⃒∞
0

≈ −𝑎2𝐶𝑃/𝑙
2
𝑔 Ai′(−𝜆𝑘)Ai′(−𝜆𝑛).

Из всех частей уравнения получаем окончательно:

𝑙𝑔Ai′(−�̃�𝑛)Ai′(−�̃�𝑘)− �̃�𝑛�̃�𝑛𝑘 = −�̃�𝑘
(︂
𝑎2𝐶𝑃

𝑙𝑔
Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑘) + �̃�𝑛𝑘

)︂
. (В.7)

В результате выражение для матричного элемента:

�̃�𝑛𝑘 = 𝑙𝑔
Ai′(−�̃�𝑛)Ai′(−�̃�𝑘) + �̃�𝑘

𝑎2𝐶𝑃

𝑙2𝑔
Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑘)

�̃�𝑛 − �̃�𝑘
. (В.8)

С точностью до (𝑎𝐶𝑃/𝑙𝑔)
2 выражение для �̃�𝑛𝑘 имеет вид:

�̃�𝑛𝑘 = 𝑙𝑔
Ai′(−𝜆𝑛)Ai′(−𝜆𝑘)

𝜆𝑛 − 𝜆𝑘
. (В.9)

С учетом того, что 𝑁𝑛 ≈ 𝑙
1/2
𝑔 Ai′(−𝜆𝑛), получаем для 𝑋𝑛𝑘:

𝑋𝑛𝑘 =
1

𝜆𝑛 − 𝜆𝑘
. (В.10)

Найдем диагональные матричные элементы:

�̃�𝑘𝑘 =

∫︁ ∞

0

Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
Ai′
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
𝑑𝑧 =

= 𝑙𝑔 Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂
Ai
(︂
𝑧

𝑙𝑔
− �̃�𝑘

)︂⃒⃒⃒⃒∞
0

− �̃�𝑘𝑘,

(В.11)

что с точностью до (𝑎𝐶𝑃/𝑙𝑔)
2 равняется нулю, т.е.:

𝑋𝑘𝑘 = 0. (В.12)
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