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Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñâÿçåé ìåæäó êîñåòíûìè

êîíôîðìíûìè òåîðèÿìè ïîëÿ è èíñòàíòîííûìè âû÷èñëåíèÿìè â ñóïåðñèì-

ìåòðè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ, à òàêæå èíòåãðèðóåìûì ñòðóêòóðàì,

âîçíèêàþùèì â êîíòåêñòå ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Äàííàÿ îáëàñòü òåîðåòè÷åñêîé

ôèçèêè èìååò èíòåðåñíóþ è áîãàòóþ èñòîðèþ ðàçâèòèÿ, îäíàêî çíà÷èòåëü-

íàÿ ÷àñòü èññëåäîâàòåëåé, çàíèìàþùèõñÿ äàííîé òåìàòèêîé, óäåëÿëà íå òàê

ìíîãî âíèìàíèÿ öåííîñòè ýòèõ èññëåäîâàíèé äëÿ âîçìîæíîãî ýêñïåðèìåí-

òàëüíîãî èëè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Èçó÷åíèå êîñåòíûõ êîíôîðìíûõ

òåîðèé ïîëÿ, ïðîâîäèìîå â äàííîé ðàáîòå, ìîæåò áûòü èíòåðåñíî â ñâÿçè ñ

èññëåäîâàíèåì äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà. Â ðàáîòàõ Ìóðà è Ðè-

äà [1] è Ðèäà è Ðåçàéè [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèé

íà íèæíèõ óðîâíÿõ Ëàíäàó ìîãóò áûòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíû

êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ, â òîì ÷èñëå ïàðà-

ôåðìèîííûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû õîðîøî çíàåì, êîíôîðìíûå òåîðèè

ïîëÿ ñ ïàðàôåðìèîííîé ñèììåòðèåé ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ïóò¼ì ðàñ-

ñìîòðåíèÿ êîñåòíûõ àëãåáð ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè Ãîääàðäà-Êåíòà-

Îëèâà [3, 4]. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå êîñåòíûõ êîíôîðì-

íûõ òåîðèé ïîëÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Òàêèì îáðàçîì,

âû÷èñëåíèå êîíôîðìíûõ áëîêîâ â òàêèõ êîíôîðìíûõ òåîðèÿõ ïîëÿ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòîì êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ìîæåò ïîìî÷ü â êîíñòðó-

èðîâàíèè èñêîìûõ êîððåëÿòîðîâ äëÿ êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà. Èìåííî â

ýòîì ìåñòå íàì íà ïîìîùü ïðèõîäèò îòêðûòîå íåêîòîðîå âðÿìÿ íàçàä ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè â äâóìåðíîé êîíôîðìíîé

òåîðèè ïîëÿ è èíñòàíòîííûìè âû÷èñëåíèÿìè â N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ

÷åòûð¼õìåðíûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ ïîëÿ.

Îäíàêî, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â èññëåäîâàíèÿõ, ïîñâÿù¼ííûõ äðîáíîìó

êâàíòîâîìó ýôôåêòó Õîëëà ðå÷ü èä¼ò â îñíîâíîì î êîñåòàõ, â êîòîðûõ óðîâíè
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ñîñòàâëÿþùèõ èõ àôôèííûõ àëãåáð Ëè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Â íàøåì

èññëåäîâàíèè äàííûé ñëó÷àé îòäåëüíî íå ðàçîáðàí. Ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ

óðîâíåé ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ êîñåòîâ ñòàíîâÿòñÿ ïðèâîäèìûìè, òî åñòü ìû

èìååì äåëî ñ âûðîæäåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Íî ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñåðü¼ç-

íûì ïðåïÿòñòâèåì, òàê êàê â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû äëÿ

àíàëèçà ÀÃÒ ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ òàêèõ ìîäåëåé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [5]).

Â óêàçàííîé ðàáîòå áûë íàéäåí ñïîñîá ìîäèôèöèðîâàòü èíñòàíòîííûå ñòàò-

ñóììû N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ïîëÿ òàê, ÷òîáû

îíè ñîâïàäàëè ñ êîíôîðìíûìè áëîêàìè êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ, çàäàííûõ

êîñåòàìè ñ öåëûìè óðîâíÿìè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðÿä ðàáîò [6, 7], ãäå íàéäåíà ñâÿçü

ìåæäó âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè Ìóðà-Ðèäà è Ðèäà-Ðåçàéè è êîíôîðìíûìè

áëîêàìè êîñåòíûõ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðà-

áîòå. Ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äàííûìè êîíôîðìíûìè áëîêà-

ìè è ñòàòñóììàìè N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé ïîëÿ,

ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî èç äàííûõ ñòàòñóìì ìîæíî ñêîíñòðóèðî-

âàòü âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà. Ïîýòîìó

ìû ìîæåì ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî îáîáùåíèå ñîîòâåòñòâèÿ Àëäàÿ-

Ãàéîòòû-Òà÷èêàâû íà ñëó÷àé êîñåòíûõ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ è N = 2

ñóïåðñèììåòðè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé íà C2/Zp ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè-

÷åñêèé èíòåðåñ.

Øåñòü ëåò íàçàä â èçâåñòíîé ñòàòüå [8] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà Àëäàÿ,

Ãàîéòòû è Òà÷èêàâû î òîì, ÷òî N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ÷åòûð¼õìåðíàÿ

êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ñ SU(2) êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèåé ñâÿçàíà ñ äâóìåð-

íîé êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ. Ñ òåõ ïîð îíà èçó÷àëàñü âî ìíîæåñòâå ðàáîò

ñî ñòîðîíû êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé, êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ [9, 10, 11, 12, 13],

ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé [14, 15, 16, 17] è àáñòðàêòíîé ìàòåìàòèêè [18, 19].

Â ðàáîòàõ [20, 21] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó SU(r)
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êàëèáðîâî÷íûìè òåîðèÿìè íà C2/Zp è êîñåòíûìè êîíôîðìíûìè òåîðèÿìè

ïîëÿ, îñíîâàííûìè íà êîñåòå ŝu(r)k ⊕ ŝu(r)p/ŝu(r)k+p, ãäå p � ïîëîæèòåëü-

íîå öåëîå ÷èñëî è k � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå ïðîâåðêè

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ p = 2 áûëè ñäåëàíû â [22, 23, 24] è äëÿ p = 4 â

ñòàòüå Í.Âèëëàðäà [25]. ßâíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ (r, p) = (2, 4) áûëè

òàì ïðîâåäåíû äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ìîäóëåé è â ïðåäåëå Óèòòåêåðà. Â

ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû ïîäðîáíî àíàëèçèðóåì äàííûé ñëó÷àé è

ïîêàçûâàåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, ÷òî ÀÃÒ ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíî

èìååò ìåñòî ïðè (r, p) = (2, 4), à òàêæå âûñêàçûâàåì íåêîòîðûå ãèïîòåçû äëÿ

ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî p.

Â ïîñëåäíèå ãîäû çàìå÷àòåëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìåðíûìè êîí-

ôîðìíûìè òåîðèÿìè è ÷åòûð¼õìåðíûìè N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íûìè òåî-

ðèÿìè ßíãà-Ìèëëñà ïîëó÷èëî çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå. Ïåðâîíà÷àëüíî ñôîð-

ìóëèðîâàííîå òàê íàçûâàåìîå ñîîòâåòñòâèå Àëäàÿ-Ãàéîòòî-Òà÷èêàâû, ïðåä-

ëîæåííîå â [8], óòâåðæäàåò ðàâåíñòâî êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â òåîðèè

ïîëÿ Ëèóâèëëÿ è ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåî-

ðèè ßíãà-Ìèëëñà ñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé SU(2) (îáîáùåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ

Àëäàÿ-Ãàéîòòû-Òà÷èêàâû äëÿ äðóãèõ êàëèáðîâî÷íûõ ãðóïï è êîíôîðìíûõ

òåîðèé ïîëÿ ñì. â [26, 27, 28, 20, 29, 23, 30, 31, 25, 32, 33]). Ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ñóììà N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ìîæåò áûòü âû÷èñ-

ëåíà êàê èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé èíñòàíòîíîâM. Ñ ïîäõîäÿùåé

ðåãóëÿðèçàöèåé ýòîò èíòåãðàë áûë âû÷èñëåí ÿâíî â [34]. Ýòî áûëî äîñòèãíó-

òî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî èíòåãðàë

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè íåêîòîðîé àáåëåâîé ãðóïïû

(òîðà), äåéñòâóþùåé íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåéM [35].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì U(r) èíñòàíòîíû íà C2/Zp � ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ ñàìîäóàëüíîñòè, ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì äëÿ êàëèáðî-
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âî÷íîãî ïîëÿ

Aµ(z1, z2) = Aµ(ωz1, ω
−1z2), ωp = 1. (0.1)

Íåòðèâèàëüíûé ôàêò î ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé èíñòàíòîíîâM ñîñòîèò â òîì,

÷òî ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü äåéñòâèå íåêîòîðîé àëãåáðû ñèììåòðèè A íà ýê-

âèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M. Ïåðâûé ïðèìåð òà-

êîãî äåéñòâèÿ áûë ïðåäëîæåí Íàêàäæèìîé â [36, 37] äëÿ ñëó÷àåâ àëãåáð Ãåé-

çåíáåðãà è Êàöà-Ìóäè. Â [38] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ýêâè-

âàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé ìîæåò áûòü ïðèâåä¼í â îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ñ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè òîðà, äåéñòâóþùåãî íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Òà-

êèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîãî áàçèñà

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðèðîäû â ïðåäñòàâëåíèè A, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè òîðà íà ïðîñòðàíñòâå

ìîäóëåé. Ýòîò áàçèñ èìååò ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû

â [39].

Â ðàáîòå [20] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé

èíñòàíòîíîâN = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé U(r) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè íà C2/Zp
ñâÿçàíî ñ àëãåáðîé A(r, p), êîòîðàÿ ðåàëèçîâàíà ïîñðåäñòâîì êîñåòà

A(r, p)
def
=

ĝl(n)r

ĝl(n− p)r
, (0.2)

ãäå n ñâÿçàíî ñ ýêâèâàðèàíòíûìè ïàðàìåòðàìè (÷òîáû óçíàòü áîëüøå ïîäðîá-

íîñòåé îá ýòîì ñîîòâåòñòâèè ñì. [39]). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ñïåöè-

àëüíûé áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèèA(r, p), ÷üè ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè òîðà, äåéñòâóþùåãî íà ïðîñòðàí-

ñòâå ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ M. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

ìîãóò áûòü ïðîíóìåðîâàíû íàáîðàìè èç r äèàãðàìì Þíãà, ðàñêðàøåííûìè

â p öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîíêðåòíûé

íàáîð èç r ðàñêðàøåííûõ äèàãðàìì Þíãà êàæäîìó ýëåìåíòó ýòîãî ãåîìåò-

ðè÷åñêîãî áàçèñà. Òàêèå áàçèñû áûëè ÿâíî ïîñòðîåíû äëÿ r = 2 è p = 1 â
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[40], äëÿ r = 2 è p = 2 â [39] è äëÿ r = 1, 2 è p = 2 â [41]. Âòîðàÿ ÷àñòü íàøåé

ðàáîòû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîäîëæåíèå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ,

íà÷àòîãî â ðàáîòàõ [39, 32, 30, 41, 31]. Ãëàâíàÿ öåëü ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè íåòðèâèàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà â ïîëüçó âåðíîñòè

ïðåäïîëîæåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó àëãåáðîé A(2, p) è ïðîñòðàíñòâîì ìî-

äóëåé U(2) èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì êàê
⊔
NM(2, N)Zp.

Òðåòüÿ ÷àñòü ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîäîëæåíèåì [42], ãäå áûë ïðåä-

ëîæåí íàáîð óðàâíåíèé àíçàòöà Áåòå äëÿ ñïåêòðà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (ÈÄ)

â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (ÊÒÏ). Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé

êëàññ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûõ êîñåòíîé êîíñòðóêöèåé Ãîääàðäà-

Êåíòà-Îëèâà [3]

K(r, p, n) =
ŝl(r)p × ŝl(r)n−p

ŝl(r)n
. (0.3)

Êîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ èç ýòîãî íàáîðà ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè äëÿ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ öåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p è n− p, è ýòîò íàáîð âêëþ÷àåò â

ñåáÿW óíèòàðíûå ìèíèìàëüíûå ìîäåëèWAr(k) = K(r, 1, k−r) êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé.

Õîðîøî èçâåñòíî [43], ÷òî ñðåäè ïðèìàðíûõ ïîëåé ìîäåëè K(r, p, n) åñòü

ñïåöèàëüíîå ïîëå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò èíòåãðèðóåìîå âîçìóùåíèå. Îíî èìååò

êîíôîðìíóþ ðàçìåðíîñòü ∆ = n
n+r è ñîîòâåòñòâóåò ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèè

Ãîääàðäà-Êåíòà-Îëèâà ðàçëîæåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âàêóóìíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ïî ïðèñîåäèí¼ííûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

àíàëîãîì îïåðàòîðà Φ1,3 â Ìèíèìàëüíûõ ìîäåëÿõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [44] òàêîå

èíòåãðèðóåìîå âîçìóùåíèå îïðåäåëÿåò áåñêîíå÷íûé íàáîð êîììóòèðóþùèõ

îïåðàòîðîâ, íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Â ýòîé ÷àñòè

ðàáîòû ìû èçó÷àåì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èõ îáùåãî ñïåêòðà.

Êîñåòíûå êîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ (0.3) èìåþò íåêîòîðîå êèðàëüíîå àë-

ãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå. Êàê ïðàâèëî, îíî âêëþ÷àåò òîêè äðîáíûõ ñïèíîâ ñ

íåàáåëåâîé ïåðåñòàíîâêîé, êîòîðàÿ äåëàåò àíàëèç òàêèõ ìîäåëåé ñëîæíûì.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïèñàíèå óïðîùàåòñÿ è êèðàëüíàÿ àëãåáðà ñâîäèòñÿ ê

èçâåñòíûì àëãåáðàì. Ê ïðèìåðó, ìû ïîëó÷àåì àëãåáðó Wr [45, 46, 47] äëÿ

p = 1, NSR àëãåáðó Íåâü¼-Øâàðöà-Ðàìîíà äëÿ (r, p) = (2, 2) è ïàðàôåðìè-

îííóþ àëãåáðó ñïèíà 4
3 [48] äëÿ (r, p) = (2, 4). Äëÿ íàñ áóäåò âàæíî, ÷òî

îïèñàíèå ìîäåëåé (0.3) ïðè ïîìîùè êîñåòîâ ñóùåñòâóåò è ãëàäêî çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà n, êîòîðûé ìû ïàðàìåòðèçóåì êàê

n =
p

1 + b2
− r. (0.4)

Íîâûé ïàðàìåòð b áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íèæå êàê íåïðåðûâíûé, è ìû îáî-

çíà÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ êèðàëüíóþ àëãåáðó êàê G(r, p). Â íîâûõ îáîçíà÷å-

íèÿõ öåíòðàëüíûé çàðÿä ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

c =
p(r2 − 1)

p+ r
+
r(r2 − 1)

p
Q2, ãäå Q = b+

1

b
. (0.5)

Èíîãäà óäîáíî äóìàòü îá àëãåáðå G(r, p) êàê îá àëãåáðå ñèììåòðèè ïàðàôåð-

ìèîííîé òåîðèè Òîäû [49]. Ýòà òåîðèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ñâÿçàííàÿ

òåîðèÿ (r − 1)-êîìïîíåíòíîãî áîçîííîãî ïîëÿ ϕ è ŝl(r)p/û(1)r−1 ïàðàôåðìè-

îíîâ [50]. Ëàãðàíæèàí ýòîé òåîðèè ìîæåò áûòü ñõåìàòè÷åñêè çàïèñàí ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

L = LPF +
p

8π
(∂aϕ)2 + µ

r−1∑
k=1

ΨekΨ̄eke
b(ek,ϕ), (0.6)

ãäå Ψek � ïàðàôåðìèîííûé òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîñòîìó êîðíþ ek àëãåá-

ðû sl(r), Ψ̄ek � îí æå, íî êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé è LPF � ôîðìàëüíûé

ëàãðàíæèàí äëÿ ïàðàôåðìèîííîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Â ýòèõ òåðìè-

íàõ îïåðàòîð èíòåãðèðóåìîãî âîçìóùåíèÿ èìååò âèä Ψe0Ψ̄e0e
b(e0,ϕ), ãäå e0 �

íàèìåíüøèé êîðåíü. Ìàòåìàòè÷åñêè, ëîêàëüíóþ ñèñòåìó èíòåãðàëîâ äâèæå-

íèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íàáîð ëîêàëüíûõ âåëè÷èí â U(G(r, p)), êîòîðûå

êîììóòèðóþò ñî âñåìè ïîëÿìè∫
C

ΨekΨ̄eke
b(ek,ϕ)dx, ãäå k = 0, . . . , r − 1. (0.7)
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Äëÿ p = 1 èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ êâàíòîâîé ñèñòåìîé òè-

ïà Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà ñ îïåðàòîðîì Ëàêñà ïîðÿäêà r [51]. Ýòîò òèï ñèñòåì

âêëþ÷àåò â ñåáÿ êâàíòîâóþ ñèñòåìó Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà äëÿ r = 2 (ñâÿçàí-

íóþ ñ àëãåáðîé Âèðàñîðî) è êâàíòîâóþ ñèñòåìó Áóññèíåñêà äëÿ r = 3 (ñâÿ-

çàííóþ ñ àëãåáðîé W3). Äëÿ îáùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ r è p ìû íàçûâàåì

ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó êâàíòîâîé ñèñòåìîé Êîðòåâåãà-äå-

Ôðèçà òèïà (r, p) èëè qKdV(r, p).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû àëãåáðà ñèììåòðèè êîñåòà (0.3) íåäàâíî âîçíèêëà â êîí-

òåêñòå ñîîòâåòñòâèÿ Àëäàÿ-Ãàéîòòî-Òà÷èêàâû [8]. À èìåííî, â ðàáîòå [20] áû-

ëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî U(r) èíñòàíòîííûå âû÷èñëåíèÿ íà ôàêòîð-

ïðîñòðàíñòâå C2/Zp ñîîòâåòñòâóþò ðàñøèðåííîé àëãåáðå

ĝl(p)r × G(r, p), (0.8)

êîòîðàÿ ïîñðåäñòâîì äóàëüíîñòè óðîâíÿ è ðàíãà ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðåA(r, p),

îáñóæäàâøåéñÿ âûøå. Èçíà÷àëüíàÿ ãèïîòåçà ðàáîòû [20] áûëà äàëåå ïðîâå-

ðåíà â ðàáîòàõ [21, 23, 22, 32, 52]. Ìàòåìàòè÷åñêè, ðåçóëüòàòû [20] ïðåäñêà-

çûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîãî áàçèñà â ïðåäñòàâëåíèè ñòàðøåãî âåñà

àëãåáðû ĝl(p)r×G(r, p) ñ çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ôàêòîðèçàöèè ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ. Â ñàìîì äåëå, êàê áûëî îòìå÷åíî â [53, 41], åñòü ðàçëè÷íûå áàçè-

ñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì êîìïàêòèôèêàöèÿì ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp. Äëÿ íàøèõ öåëåé òàê íàçûâàåìûé "öâåòíîé" áàçèñ

(ñì. [41] äëÿ ïîäðîáíîñòåé) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùèì. Ýòîò áàçèñ ÿâëÿåò-

ñÿ áàçèñîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû (èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ) âíóòðè óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû ĝl(p)r × G(r, p) ñ

çàìå÷àòåëüíî ïðîñòûì ñïåêòðîì. Äëÿ ïðèìåðà, â ñëó÷àå r = 1 ìû ïîëó÷à-

åì èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó Êàëîäæåðî-Ñàçåðëåíäà ñî ñïèíîì [54], ïðî êîòî-

ðóþ èçâåñòíî, ÷òî å¼ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè Óãëîâà [55]

(òàêæå èçâåñòíû êàê gl(p) ïîëèíîìû Äæåêà). Â ñëó÷àå r > 1 ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà

10



r êîïèé ìîäåëåé Êàëîäæåðî-Ìîçåðà ñî ñïèíîì. Ìû íàçûâàåì ýòó ñèñòåìó

îáîáù¼ííîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé Êàëîäæåðî-Ñàçåðëåíäà òèïà (r, p) èëè

CS(r, p). Â òðåòüåé ÷àñòè íàøåé ðàáîòû ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó íàõîæäå-

íèÿ ñïåêòðà p-ïàðàìåòðè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, êîòîpaÿ èíòåðïîëè-

ðóåò ìåæäó CS(r, p) è qKdV(r, p).
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1 Ïàðàôåðìèîííàÿ òåîðèÿ ïîëÿ Ëèóâèëëÿ è

èíñòàíòîíû íà ALE ïðîñòðàíñòâàõ

Â ïåðâîé ÷àñòè íàøåé ðàáîòû ìû èçó÷àåì ñëó÷àé (r, p) = (2, 4). À èìåí-

íî, ìû îáîñíîâûâàåì ÿâíîå ðàâåíñòâî ìåæäó îïðåäåë¼ííûìè ñòàòñóììàìè

Íåêðàñîâà íà C2/Z4 è S3 ïàðàôåðìèîííûìè ÷åòûð¼õòî÷å÷íûìè êîíôîðì-

íûìè áëîêàìè â òàê íàçûâàåìûõ S è D ìîäóëÿõ [48]. Ìû ïðîâåðèëè ñîîò-

âåòñòâèå äëÿ ïåðâûõ ÷åòûð¼õ óðîâíåé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî

âåðíî ñ òî÷íîñòüþ äî òàê íàçûâàåìîãî U(1)-ôàêòîðà, êîòîðûé îäèíàêîâ âî

âñåõ SU(2) ñîîòíîøåíèÿõ ÀÃÒ. Ýòî ìîæåò áûòü ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî

êàê

Zinstanton(z) = (1− z)AFconformal block(z),

ãäå A çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ êîíôîðìíîãî áëîêà (èëè èíñòàíòîííîé ñòàòñóì-

ìû). Çàòåì â êîíöå äàííîé ÷àñòè ðàáîòû ìû àðãóìåíòèðóåì, îñíîâûâàÿñü íà

ÿâíîì âû÷èñëåíèè èíñòàíòîííîé ñòàòñóììû íà C2/Zp äëÿ p = 2, ..., 7, ÷òî

òàêîå ñîîòíîøåíèå âåðíî äëÿ âñåõ p. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî òàêèå îáùèå ñîîòíî-

øåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòîâ äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ

â ïàðàôåðìèîííûõ òåîðèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëåíèé â êàëèáðîâîíûõ

òåîðèÿõ.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîäåëåíà íà ðàçäåëû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåë 1.1

ïîñâÿù¼í èíñòàíòîííûì âû÷èñëåíèÿì íà ïðîñòðàíñòâå C2/Zp. Â ðàçäåëå 1.2

ìû âû÷èñëÿåì ñòàòñóììó Íåêðàñîâà íà C2/Z4. Â ðàçäåëå 1.3 ìû íàïîìèíàåì

íåêîòîðûå ôàêòû î ðàñøèðåííîé àëãåáðå ñèììåòðèè p = 4 ïàðàôåðìèîíîâ

è âûâîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ ýòîé àëãåáðû. Â ðàçäåëå 1.4

ìû ñâÿçûâàåì èíñòàíòîííóþ ñòàòñóììó ñ ïàðàôåðìèîííûìè êîíôîðìíûìè

áëîêàìè. Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû. Â

Ïðèëîæåíèÿõ A è B ìû âûâîäèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåðòåêñ-

íûõ îïåðàòîðîâ â S è D ìîäóëÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Â Ïðèëîæåíèÿõ C è D ìû
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âûïèñûâàåì ìàòðèöû Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ óðîâ-

íåé 7/4 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

1.1 Èíñòàíòîííûå âû÷èñëåíèÿ íà C2/Zp

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êîðîòêî íàïîìíèì âû÷èñëåíèå èíñòàíòîííîé ñòàòñóì-

ìû äëÿ N = 2 SU(n) êàëèþðîâî÷íîé òåîðèè íà C2/Zp [56, 57]. Ñíà÷àëà

îïèøåì ñëó÷àé ÷èñòîé N = 2 SU(n) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè è çàòåì ñäåëàåì

ïðåäïîëîæåíèå î áîëåå îáùèõ ôîðìóëàõ.

Èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà äëÿ ÷èñòîé N = 2 SU(n) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè

íà C2 âûãëÿäèò êàê [35]

Z(n)(~P |z) =
∞∑
k=0

zk
∑
~Y

|~Y |=k

n∏
i,j=1

∏
s∈Yi

1

EYi,Yj(s|Pi − Pj)(Q− EYi,Yj(s|Pi − Pj))
, (1.1)

ãäå ñóììà èä¼ò ïî âñåì íàáîðàì èç n äèàãðàìì Þíãà ~Y = (Y1, ..., Yn), k = |~Y |

� ïîëíîå ÷èñëî êëåòîê â ~Y , ~P = (P1, ..., Pn) � âàêóóìíîå ñðåäíåå ïðèñîåäè-

í¼ííîãî ñêàëÿðà, s îáîçíà÷àåò êëåòêó â äèàãðàììå Þíãà Yi, è

EY,W (P |s) = P − lW (s)b−1 + (aY (s) + 1)b, (1.2)

ãäå aY (s) è lY (s) � äëèíû ðóêè è íîãè ñîîòâåòñòâåííî, à èìåííî ÷èñëî êëåòîê

â Y ñïðàâà è ñíèçó îò êëåòêè s ∈ Y , ñì. ðèñóíîê 1.

s

s

Y Y

l sY ( ) = 2 a sY ( ) = -3

l sY ( ) = -2a sY ( ) = 3

Ðèñ. 1: Íîãà lY (s) è ðóêà aY (s) äèàãðàììû Þíãà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü îòâåòû ñî ñòîðîíû êàëèáðîâî÷íîé è êîíôîðìíîé

òåîðèé ïîëÿ è äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì ìû óæå ïåðåøëè îò ïàðàìåòðîâ
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äåôîðìàöèè ε1, ε2 [58, 59] ê ïàðàìåòðó b, êîòîðûé ïàðàìåòðèçóåò öåíòðàëüíûé

çàðÿä c â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ:

ε1 = b−1, ε2 = b (1.3)

è Q = ε1 + ε2 = b+ b−1.

Â ñëó÷àå èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp, ìû èìååì ïîõîæóþ ñòðóêòóðó ñòàòñóì-

ìû, íî ñ íåêîòîðûìè ðàçëè÷èÿìè, êîòîðûå ìû ñîáèðàåìñÿ ñåé÷àñ îïèñàòü.

Ìû ïðèïèñûâàåì Zp çàðÿä qi, ãäå i = 1, ..., n, êàæäîé äèàãðàììå Þíãà Yi,

ãäå qi ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, ..., p − 1. Ìû èõ îáîçíà÷àåì êàê Y qi
i .

Óäîáíî ðàñêðàñèòü äèàãðàììû Þíãà â p öâåòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êëåòêà

ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) äèàãðàììû Þíãà Y q èìååò öâåò r ≡ q + i − j mod p,

ñì., íàïðèìåð, ðèñóíîê 2.

0

0

1

1

1 2

2

2

3

3

3

Ðèñ. 2: Ðàñêðàøåííûå äèàãðàììû Þíãà Y = {5, 3, 2, 1} ñ çàðÿäîì q = 2 è

äëÿ ñëó÷àÿ p = 4.

Çàòåì ìû ââîäèì â ðàññìîòðåíèå äâà p-ìåðíûõ âåêòîðà {nr} è {kr}, ãäå

r = 0, 1, ..., p−1. Öåëîå ÷èñëî nr � ýòî ÷èñëî äèàãðàìì Þíãà ñ çàðÿäîì q = r

è kr � ÷èñëî êëåòîê ñ öâåòîì r âî âñåõ äèàãðàììàõ Þíãà (Y q1
1 , ..., Y qn

n ). Òàêèì

îáðàçîì,
∑

r nr = n è
∑

r kr = k.

Âåêòîðû {nr} è {kr} ñâÿçàíû ñ òîïîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè èí-

ñòàíòîíîâ:

c1(E) =

p−1∑
r=0

(nr − 2kr + kr+1 + kr−1)c1(Tr), (1.4)

ãäå c1(E) � ïåðâûé êëàññ ×åðíà êàëèáðîâî÷íîãî ðàññëîåíèÿ E è c1(Tr) �

ïåðâûé êëàññ ×åðíà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ Tr íà ALE ïðîñòðàíñòâå. Ïåðâûé
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êëàññ ×åðíà c1(Tr) ðàññëîåíèé Tr, r 6= 0 (c1(T0) = 0), ñîñòàâëÿåò áàçèñ âî

âòîðîé ãðóïïå êîãîìîëîãèé. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé

c1(E) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

0 = nr − 2kr + kr+1 + kr−1, äëÿ r = 1, ..., p− 1. (1.5)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû äåëàåì ñäâèã1 kr = k0 + δkr, òîãäà ìû èìååì äëÿ δkr

δkr =

p−1∑
l=1

Crlnl, ãäå Crl = min(r, l)− rl

p
. (1.6)

Íèæå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé n = 2. ßñíî, ÷òî nr è kr � öåëûå ÷èñëà.

Èç-çà ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå âàðèàíòû çíà÷åíèé âåêòîðà

{nr}: ïåðâûé âàðèàíò: n0 = 2, nr = 0, r > 0; âòîðîé: nr = np−r = 1 äëÿ

r = 1, ..., bp2c; è òðåòèé np/2 = 2 â ñëó÷àå ÷¼òíîãî p. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

íåñêîëüêèõ ïåðâûõ çíà÷åíèé p ìû èìååì ñëåäóþùèå ðÿäû:

p = 2 {nr} {δkr} q1 q2

1. (2, 0) (0, 0) 0 0

2. (0, 2) (1, 1) 1 1

p = 3 {nr} {δkr} q1 q2

1. (2, 0, 0) (0, 0, 0) 0 0

2. (0, 1, 1) (0, 1, 1) 1 2

p = 4 {nr} {δkr} q1 q2

1. (2, 0, 0, 0) (0, 0, 0, 0) 0 0

2. (0, 1, 0, 1) (0, 1, 1, 1) 1 3

3. (0, 0, 2, 0) (0, 1, 2, 1) 2 2

(1.7)

Ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë âåêòîðà ~P äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïàð ~P = (P,−P ) è ~P ′ =

(P ′,−P ′) è òàêæå ~Y q = (Y q1
1 , Y q2

2 ) è ~W u = (W u1
1 ,W u2

2 ). Ñåé÷àñ ìû ìîæåì

1Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî δkr � ðàçíèöà ìåæäó ÷èñëîì êëåòîê öâåòà r è öâåòà 0 âî âñåõ äèàãðàììàõ

Þíãà.
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îïðåäåëèòü âêëàä áèôóíäàìåíòàëüíîãî ìóëüòèïëåòà äëÿ SU(2) êàëèáðîâî÷-

íîé òåîðèè íà C2/Zp (ñëó÷àé p = 1 ñì., íàïðèìåð, â [8]):

Z
(p)
bif (α|~P

′, ~W u, ~P , ~Y q) =
2∏

i,j=1

∏
s∈Y qi♦i

(Q− EYi,Wj
(Pi − P ′j|s)− α)×

×
∏

t∈W
uj♦
j

(EWj ,Yi(P
′
j − Pi|t)− α), (1.8)

ãäå

EY,W (P |s) = P − lW (s)b−1 + (aY (s) + 1)b

è ïðîèçâåäåíèå ïî s ∈ Y qi
i è t ∈ W uj

j îãðàíè÷åíî íàáîðîì ♦, êîòîðûé âêëþ-

÷àåò âñå s, t, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

s ∈ Y qi♦
i : lWj

(s) + aYi(s) + 1 ≡ uj − qi mod p,

t ∈ W uj♦
j : lYi(t) + aWj

(t) + 1 ≡ qi − uj mod p, (1.9)

(çäåñü ìû òàêæå ïåðåøëè îò îáîçíà÷åíèé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ê îáîçíà-

÷åíèÿì êîíôîðìíîé òåîðèè, è îáîçíà÷àåì ìàññó ãèïåðìóëüòèïëåòà êàê α.)

Èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà òåîðèè ñ äâóìÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè è äâóìÿ àíòè-

ôóíäàìåíòàëüíûìè ãèïåðìóëüòèïëåòàìè ìàòåðèè, êîòîðóþ ñëåäóåò ñðàâíè-

âàòü ñ ÷åòûð¼õòî÷å÷íûìè êîíôîðìíûìè áëîêàìè, âûãëÿäèò êàê

Z(p)(P1, α1, α2, P2|P |z) =

=
∑
{~Y ~q}

Z
(p)
bif (α1|~P1, (Ø

0,Ø0), ~P , ~Y q)Z
(p)
bif (α2|~P , ~Y q, ~P2, (Ø

0,Ø0))

Z
(p)
bif (0|~P , ~Y q, ~P , ~Y q)

· z
| ~Y q |
p , (1.10)

ãäå ñóììà èä¼ò ïî âñåì ïàðàì äèàãðàìì Þíãà { ~Y q} èç ñïåöèàëüíîãî íàáîðà,

êîòîðûå îòâå÷àþò ñîîòíîøåíèþ (1.5).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðîâîäèì ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ ñòàòñóììû (1.10)

â ñëó÷àå p = 4. Êàê ìû ìîæåì âèäåòü èç òàáëèöû (1.7) â ýòîì ñëó÷àå åñòü

òðè ðÿäà. Ïåðâûé (k =
∑

r kr = | ~Y q| = 4k0) è òðåòèé (k = 4k0 +4) ðÿäû äàþò
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âêëàä â öåëûå ñòåïåíè ïàðàìåòðà z, òîãäà êàê âòîðîé ðÿä (k = 4k0 + 3) äà¼ò

zk0+3/4. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïåðåïèñàòü (1.10) äëÿ p = 4 êàê

Z(4)(P1, α1, α2, P2|P |z) =
3∑
i=1

Z(4,i series)(P1, α1, α2, P2|P |z), (1.11)

ãäå

Z(4,i series)(P1, α1, α2, P2|P |z) =

=
∑

{~Y ~q}∈i series

Z
(4)
bif (α1|~P1, (Ø

0,Ø0), ~P , ~Y q)Z
(4)
bif (α2|~P , ~Y q, ~P2, (Ø

0,Ø0))

Z
(4)
bif (0|~P , ~Y q, ~P , ~Y q)

· z
| ~Y q |
p ,

(1.12)

ãäå i = 1, 2, 3. Ìû òàêæå ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî êàê

Z(4)(P1, α1, α2, P2|P |z) =

=
∞∑
k0=0

Z(4,1st series)
k0

zk0 +
∞∑
k0=0

Z(4,2nd series)
k0+3/4 zk0+3/4 +

∞∑
k0=0

Z(4,3rd series)
k0+1 zk0+1. (1.13)

Ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ðÿäîâ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåë¼ííûì òè-

ïîì êîíôîðìíûõ áëîêîâ S3-ïàðàôåðìèîííîé àëãåáðû ñ òî÷íîñòüþ äî U(1)-

ôàêòîðà, êîòîðûé ðàâåí (1− z)A4, ãäå A4 = 1
2α1(Q− α2) â ñëó÷àå p = 4. Êàê

ìû ïðîèëëþñòðèðóåì â Ðàçäåëå 6 â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî p îí äîëæåí èìåòü

òó æå ñòðóêòóðó ñ Ap = 2
pα1(Q− α2).

1.2 Èíñòàíòîííûå âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþùèå S è D ìî-

äóëÿì S3 ïàðàôåðìèîííîé àëãåáðû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðîäåëûâàåì ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ ñòàòñóììû

Z(p)(P1, α1, α2, P2|P |z) äëÿ ñëó÷àÿ p = 4 äî óðîâíÿ z2, ïîýòîìó ìû äîëæíû

ó÷åñòü âñå äèãðàììû Þíãà, êîòîðûå äàþò âêëàä â ñòàòñóììó íà óðîâíÿõ

z3/4, z, z7/4 è z2. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îòâåòîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
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çíà÷åíèÿ ñî ñòîðîíû êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, òàêèå êàê

∆Pi =
1

4
(
Q2

4
− P 2

i ), ∆αi =
1

4
αi(Q− αi), c = 2 +

3

2
Q2, Q = b+ b−1.

(1.14)

• Ïàðû äèàãðàìì Þíãà, êîòîðûå äàþò âêëàä â ñòàòñóììó íà óðîâíå z3/4 �

ýòî ({3}, {Ø}), ({2}, {1}), ({1}, {1, 1}), ({Ø}, {1, 1, 1}), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

êî âòîðîìó ðÿäó ñ çàðÿäàìè q1 = 1, q2 = 3. Îíè ÿâíî ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.

1
3( ,   ) ( ,    ) ( ,    )( ,   )

1

11
2

222 3 3
3

Ðèñ. 3: Äèàãðàììû Þíãà èç âòîðîãî ðÿäà íà óðîâíå z3/4.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.12) è (1.8) äëÿ p = 4, ìû èìååì

Z(4,2nd series)
3/4 =

4

(Q+ 2b−1 − 2P )(Q+ 2b+ 2P )
. (1.15)

Çàìåòèì, ÷òî ñèììåòðèÿ ìåæäó ïàðàìè äèàãðàììÞíãà (Y q1
1 , Y q2

2 )↔ (Y q1
2 , Y q2

1 )

îòñóòñòâóåò ïî ïðè÷èíå ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâ: q1 6= q2, òàê ÷òî

Z(4,2nd series)(P1, α1, α2, P2|P |z) íå ïîä÷èíÿåòñÿ ñèììåòðèè P → −P . Äðóãèìè

ñëîâàìè, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå îáùåå ðàâåíñòâî

Z(p,i series)
q1,q2

(P1, α1, α2, P2|P |z) = Z(p,i series)
q2,q1

(P1, α1, α2, P2| − P |z) (1.16)

ãäå q1 è q2 � çàðÿäû äèàãðàìì Þíãà èç i -ãî ðÿäà. Ýòà ñòðóêòóðà èìååò ÿñíóþ

èíòåðïðåòàöèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (CFT).

• Ïàðû äèàãðàìì Þíãà, êîòîðûå äàþò âêëàä â ñòàòñóììó íà óðîâíå z ïðè-

íàäëåæàò ê ïåðâîìó è òðåòüåìó ðÿäó. Èç ïåðâîãî ðÿäà ýòî ñëåäóþùèå ïàðû

äèàãðàìì Þíãà: ({4}, {Ø}), ({3, 1}, {Ø}), ({2, 1, 1}, {Ø}), ({1, 1, 1, 1}, {Ø}),

({Ø}, {4}), ({Ø}, {3, 1}), ({Ø}, {2, 1, 1}), ({Ø}, {1, 1, 1, 1}) ñ çàðÿäàìè q1 =

q2 = 0. Âñå îíè ÿâíî ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4.
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Ðèñ. 4: Äèàãðàììû Þíãà èç ïåðâîãî ðÿäà íà óðîâíå z.

È ìû ïîëó÷àåì äëÿ Z(4,1st series)
1 ñëåäóþùèé îòâåò

Z(4,1st series)
1 =

(∆P −∆P1
+ ∆α1

)(∆P −∆P2
+ ∆α2

)

2∆P
− 1

2
α1(Q− α2). (1.17)

(ìû òàêæå ïîðàçóìåâàåì, ÷òî Z(4,1st series)
0 = 1, è ÷òî èìååòñÿ ëèøü îäíà ïà-

ðà äèàãðàììÞíãà ({Ø0}, {Ø0}) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ). Ïàðû äèàãðàììÞíãà äëÿ

òðåòüåãî ðÿäà ñëåäóþùèå ({2, 2}, {Ø}), ({2}, {1, 1}), ({2, 1}, {1}), ({Ø}, {2, 2}),

({1}, {2, 1}), ({1, 1}, {2}), ñ çàðÿäàìè q1 = q2 = 2. Ýòè äèàãðàììû ïîêàçàíû

íà ðèñóíêå 5.

1 11

11 1

2

2

2 2

2

22

22 2

2

2

3 3

3 3

3

3

( ,   ) ( ,   )( ,    )

( ,    )( ,     ) ( ,     )

Ðèñ. 5: Äèàãðàììû Þíãà èç òðåòüåãî ðÿäà íà óðîâíå z.

Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü

Z(4,3rd series)
1 =

3

128∆P (∆P + c
8 −

1
4)
. (1.18)

• Èìååòñÿ 32 ïàðû äèàãðàìì Þíãà, êîòîðûå äàþò âêëàä â ñòàòñóììó íà

óðîâíå z7/4. Ïåðâûå íåñêîëüêî òàêèõ äèàãðàìì ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 6.

Îòâåò äëÿ Z(4,2nd series)
7/4 ñëèøêîì ãðîìîçäêèé, è ìû ÿâíî íå âûïèñûâàåì åãî â

ýòîé ðàáîòå.
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Ðèñ. 6: Äèàãðàììû Þíãà èç âòîðîãî ðÿäà íà óðîâíå z7/4.

• Íà óðîâíå z2 ïåðâûé è òðåòèé ðÿäû äàþò âêëàäû. Èìååòñÿ 56 ïàð äèà-

ãðàìì Þíãà èç ïåðâîãî ðÿäà è ïàð äèàãðàìì Þíãà èç òðåòüåãî ðÿäà íà ýòîì

óðîâíå. ßâíûå îòâåòû äëÿ Z(4,1st series)
2 è äëÿ Z(4,3rd series)

2 òàêæå îïóùåíû èç-çà

èõ îãðîìíûõ ðàçìåðîâ.

1.3 Êîíôîðìíûå áëîêè S3 ïàðàôåðìèîííîé àëãåáðû

1.3.1 Ðàñøèðåííàÿ àëãåáðà ñèììåòðèè p = 4 ïàðàôåðìèîíîâ

Èçâåñòíî, ÷òî ðàñøèðåííàÿ àëãåáðà ñèììåòðèè òàê íàçûâàåìûõ S3 ïà-

ðàôåðìèîíîâ åñòü àëãåáðà ñïèíà 4/3. Äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýòîé àëãåáðû

ìîæíî íàéòè â [60, 48]. Çäåñü ìû âûäåëèì ëèøü àñïåêòû, íåîáõîäèìûå äëÿ

íàøåãî äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìû âûïèøåì îïåðàòîðíûå ðàç-

ëîæåíèÿ (OPEs) òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T (z) è òîêà äðîáíîãî ñïèíà 4/3

G±(z)

T (z)T (w) =
c

2(z − w)4
+

2

(z − w)2
T (w) +

1

z − w
∂T (w) + · · · , (1.19)

T (z)G±(w) =
4

3(z − w)2
G±(w) +

1

z − w
∂G±(w) + · · · , (1.20)

G±(z)G±(w) =
λ±

(z − w)
4
3

G∓(w) +
λ∓

(z − w)
1
3

∂G∓(w) + · · · , (1.21)

G±(z)G∓(w) =
3c

8(z − w)
8
3

+
1

(z − w)
2
3

T (w) + · · · , (1.22)

ãäå

c = 2 +
3

2
Q2, λ± = ±

√
c− 8

6
, Q = b+ b−1, (1.23)

à ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò íåñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû. Êàæäîìó ïîëþ â àëãåáðå

âûøå ïðèïèñàí òàê íàçûâàåìûé Z3-çàðÿä. Òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà T (z)
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ïðèïèñûâàåòñÿ Z3-çàðÿä q = 0, à äðîáíûì òîêàõ G±(z) ïðèïèñûâàþòñÿ Z3-

çàðÿäû q = ±1.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ âåùü, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûäåëèòü, � ýòî ðàçëîæå-

íèå ïî ìîäàì äðîáíûõ òîêîâ. Ýòè ìîäû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ëèøü äåé-

ñòâèåì íà ñîñòîÿíèå χq(0) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì Z3-çàðÿäîì q

G±
k− 1∓q

3

χq(0)
def
=

∮
γ

dz

2πi
zk±

q
3G±(z)χq(0), (1.24)

ãäå γ � êîíòóð, îêðóæàþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò è k ∈ Z. Èç ôîðìóëû (1.24)

ìîæíî èçâëå÷ü ïðàâèëî, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ìîäû G± ìîãóò äåéñòâî-

âàòü íà ñîñòîÿíèå ñ Z3-çàðÿäîì q:

G±
k− 1∓q

3

|q〉 , k ∈ Z, q = 0,±1. (1.25)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîä T (z) è G±(z) ìîãóò áûòü ëåãêî

ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèé (1.19) è (1.20)

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12

(
m3 −m

)
δm+n,0, (1.26)[

Lm, G
±
r

]
=
(m

3
− r
)
G±m+r, (1.27)

ãäå m,n ∈ Z è r = k + 1∓q
3 ñ k ∈ Z è q � Z3-çàðÿä ñîñòîÿíèÿ, íà êîòî-

ðîå äåéñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèé G±r . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç-çà òîãî ôàêòà, ÷òî

îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ (1.21) è (1.22) àëãåáðû äðîáíîãî ñïèíà ñîäåðæàò

äðîáíûå ñòåïåíè, íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îáû÷íûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíî-

øåíèÿ, íî âîçìîæíî âûïèñàòü òàê íàçûâàåìûå îáîáù¼ííûå êîììóòàöèîííûå
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ñîîòíîøåíèÿ

+∞∑
k=0

C
(− 2

3)
k

(
G+

q
3+n−kG

+
2+q
3 +m−k −G

+
q
3+m−kG

+
2+q
3 +n−k

)
|q〉 =

=
λ+

2
(n−m)G+

2+2q
3 +n+m

|q〉 ,
+∞∑
k=0

C
(− 2

3)
k

(
G−− q3+n−kG

−
2−q
3 +m−k −G

−
− q3+m−kG

+
2−q
3 +n−k

)
|q〉 = (1.28)

=
λ−

2
(n−m)G+

2−2q
3 +n+m

|q〉 ,
+∞∑
k=0

C
(− 1

3)
k

(
G+

1+q
3 +n−kG

−
− 1+q

3 +m−k +G−1+q
3 +m−kG

+
− 1+q

3 +n−k

)
|q〉 =

=

(
Ln+m +

3c

16

(
n+ 1 +

q

3

)(
n+

q

3

))
|q〉 ,

ãäå m,n ∈ Z è

C
(ν)
k = (−1)k

 ν

k

 =
(−1)k

k!

k∏
i=1

(ν − i+ 1) . (1.29)

Ñòðóêòóðà ñîñòîÿíèé ñòàðøåãî âåñà â ýòîé àëãåáðå ñëåäóþùàÿ. Ñóùåñòâó-

åò òðè ðàçëè÷íûõ ìîäóëÿ, îáîçíà÷àåìûõ S,D è R. Ñîñòîÿíèÿ ñòàðøåãî âåñà

â ýòèõ ìîäóëÿõ óíè÷òîæàþòñÿ ãåíåðàòîðàìè Lm è G±r ñ r,m > 0. R-ìîäóëü

íåñóùåñòâåíåí äëÿ íàøåé äèñêóññèè. Ìû îáîçíà÷àåì ïðèìàðíûå ñîñòîÿíèÿ

êàê

|α; q〉 , (1.30)

ãäå α � ïàðàìåòð Ëèóâèëëÿ ñîñòîÿíèÿ è q � Z3-çàðÿä ñîñòîÿíèÿ. Ñîïðÿæ¼í-

íîå ñîñòîÿíèå îáîçíà÷åíî êàê 〈α; q|. Òîãäà â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîñòîÿíèåì

ñòàðøåãî âåñà â S-ìîäóëå ÿâëÿåòñÿ |α; 0〉. Â D-ìîäóëå åñòü äâà ñîñòîÿíèÿ

ñòàðøåãî âåñà, òî åñòü ñîñòîÿíèå ñòàðøåãî âåñà äâóêðàòíî âûðîæäåíî, è îíè

îáîçíà÷åíû êàê |α;±1〉. Êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè ýòèõ ñîñòîÿíèé ñòàðøåãî

âåñà

∆(s)
α =

1

4
α (Q− α) , ∆(d)

α =
1

4
α (Q− α) +

1

12
. (1.31)
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Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ñòàðøåãî âåñà â D-

ìîäóëå

G±0 |α;±1〉 = Λ± |α;∓1〉 , Λ± = ±
√

c

24
−∆

(d)
α . (1.32)

Áàçèñ ñîñòîÿíèé â êàæäîì ìîäóëå ìîæåò áûòü âûáðàí â ñëåäóþùåé ôîðìå

u∏
i=1

G±−ri

v∏
j=1

L−nj |α; q〉 . (1.33)

Óðîâåíü ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê l = l0+δ ñ l0 =
∑u

i=1 ri+
∑v

j=1 nj è ãäå

δ = 0 äëÿ S-ìîäóëÿ è δ = 1
12 äëÿD-ìîäóëÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ

óðîâåíü ñîñòîÿíèÿ ñòàðøåãî âåñà âD-ìîäóëå 1
12 è ðàçìåðíîñòü ∆

(d)
α = ∆

(s)
α + 1

12 ,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû îòñ÷èòûâàåì óðîâåíü ñîñòîÿíèÿ îò óðîâíÿ ñîñòîÿíèÿ

ñòàðøåãî âåñà â S-ìîäóëå. Áåðÿ âî âíèìàíèå ïðàâèëî (1.25) äëÿ äåéñòâèÿ

íà ñîñòîÿíèå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé â S-ìîäóëå

l ∈ Z>0 è l ∈ Z>0 + 1
3 . Òî æå ñàìîå â D-ìîäóëå l ∈ Z>0 + 1

12 è l ∈ Z>0 + 3
4 .

Ýðìèòîâñêè ñîïðÿæ¼ííûå ãåíåðàòîðû: (Ln)
† = L−n, (G±r )† = −G∓−r.

1.3.2 Êîíôîðìíûå áëîêè

×òîáû ïîñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû ïàðàôåðìèîííûõ êîíôîðìíûõ áëîêîâ,

ìû âû÷èñëÿåì ÷åòûð¼õòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñîñòîÿíèé ñòàð-

øåãî âåñà â S-ìîäóëå. Ìû îáîçíà÷àåì âåðòåêñíûé îïåðàòîð ýòîãî ñîñòîÿíèÿ

ñòàðøåãî âåñà êàê W
(s)
α (z). Òîãäà îáúåêò íàøåãî èíòåðåñà

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)W (s)
α2

(z)|m2; 0〉 (≡ 〈W (s)
m1

(∞)W (s)
α1

(1)W (s)
α2

(z)W (s)
m2

(0)〉 ). (1.34)

Çäåñü ìû óæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ Ëèóâèëëÿ êàê â êà-

ëèáðîâî÷íîé òåîðèè äëÿ ñðàâíåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà ñî ñòàòñóììîé. Ñâÿçü

ïàðàìåòðîâ α, m1 è m2 ñ ïàðàìåòðàìè êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñëåäóþùàÿ

α =
Q

2
+ P, m1 =

Q

2
+ P1, m2 =

Q

2
+ P2. (1.35)
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Ìû âû÷èñëÿåì ýòó êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïóò¼ì âñòàâêè ïîëíîãî íàáîðà

ñîñòîÿíèé íà êàæäîì óðîâíå

1̂l =
∑
i,j

|i〉l × (K−1
α (l))ij × l〈j|, (1.36)

ãäå {|1〉l, |2〉l, ...} � íàáîð ïîòîìêîâ ïðèìàðíûõ ïîëåé íà óðîâíå l è K−1
α (l)

� îáðàòíàÿ ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà íà óðîâíå l ((Kα(l))ij = l〈i|j〉l). Çà-

ìåòèì, ÷òî ïîòîìêè íà êàæäîì óðîâíå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà Ëèóâèëëÿ α

òàê æå, êàê è ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà. Ñîîòâåòñòâóþùèé êîíôîðìíûé

áëîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðÿä ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì l ∈ Z>0, l ∈ Z>0 + 1
12 ,

l ∈ Z>0 + 1
3 è l ∈ Z>0 + 3

4 ïåðåìåííîé z. Íî, êàê ìû óæå çíàåì èç ñòàòñóììû

(1.13) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, îí íå ñîäåðæèò ñòåïåíè ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ

l ∈ Z>0 + 1
12 è l ∈ Z>0 + 1

3 . Çàòåì ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî äëÿ ñîâïàäåíèÿ

ñ ðåçóëüòàòîì êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå

âêëàäû â êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (1.34), êîòîðûå âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå

âñòàâêè ïîëíûõ íàáîðîâ (1.36) ñîñòîÿíèé íà óðîâíÿõ l ∈ Z>0 è l ∈ Z>0 + 3
4 .

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, åñòü äâà òèïà êîíôîðìíûõ áëîêîâ íà óðîâíÿõ l ∈ Z>0:∑
l=0,1,2,...

∑
i,j

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉l ×
(
K−1
α (l)

)
ij
× l〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉 =

= Cα
m1,α1

Cm2
α,α2
× z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2 F (1)(∆(s)

m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|∆(s)

α |z)+

+ C̃α
m1,α1

C̃m2
α,α2
× z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2 F (3)(∆(s)

m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|∆(s)

α |z),

(1.37)

ãäå

Cα
m1,α1

= 〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|α; 0〉, (1.38)

C̃α
m1,α1

= 〈m1; 0|W̃ (s)
α1

(1)|α; 0〉 (1.39)

� ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû è W̃
(s)
α (z) � âåðòåêñíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé

ñîñòîÿíèþ

|W̃ (s)
α 〉 =

(
G+
− 2

3

G−− 1
3

−G−− 2
3

G+
− 1

3

)
|α; 0〉 (1.40)
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� ïîòîìîê, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíûì ñîñòîÿíèåì àëãåáðû Âèðà-

ñîðî. Ìû âèäèì, ÷òî åñòü äâà òèïà êîíôîðìíûõ áëîêîâ ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî

èìååòñÿ äâà òèïà ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò: îäíà äëÿ ïîëÿW
(s)
α (z) è äðóãàÿ äëÿ

ïîëÿ W̃
(s)
α (z) è ýòè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû íå ìîãóò áûòü âûðàæåíû äðóã ÷å-

ðåç äðóãà. Ìû îáîçíà÷àåì êîíôîðìíûå áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå W è W̃ êàê

F (1) è F (3) ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå âòîðîãî êîíôîðìíîãî

áëîêà íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé ñòåïåíè z.

Òî æå ñàìîå ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî íà óðîâíÿõ l ∈ Z>0 + 3
4

∑
l= 3

4 ,
7
4 ,

11
4 ,...

∑
i,j

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉l ×
(
K−1
α (l)

)
ij
× l〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉 =

= C(+)α
m1,α1

C(+)m2
α,α2

× z∆
(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2 F (2)(∆(s)

m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|P |z)+

+ C(−)α
m1,α1

C(−)m2
α,α2

× z∆
(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2 F (2)(∆(s)

m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
| − P |z),

(1.41)

ãäå {|i〉l} � íàáîð ïîòîìêîâ âD-ìîäóëå íà óðîâíå l,K−1
α (l) �îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Ãðàìà/Øàïîâàëîâàíà óðîâíå l è

C(±)α
m1,α1

=
〈
m1; 0

∣∣∣V (s)+
α1

(1)
∣∣∣α;−1

〉
±
〈
m1; 0

∣∣∣V (s)−
α1

(1)
∣∣∣α; 1

〉
, (1.42)

ãäå V
(s)±
α (z) �âåðòåêñíûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì

|V (s)±
α 〉 = G±− 1

3

|α; 0〉, (1.43)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè äðîáíûìè ïîòîìêàìè ñîñòîÿíèÿ |α; 0〉. Çàìåòèì,

÷òî ðàçëîæåíèå êîíôîðìíîãî áëîêà F (2) íà÷èíàåòñÿ ñ z
3
4 . Äðóãàÿ âàæíàÿ

âåùü, êîòîðóþ íóæíî îòìåòèòü î êîíôîðìíîì áëîêå F (2), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî îíî íå ñèììåòðè÷íî ïðè çàìåíå çíàêà P â ïàðàìåòðå α = Q
2 +P . Ïîýòîìó

ìû ïèøåì P âìåñòî ∆
(s)
α â ôîðìóëå (1.41).

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (1.38), (1.39) è (1.42) ìû ìîæåì êîðîòêî ðåçþìè-
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ðîâàòü óòâåðæäåíèÿ (1.37) è (1.41)

+∞∑
l=0,1,2,

∑
i,j

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉l × (K−1
α (l))ij × l〈i|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉 =

= z∆
(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2

(
Cα
m1,α1

· Cm2
α,α2
×F (1)(∆(s)

m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|∆(s)

α |z)+

+C̃α
m1,α1

· C̃m2
α,α2
×F (3)(∆(s)

m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|∆(s)

α |z)
)
,

(1.44)

+∞∑
l= 3

4 ,
7
4
11
4 ,

∑
i,j

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉l ×
(
K−1
α (l)

)
ij
× l〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉 =

= z∆
(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2

(
C(+)α
m1,α1

· C(+)m2
α,α2

×F (2)(∆(s)
m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|P |z)+

+C(−)α
m1,α1

· C(−)m2
α,α2

×F (2)(∆(s)
m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
| − P |z)

)
.

(1.45)

È äëÿ óäîáñòâà ìû ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-

ëîæåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà

F (1)(∆(s)
m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|∆(s)

α |z) = 1 + F (1)
1 z + F (1)

2 z2 + · · · ,

F (2)(∆(s)
m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|P |z) = F (2)

3
4

z
3
4 + F (2)

7
4

z
7
4 + · · · , (1.46)

F (3)(∆(s)
m1
,∆(s)

α1
,∆(s)

α2
,∆(s)

m2
|∆(s)

α |z) = F (3)
1 z + F (3)

2 z2 + · · · .

Îáñóæäåíèå âûøå ïðèâîäèò íàñ ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî äâà êëþ÷åâûõ èíãðå-

äèåíòà, êîòîðûå íàì íóæíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ, � ýòî îáðàòíàÿ ìàòðèöà Ãðà-

ìà/Øàïîâàëîâà íà îïðåäåë¼ííîì óðîâíå è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñîñòîÿíèé

íà îïðåäåë¼ííîì óðîâíå

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉l, l〈j|W (s)
α2

(z)|m2; 0〉, (1.47)

ãäå |i〉l � ñîñòîÿíèå íà óðîâíå l. ×òîáû âû÷èñëèòü ýòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìû

äîëæíû âûâåñòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ.

Âûâîä êîììóòàöîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ W
(s)
α (z) è W̃

(s)
α (z) ïðåäñòàâëåí â

26



Ïðèëîæåíèè A. Çäåñü ìû òîëüêî öèòèðóåì ðåçóëüòàò

[Lm,W
(s)
α (z)] = zm∂W (s)

α (z) + (m+ 1)∆(s)
α W

(s)
α (z), (1.48)

[G±r ,W
(s)
α (z)] = zr+

1
3V (s)±

α (z), (1.49)

[Lm, V
(s)±
α (z)] = zm∂V (s)±

α (z) + (m+ 1)

(
∆(s)
α +

1

3

)
V (s)±
α (z), (1.50)

+∞∑
l=0

C
(− 1

3)
l

(
zlG±

r−l− 1
3

V (s)∓
α (z) + z−l−

1
3V (s)∓

α (z)G±r+l

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)
∆(s)
α W

(s)
α (z) + zr+

1
3

(
1

2
∂W (s)

α (z)± W̃ (s)
α (z)

)
.

(1.51)

Òàêæå ìû âûâåëè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â D-ìîäóëå â Ïðèëîæå-

íèè B. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ òåõ, êòî õî÷åò ïîñ÷èòàòü

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîëåé D-ìîäóëÿ. Çäåñü ìû ñíîâà öèòèðóåì òîëüêî ðå-

çóëüòàò

[Lm,W
(d)±
α (z)] = zm∂W (d)±

α (z) + (m+ 1)∆(d)
α W (d)±

α (z),

[Lm, V
(d)(±)
α (z)] = zm∂V (d)(±)

α (z) + (m+ 1)

(
∆(d)
α +

2

3

)
V (d)(±)
α (z),

+∞∑
l=0

C
(− 2

3 )

l

(
zlG±

r−l− 2
3

W (d)±
α (z)− z−l−

2
3W (d)±

α (z)G±r+l

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)
Λ±W (d)∓

α (z) + zr+
1
3

(
2Λ±

3∆
(d)
α

∂W (d)∓
α (z) + W̃ (d)∓

α (z)

)
,

+∞∑
l=0

C
(− 1

3 )

l

(
zlG±

r−l− 1
3

W (d)∓
α (z) + z−l−

1
3W (d)∓

α (z)G±r+l

)
=

=
1

2
zr+

1
3

(
V (d)(+)
α (z)± V (d)(−)

α (z)
)
,
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[G±r , V
(d)+
α (z)] = zr−

2
3

(
r +

1

3

)(
∆(d)
α +

c

12
+ λ±Λ∓

)
W (d)±

α (z)+

+ zr+
1
3
∆

(d)
α + c

12 + λ±Λ∓

3∆
(d)
α

∂W (d)±
α (z)− zr+

1
3

(
Λ± − 1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z),

[G±r , V
(d)−
α (z)] = zr−

2
3

(
r +

1

3

)(
∆(d)
α +

c

12
− λ±Λ∓

)
W (d)±

α (z)∓

∓ zr+
1
3
∆

(d)
α + c

12 − λ
±Λ∓

3∆
(d)
α

∂W (d)±
α (z)± zr+

1
3

(
Λ± +

1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z),

ãäå V
(d)(±)
α (z) è W̃

(d)±
α (z) �âåðòåêñíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåí-

íî ñîñòîÿíèÿìè

|V (d)(±)
α 〉 = G+

− 2
3

|W (d)−
α 〉 ±G−− 2

3

|W (d)+
α 〉,

|W̃ (d)±
α 〉 = G∓−1|W (d)∓

α 〉 − 2Λ∓

3∆
(d)
α

L−1|W (d)±
α 〉.

Óðîâåíü 3/4 Áàçèñ ñîñòîÿíèé íà ýòîì óðîâíå ìîæåò áûòü âûáðàí ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

|1〉3/4 = G+
− 2

3

|α;−1〉 , (1.52)

|2〉3/4 = G−− 2
3

|α; 1〉 .

Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

2∑
i,j=1

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉3/4 × (K−1
α (3/4))ij × 3/4〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉. (1.53)

Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû Ãðàìà/Øàïîâàëîâà äà¼ò

Kα (3/4) =

 −
(

∆
(d)
α + c

12

) √
c−8

6

√
c

24 −∆
(d)
α√

c−8
6

√
c

24 −∆
(d)
α −

(
∆

(d)
α + c

12

)
 . (1.54)

Ëåãêî íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó Ãðàìà/Øàïîâàëîâà

K−1
α (3/4) =

 − 2b(1+b(2α+b(4+b2+2bα−2α2)))
(b+α)(2+b2−bα)(1+2b2−bα)(1+bα) −

2b|1−b2||1+b2−2bα|
(b+α)(2+b2−bα)(1+2b2−bα)(1+bα)

− 2b|1−b2||1+b2−2bα|
(b+α)(2+b2−bα)(1+2b2−bα)(1+bα) −

2b(1+b(2α+b(4+b2+2bα−2α2)))
(b+α)(2+b2−bα)(1+2b2−bα)(1+bα)

 .

(1.55)
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Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.49), ìû èìååì

〈m1; 0|Wα1
(1)|1〉3/4 = −

(
C(+)α
m1,α1

+ C(−)α
m1,α1

)
, (1.56)

〈m1; 0|Wα2
(1)|2〉3/4 = −

(
C(+)α
m1,α1

− C(−)α
m1,α1

)
,

3/4〈1|Wα2
(z)|m2; 0〉 = −z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+ 3

4

(
C(+)m2
α,α2

+ C(−)m2
α,α2

)
,

3/4〈2|Wα2
(z)|m2; 0〉 = −z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+ 3

4

(
C(+)m2
α,α2

− C(−)m2
α,α2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ìàòðèöû Ãðàìà/

Øàïîâàëîâà åñòü ìîäóëè. ×òîáû âû÷èñëèòü âêëàäû â êîíôîðìíûé áëîê ìû

äîëæíû âûáðàòü çíàê ýòèõ ìîäóëåé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðå-

çóëüòàòîì â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè (1.15) íàì ñëåäóåò âûáðàòü ñëåäóþùèé

çíàê |1− b2||1 + b2 − 2bα| = (b2 − 1)(2bα− 1− b2) = 2b(b2 − 1)P . Ïîäñòàâëÿÿ

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (1.56) è îáðàòíóþ ìàòðèöó Ãðàìà/Øàïîâàëîâà (1.55) â

(1.53), ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷àåì âêëàä â êîíôîðìíûé áëîê

F (2)(∆
(s)
m1,∆

(s)
α1 ,∆

(s)
α2 ,∆

(s)
m2|P |z)

F (2)
3/4 = − 8b

(b+ α)(2 + b2 − bα)
= − 32

(Q+ 2b+ P )(Q+ 2b−1 − P )
. (1.57)

Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå C(+)α
m1,α1 · C

(−)m2
α,α2 èëè

C(−)α
m1,α1·C

(+)m2
α,α2 , íå âîçíèêàþò â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå, êîãäà ìû âû÷èñëÿåì

(1.53). Ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.41).

Èíòåðåñíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû òàêæå ìîæåì óñòàíîâèòü ñîîòâåò-

ñòâèå ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå äðóãîãî âûáîðà çíàêà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

îáðàòíîé ìàòðèöû Ãðàìà/Øàïîâàëîâà. Åñëè ìû âûáåðåì ïðîòèâîïîëîæíûé

çíàê |1 − b2||1 + b2 − 2bα| = −(b2 − 1)(2bα − 1 − b2) = −2b(b2 − 1)P , ìû

ïîëó÷èì ðåçóëüòàò (1.57) ñ P çàìåí¼ííûì íà −P . Çàòåì, åñëè ìû îäíîâðå-

ìåííî çàìåíèì Z4-çàðÿäû q1 = 1 è q2 = 3, àññîöèèðîâàííûå ñ äèàãðàììàìè

Þíãà èç âòîðîãî ðÿäà â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè (1.15), íàøè ðåçóëüòàòû îïÿòü

ñîâïàäóò. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè îïðåäåë¼ííîì âûáîðå çíàêà â ìàòðèöå

29



Ãðàìà/Øàïîâàëîâà êîíôîðìíûé áëîê F (2)(∆
(s)
m1,∆

(s)
α1 ,∆

(s)
α2 ,∆

(s)
m2|P |z), óìíî-

æåííûé íà C(+)α
m1,α1 · C

(+)m2
α,α2 , ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó çàðÿäîâ äèàãðàììû Þíãà

(Y q1
1 , Y q2

2 ) è F (2)(∆
(s)
m1,∆

(s)
α1 ,∆

(s)
α2 ,∆

(s)
m2|−P |z), óìíîæåííàÿ íà C(−)α

m1,α1 ·C
(−)m2
α,α2 , ñî-

îòâåòñòâóåò äèàãðàììàìÞíãà ñ ïîìåíÿííûìè ìåñòàìè Z4-çàðÿäàìè (Y q2
1 , Y q1

2 ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñôîðìóëèðîâàòü êîðî÷å, ïåðåìåíà ìåñòàìè Z4-çàðÿäîâ

äèàãðàììÞíãà â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåíå çíàêà â ìàò-

ðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ñ ìîäóëåì â îáðàòíîé ìàòðèöå Ãðàìà/Øàïîâàëîâà íà

óðîâíÿõ l ∈ Z>0 + 3
4 íà ñòîðîíå êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Òà æå ñèòóàöèÿ

èìååò ìåñòî íà óðîâíå 7/4.

Óðîâåíü 1 Áàçèñ ñîñòîÿíèé íà ýòîì óðîâíå ìîæåò áûòü âûáðàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì

|1〉1 = G−− 2
3

G+
− 1

3

|α; 0〉 , (1.58)

|2〉1 = G+
− 2

3

G−− 1
3

|α; 0〉 .

Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

2∑
i,j=1

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉1 × (K−1
α (1))ij × 1〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉. (1.59)

Ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà íà ýòîì óðîâíå

Kα(1) =
∆

(s)
α

3

 2∆
(s)
α + c

4 + 1 −
(

2∆
(s)
α + c

4 − 2
)

−
(

2∆
(s)
α + c

4 − 2
)

2∆
(s)
α + c

4 + 1

 . (1.60)

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà

K−1
α (1) =

 8∆
(s)
α +c+4

2∆
(s)
α (8∆

(s)
α +c−2)

8∆
(s)
α +c−8

2∆
(s)
α (8∆

(s)
α +c−2)

8∆
(s)
α +c−8

2∆
(s)
α (8∆

(s)
α +c−2)

8∆
(s)
α +c+4

2∆
(s)
α (8∆

(s)
α +c−2)

 . (1.61)
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Ïîñëå ýòîãî ìû ãîòîâû ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, èñ-

ïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.49) è (1.51)

〈m1; 0|Wα1
(1)|1〉1 =

1

2

(
∆(s)
α + ∆(s)

α1
−∆(s)

m1

)
× Cα

m1,α1
− C̃α

m1,α1
, (1.62)

〈m1; 0|Wα1
(1)|2〉1 =

1

2

(
∆(s)
α + ∆(s)

α1
−∆(s)

m1

)
× Cα

m1,α1
+ C̃α

m1,α1
,

1〈1|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+1 ×

(
1

2

(
∆(s)
α + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× Cm2

α,α2
− C̃m2

α,α2

)
,

1〈2|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+1 ×

(
1

2

(
∆(s)
α + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× Cm2

α,α2
+ C̃m2

α,α2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (1.62) è îáðàòíóþ ìàòðèöó Ãðàìà/

Øàïîâàëîâà (1.61) â (1.59) è ñíîâà ïðîäåëûâàÿ íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ, ìû

ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîíôîðìíûõ áëîêîâ íà óðîâíå 1:

F (1)
1 =

(∆
(s)
α + ∆

(s)
α1 −∆

(s)
m1)(∆

(s)
α + ∆

(s)
α2 −∆

(s)
m2)

2∆
(s)
α

, (1.63)

F (3)
1 =

3

2∆
(s)
α

(
∆

(s)
α + c

8 −
1
4

) . (1.64)

Çàìåòèì, ÷òî îòñóòñòâóþò âêëàäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå Cα
m1,α1
·C̃m2

α,α2
èëè C̃α

m1,α1
·

Cm2
α,α2

. Ýòè âêëàäû èñ÷åçàþò èç îòâåòà èç-çà ñèììåòðèè îáðàòíîé ìàòðèöû

Ãðàìà/Øàïîâàëîâà. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ôîð-

ìóëîé (1.44).

Óðîâåíü 7/4 Òàê êàê âûðàæåíèÿ äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ íà óðîâíå 7/4

î÷åíü ãðîìîçäêè, çäåñü ìû âûïèøåì ëèøü áàçèñ ñîñòîÿíèé íà óðîâíå 7/4

|1〉7/4 = G+
− 5

3

|α;−1〉 , (1.65)

|2〉7/4 = G−− 5
3

|α; 1〉 ,

|3〉7/4 = L−1G
+
− 2

3

|α;−1〉 ,

|4〉7/4 = L−1G
−
− 2

3

|α; 1〉 .
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Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

4∑
i,j=1

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉7/4 × (K−1
α (7/4))ij × 7/4〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉. (1.66)

Âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî

íàéòè â Ïðèëîæåíèè C. Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû èç Ïðèëîæåíèÿ C, ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ êîíôîðì-

íîãî áëîêà. Çàìåòèì, ÷òî òàêæå íåò âêëàäîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ C(+)α
m1,α1C

(−)m2
α,α2

èëè C(−)α
m1,α1C

(+)m2
α,α2 íà ýòîì óðîâíå.

Óðîâåíü 2 Áàçèñ ñîñòîÿíèé íà ýòîì óðîâíå ìîæåò áûòü âûáðàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì

|1〉2 = L−1G
−
− 2

3

G+
− 1

3

|α; 0〉 , (1.67)

|2〉2 = L−1G
+
− 2

3

G−− 1
3

|α; 0〉 ,

|3〉2 = G−− 5
3

G+
− 1

3

|α; 0〉 ,

|4〉2 = G+
− 5

3

G−− 1
3

|α; 0〉 ,

|5〉2 = L−2 |α; 0〉 .

Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

5∑
i,j=1

〈m1; 0|W (s)
α1

(1)|i〉2 × (K−1
α (2))ij × 2〈j|W (s)

α2
(z)|m2; 0〉. (1.68)

Ìîæíî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ â Ïðèëîæåíèè D. Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû èç Ïðèëîæåíèÿ D, ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ

êîíôîðìíîãî áëîêà. Çàìåòèì, ÷òî íà óðîâíå 2 âêëàäû ñ Cα
m1,α1

· C̃m2
α,α2

èëè

C̃α
m1,α1

· Cm2
α,α2

èñ÷åçàþò ñíîâà.
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1.4 Ñðàâíåíèå êîíôîðìíûõ áëîêîâ â S è D ìîäóëÿõ S3

ïàðàôåðìèîííîé àëãåáðû ñ èíñòàíòîííîé ñòàòñóì-

ìîé íà C2/Z4

Âñïîìèíàÿ, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ∆Pi = ∆
(s)
mi äëÿ i = 1, 2, òàê êàê

mi = Q
2 + Pi, è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äëÿ âêëàäà êîíôîðìíîãî áëîêà è ñòàò-

ñóììû, ìû íàõîäèì, ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (1.15) and (1.57), ÷òî íà óðîâíå 3/4:

Z(4,2nd series)
3/4 = −1

8
F (2)

3/4. (1.69)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (1.17), (1.18) ñ (1.63), (1.64), ìû èìååì íà óðîâíå 1:

Z(4,1st series)
1 = F (1)

1 − A4, (1.70)

Z(4,3rd series)
1 =

1

64
F (3)

1 . (1.71)

Íà óðîâíå 7/4:

Z(4,2nd series)
7/4 = −1

8

(
F (2)

7/4 − A4F (2)
3/4

)
. (1.72)

Íà óðîâíå 2:

Z(4,1st series)
2 = F (1)

2 − A4F (1)
1 +

1

2
A4(A4 − 1), (1.73)

Z(4,3rd series)
2 =

1

64

(
F (3)

1 − A4F (3)
0

)
, (1.74)

ãäå A4 äà¼òñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

A4 =
1

2
α1(Q− α2). (1.75)
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Ýòè ïðîâåðêè íà îòäåëüíûõ óðîâíÿõ ïðèâîäÿò íàñ ê åñòåñòâåííîé ãèïîòåçå

Z(4,1st series)(P1, α1, α2, P2|P |z) = (1− z)A4F (1)(∆P1
,∆α1

,∆α2
,∆P2

|∆P |z),

(1.76)

Z(4,2nd series)(P1, α1, α2, P2|P |z) = − 1

23
(1− z)A4F (2) (∆P1

,∆α1
,∆α2

,∆P2
|P |z) ,

(1.77)

Z(4,3rd series)(P1, α1, α2, P2|P |z) =
1

26
(1− z)A4F (3) (∆P1

,∆α1
,∆α2

,∆P2
|∆P |z) .

(1.78)

Ôîðìóëû (1.76), (1.77) è (1.78) ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû.

1.5 Çàâåðøàþùèå çàìå÷àíèÿ è îòêðûòûå âîïðîñû

Â ýòîé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì îïðåäåë¼ííûå ðÿäû â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè

(c1(E) = 0) è îïðåäåë¼ííûå ìîäóëè (S è D ) â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Êàê

áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [30], ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ â

äðóãèõ ìîäóëÿõ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü äðóãèå

íàáîðû äèàãðàìì Þíãà â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè.

Òàêæå ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ôîðìóëà äëÿ èíñòàí-

òîííîé ñòàòñóììû íà C2/Zp [61, 62, 63, 24]. Îíà ìîæåò áûòü ñõåìàòè÷åñêè

ïðåäñòàâëåíà êàê

Z(p)
instanton = lfactor · Z(1)

instanton ×Z
(1)
instanton × ...×Z

(1)
instanton︸ ︷︷ ︸

p

,

ãäå lfactor � òàê íàçûâàåìûé áëîó-àï ôàêòîð. Ýòà ñòðóêòóðà èìååò î÷åíü ÿñ-

íîå îáúÿñíåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ [40, 53]. Ôàêòîð lfactor

âîçíèêàåò èç ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ ñòàðøåãî âåñà p ïàð êîììóòè-

ðóþùèõ àëãåáð Âèðàñîðî, êîòîðûå ñêîíñòðóèðîâàíû èç äðóãèõ àëãåáð. Êîí-

ñòðóêöèÿ äâóõ êîììóòèðóþùèõ àëãåáð Âèðàñîðî èç àëãåáðû Íåâü¼-Øâàðöà-

Ðàìîíà è ñâîáîäíîãî ôåðìèîííîãî ïîëÿ áûëà ïðåäëîæåíà â [64, 65]. Òàêæå,
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ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè ïàðàôåðìèîííîé òåîðèè Ëè-

óâèëëÿ [66, 67] è ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè òåîðèè Ëèóâèëëÿ

C
(p)
Parafermionic Liouville = C

(1)
Liouville × C

(1)
Liouville × ...× C

(1)
Liouville︸ ︷︷ ︸

p

â ïðèíöèïå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé ìåæäó Υ-

ôóíêöèÿìè [53].

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ñòîèò óïîìÿíóòü î ñâÿçè àíàëîãîâ íàé-

äåííûõ èíñòàíòîííûõ ñòàòñóìì ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè Ìóðà-Ðèäà, Ðèäà-

Ðåçàéè è èõ îáîáùåíèé â äðîáíîì êâàíòîâîì ýôôåêòå Õîëëà. Ñëó÷àé èíñòàí-

òîííûõ ñòàòñóìì äëÿ r = 2 è p = 4 è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íàéäåííûõ êîí-

ôîðìíûõ áëîêîâ ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ ôóíêöèé

äëÿ äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà, èçó÷àåìûõ â ðàáîòàõ [68, 6, 7, 69].

35



2 Êîñåòíàÿ êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ è èíñòàí-

òîííûå âû÷èñëåíèÿ íà C2/Zp

Â ðàáîòàõ [39, 32, 30, 41, 31] áûëî çàäàíî íàïðàâëåíèå äëÿ èññëåäîâàíèé

â äàííîé ÷àñòè äèññåðòàöèè. Ïîñêîëüêó ãëàâíîé öåëüþ ýòîé ÷àñòè äèññåð-

òàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê äîêàçàòåëüñòâ âåðíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó àëãåáðîé

A(2, p) è ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé U(2) èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp, êîòîðîå ìû

îáîçíà÷àåì êàê
⊔
NM(2, N)Zp, òî â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà íà ýòîì ïóòè ìû

ïðîâåðÿåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè íà ïðîñòðàíñòâå ìî-

äóëåé U(2) èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp è âåêòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðûA(2, p)

ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è õàðàêòåðîâ

ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðè ïðèìåíåíåíèè äóàëüíîñòè óðîâíÿ è ðàíãà, àëãåáðà A(2, p) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè

⊔
NM(2, N)Zp -� A(2, p) �

��

@
@R

(H× Vir(1))× . . .× (H× Vir(p))

ŝl(2)p×ŝl(2)n−p
ŝl(2)n

×M(3/4)× . . .×M(p+ 1/p+ 2)×Hp

6

?

1
2

3

4

(2.1)

ãäå Vir(σ), σ = 1, ..., p � àëãåáðû Âèðàñîðî ñî ñïåöèàëüíûìè öåíòðàëüíûìè

çàðÿäàìè cσ, H � àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà,M(m/m+ 1) � Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü2

è ŝl(2)p× ŝl(2)n−p/ŝl(2)n � êîñåòíàÿ àëãåáðà. Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû èçó÷àåì

ñâÿçè (2.1) â ïîäðîáíîñòÿõ.

Â ðàçäåëå 2.1 ìû íàõîäèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî-

÷åê íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Â ðàçäåëå 2.2 ìû èçó÷àåì ïåðâóþ ðåàëèçàöèþ

2Çäåñü ìû óæå óñïîëüçîâàëè äðóãóþ äóàëüíîñòü óðîâíÿ è ðàíãà, êîòîðàÿ äà¼ò ŝl(p)2 =M(3/4)× . . .×

M(p+ 1/p+ 2).
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A(2, p), îáîçíà÷àåìóþ ñòðåëêîé 2 íà (2.1) è âû÷èñëÿåì õàðàêòåðû ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ A(2, p) â ýòîé ðåàëèçàöèè è ñðàâíèâàåì èõ ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöè-

ÿìè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Â ðàçäåëå 2.3 ìû èçó÷àåì

âòîðóþ ðåàëèçàöèþA(2, p) ïðåäñòàâëåííóþ ñòðåëêîé 3 íà (2.1). Òàêæå ìû íà-

õîäèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó õàðàêòåðàìè ïåðâîé è âòîðîé ðåàëèçàöèé A(2, p)

(ñòðåëêà 4 íà (2.1)). Â ðàçäåëå 2.4 ìû íàõîäèì ðàâåíñòâà ìåæäó èíñòàíòîí-

íûìè ñòàòñóììàìè N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé U(2) ÷èñòîé êàëèáðîâî÷íîé

òåîðèè íà C2/Zp, ïîñ÷èòàííûìè äëÿ ðàçíûõ êîìïàêòèôèêàöèé ïðîñòðàíñòâà

ìîäóëåé.

2.1 Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ è äåéñòâèå ãðóï-

ïû òîðà

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ïîäñ÷¼òó ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íà ïðîñòðàíñòâå

ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå äåéñòâèÿ Zp íà

ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ íà C2. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ïîìåòèòü

ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàáîðàìè èç r äèàãðàìì Þíãà ñ p öâåòàìè. Ìû ñîáèðà-

åìñÿ ââåñòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè òàêèõ äèàãðàìì Þíãà èçó÷èòü ñâîéñòâà

òàêèõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

2.1.1 Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè äåéñòâèÿ òîðà íà ìíîãîîáðàçèè ìîäó-

ëåé U(2) èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì U(2) èíñòàíòîíû íà C2/Zp, òî â íàøåì ñëó-

÷àå r = 2, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé åñòü
⊔
NM(2, N)Zp, ãäå

N � òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä. Óäîáíî íóìåðîâàòü ñòàöèîíàðíûå òî÷êè òîðà â

ýòîì ñëó÷àå ïàðàìè äèàãðàìì Þíãà, ðàñêðàøåííûõ â p öâåòîâ. Ðàñêðàñêà

ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ïðèïèñûâàåì öâåò r îò 0 äî p− 1 óã-

ëîâîé êëåòêå è öâåòà r+i−j mod p êëåòêå ñ êîîðäèíàòàìè (i, j). Ê ïðèìåðó,
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äèàãðàììà ñ r = 5 è p = 6
5 0 1 2 3 4
4 5 0 1 2
3 4 5
2 3
1 2
0

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäñ÷èòûâàåì ýòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Òàê êàê ÷èñëî

ïàð äèàãðàìì Þíãà, ðàñêðàøåííûõ â p öâåòîâ, áåñêîíå÷íî, ìû äîëæíû ââå-

ñòè ãðàäóèðîâêó ýòèõ äèàãðàìì. Âîçìîæíûé ñïîñîá ýòî ñäåëàòü çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òîáû ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ïàð äèàãðàìì Þíãà ñ ôèêñèðîâàííûì îáùèì

ðàçìåðîì, ôèêñèðîâàííûìè öâåòàìè óãëîâûõ êëåòîê r1, r2 è ðàçíîñòÿìè km

ìåæäó ÷èñëîì êëåòîê ñ öâåòîì m > 0 è ÷èñëîì êëåòîê ñ öâåòîì 0 â îáåèõ

äèãðàììàõ. Ìû áóäåì íàçûâàòü íàáîð ÷èñåë r1, r2 è k1, . . . , kp−1 (k0 = 0 ïî

îïðåäåëåíèþ) ðàñêðàñêîé äèàãðàìì Þíãà. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëÿåì

ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïàðû äèàãðàìì Þíãà ñëåäóþùèì îáðàçîì

χr1,r2(k1, . . . , kp−1|q) =
∑

(Y1,Y2)∈O

q
|Y1|+|Y2|

p , (2.2)

ãäå

O = {(Y1, Y2)|
r1

,
r2

, ](m )− ]( 0 ) = km}. (2.3)

è |Y | � ÷èñëî êëåòîê â äèàãðàììå Þíãà Y .

Ñëåäóåò óïîìÿíóòü çäåñü, ÷òî ïàðàìåòðû ðàñêðàñêè äèàãðàìì Þíãà ñâÿ-

çàíû ñ òîïîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè èíñòàíòîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì äåéñòâèÿ òîðà íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Ïóñòü c1(E)

áóäåò ïåðâûì êëàññîì ×åðíà êàëèáðîâî÷íîãî ðàññëîåíèÿ è c1(Tr) áóäåò ïåð-

âûì êëàññîì ×åðíà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà ALE ïðîñòðàíñòâå, òîãäà

c1(E) =

p−1∑
r=1

c(r)c1(Tr). (2.4)

Îáîçíà÷àÿ ÷èñëî äèàãðàìì Þíãà ñ öâåòîì óãëîâîé êëåòêè r ÷åðåç nr, ìû

ïîëó÷àåì

c(r) = nr + kr+1 − 2kr + kr−1, r = 1, . . . , p− 1. (2.5)
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Èñïîëüçóÿ (2.5), ìîæíî ïåðåéòè îò îïèñàíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äèà-

ãðàìì Þíãà â òåðìèíàõ ðàñêðàñîê ê ýêâèâàëåíòíîìó îïèñàíèþ â òåðìèíàõ

êëàññîâ ×åðíà.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïàðû ðàñêðàøåííûõ äèàãðàììÞíãà ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè îäíîé ðàñêðàøåííîé äèàãðàììû Þíãà,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âçÿòà èç [70]. Ïóñòü r áóäåò öâåòîì óãëîâîé êëåòêè, òîãäà

äëÿ r = 0, ..., p − 1 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îäíîé öâåòíîé äèàãðàììû Þíãà

îïðåäåëåíà êàê

χr(k1, ..., kp−1|q)
def
=
∑
Y ∈♦

q
|Y |
p , (2.6)

ãäå ♦ � íàáîð äèàãðàìì Þíãà ñ îïðåäåë¼ííîé ðàñêðàñêîé

♦ = {Y |
r

, ](m )− ]( 0 ) = km}, (2.7)

ãäå êëåòêà ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) èìååò öâåò r + i − jmod p è ](m ), ]( 0 ) �

êîëè÷åñòâà êëåòîê ñ öâåòàìè m è 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ê ïðèìåðó, ìû èìååì

χ3(1, 1, 0|q) = q
3
2 · ]{

3 0 1 2
2
1

}+

+ q
5
2 · ]{

3 0 1 2 3 0 1 2
2
1

,

1 2 3 0
0 1 2 3
3
2

,

3 0 1 2
2 3
1 2
0 1

,

3 0 1 2
2
1
0
3
2
1

}+O(q
7
2 ) =

= q
3
2 + 4q

5
2 +O(q

7
2 ). (2.8)

Ìû ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îäíîé öâåòíîé äèàãðàììûÞíãà (çäåñü

ìû ïîäðàçóìåâàåì k0 = kp = 0)

χr(k1, ..., kp−1|q) = q
∑p−1
i=1 (k2i+

ki
p −kiki+1)−kr · (χB(q))p, (2.9)

ãäå χB(q) � õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàðøåãî âåñà àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà3 H è

3Àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ak áåç a0 è èìååò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [an, am] =

nδn+m,0. Ïðåäñòàâëåíèå ñòàðøåãî âåñà ýòîé àëãåáðû (ìîäóëü Ôîêà) èìååò âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå |0〉: an|0〉 =

0 äëÿ n > 0 è íàòÿíóòî íà âåêòîðû a−n1 ...a−nk |0〉, n1 > n2 > ... > nk.
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äà¼òñÿ ôîðìóëîé

χB(q) =
∞∏
n=1

1

1− qn
, (2.10)

Íåñëîæíî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïàðû äèàãðàìì Þí-

ãà. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïàðû äèàãðàììÞíãà ñ ðàñêðàñêîé r1, r2 è k1, . . . , kp−1

äà¼òñÿ ñëåäóþùèåé ôîðìóëîé

χr1,r2(k1, ..., kp−1|q) =
∑

mi+ni=ki
i=1,...,p−1

χr1(m1, ...,mp−1|q)χr2(n1, ..., np−1|q). (2.11)

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.9), ìû ïîëó÷àåì

χr1,r2(k1, ..., kp−1|q) =

= (χB(q))2p
∑

m1,...,mp−1∈Z

q
1
2

∑p−1
i=1 ((2mi−ki)2−(2mi−ki)(2mi+1−ki+1)+k2i−kiki+1+

2ki
p )−mr1

+mr2
−kr2 .

(2.12)

È òîãäà ìû ïîñëå íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,

÷òî ñóììèðîâàíèå ïî ki, ðàâíûì 0 èëè 1, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñóììèðîâàíèå

ïî 2mi − ki = 2mi èëè 2mi − ki = 2mi − 1 ìîæíî ýôôåêòèíî çàìåíèòü

ñóììèðîâàíèåì ïî îäíîé ïåðåìåííîé ni = 2mi äëÿ ÷¼òíûõ ni è ni = 2mi − 1

äëÿ íå÷¼òíûõ ni, âûâîäèì ôîðìóëó

1∑
k1,...,kp−1=0

q−
1
2

∑p−1
i=1 (k2i−kiki+1+

2ki
p )+ 1

2 (kr1+kr2)χr1,r2(k1, ..., kp−1|q) =

= (χB(q))2p
∑

n1,...,np−1∈Z
n0=np=0

q
1
2

∑p−1
σ=1(n2σ−nσnσ+1)+ 1

2 (nr2−nr1). (2.13)

2.1.2 Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñòàöèîíàð-

íûõ òî÷åê

Ìû íàçûâàåì äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ýêâèâàëåíòûìè, åñëè îíè ïðî-

ïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó (ïî îïðåäåëåíèþ âñå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè (2.9)
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ýêâèâàëåíòíû). Íèæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âåñü áåñêîíå÷íûé íàáîð ïðîèçâî-

äÿùèõ ôóíêöèé (2.12) ìîæåò áûòü ïîäåë¼í íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýê-

âèâàëåíòíîñòè. Èç (2.12) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè èìåþò

ñëåäóþùèå ñèììåòðèè:

• Èíâàðèàíòíîñòü ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ km → km + 2:

χr1,r2(k1, ..., km + 2, ..., kp−1|q) =

= q2km−km+1−km−1+ 2
p+δm,r1+δm,r2χr1,r2(k1, ..., kp−1|q), (2.14)

ãäå δm,n � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

• Èíâàðèàíòíîñòü ïðè ïåðåñòàíîâêå r1 ↔ r2:

χr1,r2(k1, ..., kp−1|q) = χr2,r1(k1, ..., kp−1|q). (2.15)

• Èíâàðèàíòíîñòü ïðè çàìåíå r1, r2 → r1 + 1, r2 + 1:

χr1+1,r2+1(k1, ..., kp−1|q) =

= qkr1−kr1+1− r2−r1p χr1,r2(k1, ..., kr1+1 + 1, ..., kr2 + 1, ..., kp−1|q), (2.16)

ãäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî r1 6 r2.

Ïåðâûå äâå ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû, òîãäà êàê òðåòüÿ íóæäà-

åòñÿ â íåêîòîðîì êîììåíòàðèè. Äëÿ ýòîãî âåðí¼ìñÿ ê îïðåäåëåíèþ (2.12) è
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ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

1

2

p−1∑
i=1

((2mi − ki)2 − (2mi − ki)(2mi+1 − ki+1) + k2
i − kiki+1 +

2ki
p

)−

−mr1+1 +mr2+1 − kr2+1 =

=

p−1∑
i=1

ki
p

+
(2m1 − k1)

2

4
+

(2mp−1 − kp−1)
2

4
+
k2

1

4
+
k2
p−1

4
+

+

p−2∑
i=1

(2mi+1 − 2mi − ki+1 + ki)
2 + (ki+1 − ki)2

4
−mr1+1 +mr2+1 − kr2+1 =

=

p−1∑
i=1

k′i
p

+
(2m1 − k′1)2

4
+

(2mp−1 − k′p−1)
2

4
+
k′1

2

4
+
k′p−1

2

4
+

+

p−2∑
i=1

(2mi+1 − 2mi − k′i+1 + k′i)
2 + (k′i+1 − k′i)2

4
−mr1+1 +mr2+1 − k′r2+

+ kr1 − kr1+1 −
r2 − r1

p
=

=
1

2

p−1∑
i=1

((2mi − k′i)2 − (2mi − k′i)(2mi+1 − k′i+1) + k′i
2 − k′ik′i+1 +

2k′i
p

)−

−mr1 +mr2 − k′r2 + kr1 − kr1+1 −
r2 − r1

p
, (2.17)

ãäå k′i = ki + 1 äëÿ i îò r1 + 1 äî r2 è k′i = ki äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.17), ìû ïðèõîäèì ê ñèììåòðèè (2.16).

Ïðèìåíÿÿ ñèììåòðèè (2.14 - 2.16), ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàñêðàñêîé r1, r2 è k1, ..., kp−1 ýêâèâàëåíòíà îäíîé

èç ñëåäóþùèõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñ r1 = 0 è âñåìè km, ðàâíûìè 0 èëè 1:

χ0,s(k1, ..., kp−1|q), (2.18)

ãäå s = 0, 1, ..., p−1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì

ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé âèäà (2.18).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå E), ÷òî äëÿ êàæäîãî s = 0, . . . , p − 1

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè (2.18) ïîäåëåíû íà [s/2] + [(p − s)/2] + 1 êëàññîâ
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ýêâèâàëåíòíîñòè4. Ïåðâûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîäåðæèò ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè, ýêâèâàëåíòíûå

χ0,s(0, ..., 0|q), (2.19)

è åãî ìîùíîñòü ðàâíà
(
p
s

)
= p!

s!(p−s)! . Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ [s/2] êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè óäîáíî âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëÿ

χ0,s(0, ...,
s−2l+1
0, 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0,

s
1, 0, 0, ..., 0|q), (2.20)

ãäå l ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî [s/2], è îò ks−2l+1 äî ks ðàñïîëàãàþòñÿ

1 è 0, à âñå îñòàëüíûå ki = 0. Ìîùíîñòü êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ñ äàííûì l

ðàâíà
(

p
s−2l

)
. È äëÿ êàæäîãî èç ïîñëåäíèõ [(p−s)/2] êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

ìû âûáèðàåì ïðåäñòàâèòåëÿ

χ0,s(0, ...,
s

0, 0, 1, 0, 1, ..., 0, 1,
s+2n−1
0, 1, 0 , ..., 0|q), (2.21)

ãäå n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî [(p− s)/2], è îò ks äî ks+2n−1 ðàñïîëîæåíû

÷åðåäóþùèåñÿ 0 è 1, à âñå îñòàëüíûå ki = 0. Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ñóììà ìîùíîñòåé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñàìîì äåëå ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó

ïðèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (2.18) ñ äàííûì s(
p

s

)
+

[s/2]∑
l=1

(
p

s− 2l

)
+

[(p−s)/2]∑
n=1

(
p

p− s− 2n

)
= 2p−1. (2.22)

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ

òî÷åê íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-

4Ñèìâîë [...] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, ê ïðèìåðó, [3/2]=1.
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öèé (2.19 - 2.21), è ìû ïîëó÷àåì

1∑
k1,...,kp−1=0

q−
1
2

∑p−1
i=1 (k2i−kiki+1+

2ki
p )+ks

2 χ0,s(k1, ..., kp−1|q) =

(
p

s

)
χ0,s(0, ..., 0|q)+

+

[s/2]∑
n=1

(
p

s− 2n

)
q−

n
2 (1+ 2

p)χ0,s(0, ..., 0
s−2n+1
0, 1, 0 , ..., 1, 0,

s
1, 0, 0, ..., 0|q)+

+

[(p−s)/2]∑
n=1

(
p

s+ 2n

)
q−

n
2 (1+ 2

p)χ0,s(0, ...,
s

0, 0, 1, 0, 1, ...,
s+2n−1
0, 1, 0 , 0, ..., 0|q). (2.23)

2.2 A(2, p) êàê ìîäåëü ñ p ñèììåòðèÿìè Âèðàñîðî

Â äàííîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì ðåàëèçàöèþ A(2, p) êàê ïðîèçâåäåíèÿ p

ìîäåëåé ñ ñèììåòðèåé Âèðàñîðî. Ýòà ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñòðåëêîé 2 íà

ðèñóíêå (2.1). Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ A(r, p)

A(r, p) =
ĝl(n)r

ĝl(n− p)r
. (2.24)

Ñëåäóåì çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå (2.24) èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ öåëûõ

ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà n, íî èñïîëüçîâàíèå äóàëüíîñòè óðîâíÿ

è ðàíãà ïîçâîëÿåò íàì ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå A(r, p) íà ñëó÷àé ïðî-

èçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ n. Ôîðìàëüíî óìíîæàÿ è äåëÿ (2.24) íà àëãåáðû

ĝl(n− σ + 1)r ñ σ = 1, ...., p, ìû ìîæåì íàïèñàòü

A(r, p) ⊃ ĝl(n− p+ 1)r

ĝl(n− p)r
× ...× ĝl(n)r

ĝl(n− 1)r
. (2.25)

Äåëÿ è óìíîæàÿ êàæäûé ìíîæèòåëü (2.25) íà ĝl(1)r è èñïîëüçóÿ äóàëüíîñòü

óðîâíÿ è ðàíãà5 ìû ïîëó÷àåì

A(r, p) ⊃

(
H× ŝl(r)1 × ŝl(r)n−p

ŝl(r)n−p+1

)
× . . .×

(
H× ŝl(r)1 × ŝl(r)n−1

ŝl(r)n

)
. (2.26)

5Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèé òðþê ñ äóàëüíîñòüþ óðîâíÿ è ðàíãà: ĝl(k)r

ĝl(1)r×ĝl(k−1)r
= ŝl(r)1×ŝl(r)k−1

ŝl(r)k
,

à òàêæå èçîìîðôèçì ĝl(1)r ∼= H.
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Çàìåòèì, ÷òî êîñåòû ŝl(r)1× ŝl(r)n−σ/ŝl(r)n−σ+1 äëÿ σ = 1, ..., p ÿâëÿþòñÿ Wr

òåîðèÿìè ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

cσ = 1 +
(r2 − 1)(n− σ)

n− σ + r
− (r2 − 1)(n− σ + 1)

n− σ + r + 1
. (2.27)

Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü ñâÿçü äàííîé ðåàëèçàöèè ñ äðîáíûì êâàíòî-

âûì ýôôåêòîì Õîëëà. Â [69] ìîæíî âñòðåòèòü òî æå ðàçëîæåíèå êîñåòà â

ïðîèçâåäåíèå ìîäåëåé ñ ñèììåòðèåé Âèðàñîðî. Äàííàÿ ðåàëèçàöèÿ A(r, p)

êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðå ñèììåòðèè êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïî-

ëÿ, îïèñûâàþùåé r íåàáåëåâû ñïèí-ñèíãëåòíûå âîëíîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñîñòîÿíèé Ìóðà-Ðèäà è Ðèäà-Ðåçàéè (ñì. [69] è [71]).

Â ñëó÷àå r = 2 ìû èìååì äëÿ (2.26)

A(2, p) ⊃ Hp × Vir(1) × ...× Vir(p), (2.28)

ãäå Hp = H × ... × H è, áëàãîäàðÿ ñîîòâåòñòâèþ Ãîääàðäà-Êåíòà-Îëèâà [3],

êîñåòû ŝl(2)1 × ŝl(2)n−σ/ŝl(2)n−σ+1 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Âèðàñîðî Vir(σ) ñî

ñëåäóþùèìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè (ñì. Ïðèëîæåíèå F)

cσ = 1 +
3(n− σ)

n− σ + 2
− 3(n− σ + 1)

n− σ + 3
= 1 + 6(Qσ)2, (2.29)

ãäå Qσ = bσ + b−1
σ è b2

σ = −n−σ+3
n−σ+2 � ïàðàìåòðèçàöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ïîëåçíà â

äàëüíåéøåì. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðàìåòðû bσ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì

b2
σ + b−2

σ+1 = −2, σ = 1, ..., p− 1. (2.30)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì p− 1 óðàâíåíèé äëÿ p ïåðåìåííûõ. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ìû ìîæåì âûðàçèòü ýòè ïåðåìåííûå ÷åðåç îäíó ïåðåìåííóþ b

b2
σ =

(σ − 1)Q− pb
σQ− pb

, σ = 1, ..., p. (2.31)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ðàñøèðèòü ïðàâóþ ÷àñòü (2.28)

äî ïîëíîé àëãåáðû A(2, p). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî, ìû äîáàâëÿåì íàáîð

p− 1 ãîëîìîðôíûõ òîêîâ ñïèíà 1/2 ê p òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà.
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2.2.1 Ïðîèçâåäåíèå p ìîäåëåé

Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð n â A(2, p) = ĝl(n)2/ĝl(n − p)2 ÿâëÿåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì, êîñåòû ŝl(2)1× ŝl(2)n−σ/ŝl(2)n−σ+1 â (2.26) îïèñû-

âàþò ìèíèìàëüíûå ìîäåëèM(n − σ + 1/n − σ + 2) è ñòðåëêà 4 ñõåìû (2.1)

â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìèíèìàëüíûìè ìîäåëÿìè, êîòî-

ðîå ïîäðîáíî èçó÷àëîñü â [65]. Â ýòîì ðàçäåëå â äóõå [65] ìû êîíñòðóèðóåì

ïåðâóþ ðåàëèçàöèþ àëãåáðû A(2, p).

Âñïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Âèðàñîðî ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ãåíåðà-

òîðîâ Ln, n ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå-

íèÿì

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0, (2.32)

ãäå c �öåíòðàëüíûé çàðÿä, ïàðàìåòðèçîâàííûé êàê c = 1 + 6Q2 ñ Q = b +

b−1. Ìû îáîçíà÷àåì ñîñòîÿíèå ñòàðøåãî âåñà ýòîé àëãåáðû êàê Vλ, êîòîðîå

óíè÷òîæàåòñÿ Ln ñ n > 0 è èìååò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êîíôîðìíîé

ðàçìåðíîñòè

∆(λ) =
Q2

4
− λ2. (2.33)

Ñîñòîÿíèÿ ñòàðøåãî âåñà âûðîæäåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Âèðàñîðî

îáîçíà÷åíû êàê Vm,n ≡ Vλm,n, ãäå

λm,n =
mb−1 + nb

2
(2.34)

è èõ ðàçìåðíîñòü

∆m,n =
Q2

4
− λ2

m,n. (2.35)

Âäîáàâîê ê p òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà T (σ), ìû îïðåäåëÿåì íàáîð èç

p− 1 ãîëîìîðôíûõ òîêîâ

J (σ)(z)
def
= V

(σ)
1,2 (z)V

(σ+1)
2,1 (z), σ = 1, ..., p− 1, (2.36)

ãäå V
(σ)
m,n �âûðîæäåííîå ïîëå, ïðèìàðíîå îòíîñèòåëüíî T (σ). Ïî ïðè÷èíå ñî-

îòíîøåíèÿ (2.30) äëÿ bσ ëåâàÿ êîíôîðìíàÿ ðàçìåðíîñòü òîêà J (σ)(z) äà¼òñÿ
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ôîðìóëîé

∆J (σ) = ∆
(σ)
1,2 + ∆

(σ+1)
2,1 =

1

2
, (2.37)

òîãäà êàê ïðàâàÿ êîíôîðìíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà íóëþ. Ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî òîêè T (σ)(z) è J (σ)(z) ãåíåðèðóþò àññîöèàòèâíóþ êèðàëüíóþ àëãåáðó [65,

72]. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó àëãåáðó ïåðâîé ðåàëèçàöèåé A(2, p).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëåíèé A(2, p). Ïåðâîå òðåáîâà-

íèå äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñòàðøåãî âåñà àëãåáðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ

ïðèìàðíûì ïî îòíîøåíèþ ê p òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà T (σ). Åñëè V
(σ)
λσ

ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíûì ñîñòîÿíèåì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîä íîìåðîì σ,

òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòîÿíèå

V
(1)
λ1
V

(2)
λ2

. . . V
(p)
λp

(2.38)

ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíûì îòíîñèòåëüíî âñåõ òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå òîêîâ J (σ)(z) ñ ïðèìàðíûì ñîñòîÿ-

íèåì V
(1)
λ1
...V

(p)
λp

. Èç ïðàâèë ñëèÿíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

J (σ)(z)V
(1)
λ1

(0)...V
(p)
λp

(0) =
∑

mσ,mσ+1=±1

zmσλσbσ+mσ+1λσ+1b
−1
σ+1×

× C(σ)(mσ,mσ+1;λ1, . . . , λp)

[
V

(1)
λ1
...V

(σ)

λσ+mσbσ
2

V
(σ+1)

λσ+1+
mσ+1
2bσ+1

...V
(p)
λp

]
, (2.39)

ãäå C(σ)(mσ,mσ+1;λ1, . . . , λp) ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè. ×òîáû

äîñòè÷ü ëîêàëüíîñòè, ìû äîëæíû ñäåëàòü ïðîåêöèþ [65] è ñîõðàíèòü òîëüêî

äâà ÷ëåíà â ñóììå (2.39), ñêàæåì, ñ mσ = mσ+1 = ±1 è òàêæå íàëîæèòü óñëî-

âèå λσbσ+λσ+1b
−1
σ+1 ∈ Z èëè Z+1/2. Òåïåðü ìîäû J (σ), êîòîðûå äåéñòâóþò íà

47



ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ öåëûìè èëè ïîëóöåëûìè

J (σ)(z)V
(1)
λ1

(0)...V
(p)
λp

(0) =

=
∑
n∈Z+ 1

2

zn−
1
2J (σ)

n V
(1)
λ1

(0)...V
(p)
λp

(0), åñëè λσbσ + λσ+1b
−1
σ+1 ∈ Z,

J (σ)(z)V
(1)
λ1

(0)...V
(p)
λp

(0) =

=
∑
n∈Z

zn−
1
2J (σ)

n V
(1)
λ1

(0)...V
(p)
λp

(0), åñëè λσbσ + λσ+1b
−1
σ+1 ∈ Z +

1

2
.

Âòîðîå òðåáîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèå (2.38) ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíûì

äëÿ òîêîâ J (σ), òî åñòü îíî àííèãèëèðóåòñÿ ìîäàìè âñåõ òîêîâ J (σ)(z) ñ ïîëî-

æèòåëüíûìè íîìåðàìè

J (σ)
n V

(1)
λ1

(0)...V
(p)
λp

(0) = 0, n > 0, σ = 1, . . . , p− 1. (2.40)

Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ ëèóâèëëåâñêèõ

èìïóëüñîâ λ1, λ2, . . . , λp

λσbσ + λσ+1b
−1
σ+1 = 0, (2.41)

åñëè ìîäû òîêà J (σ)(z) ïîä íîìåðîì σ ïîëóöåëûå è

λσbσ + λσ+1b
−1
σ+1 = ±1

2
, (2.42)

åñëè ýòè ìîäû öåëûå. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû Íåâü¼-Øâàðöà-

Ðàìîíà áóäåì íàçûâàòü ïðèìàðíîå ñîñòîÿíèå íåâü¼-øâàðöåâñêèì ïî îòíîøå-

íèþ ê òîêó ïîä íîìåðîì σ, åñëè (2.41) âûïîëíÿåòñÿ, è íàçûâàòü åãî ðàìîíîâ-

ñêèì ïî îòíîøåíèþ ê òîêó ïîä íîìåðîì σ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (2.42) ñî çíàêîì

ïëþñ èëè ìèíóñ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì çàèíòåðåñîâàíû â ïðåäñòàâëåíèÿõ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåâü¼-øâàðöåâñêèìè ïî îòíîøåíèþ êî âñåì òîêàì J (σ)(z),

è â ïðåäñòàâëåíèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàìîíîâñêèìè ïî îòíîøåíèþ ê îä-

íîìó èç òîêîâ è íåâü¼-øâàðöåâñêèì ïî îòíîøåíèþ êî âñåì îñòàëüíûì p − 2

òîêàì J (σ)(z).
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Â íà÷àëå, ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

íåâü¼-øâàðöåâñêèì ïî îòíîøåíèþ êî âñåì p− 1 òîêàì J (σ)(z). Áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå ïðèìàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè

V
(1)

λ01
V

(2)

λ02
. . . V

(p)
λ0p
, (2.43)

ãäå îáîçíà÷åíèå λ0
σ îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ëèóâèëëåâñêèå èìïóëüñû ïîä÷èíÿþòñÿ

óñëîâèÿì

λ0
σbσ + λ0

σ+1b
−1
σ+1 = 0, σ = 1, ..., p− 1. (2.44)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì p − 1 óðàâíåíèé íà p ïåðåìåííûõ. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî òîëüêî îäíà èç ýòèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé è ïðåäñòàâëåíèå

ìîæåò áûòü ïðîíóìåðîâàíî òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé λ, ïîýòîìó óäîáíî ïà-

ðàìåòðèçîâàòü λ0
σ ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ0
σ =

λ√
(σQ− pb)(pb− (σ − 1)Q)

, σ = 1, ..., p, (2.45)

÷òî àâòîìàòè÷åñêè ñîãëàñóåòñÿ ñ (2.44). Òåïåðü íåòðóäíî âûðàçèòü êîíôîðì-

íóþ ðàçìåðíîñòü ïðèìàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (2.43)

∆p,0(λ) =
1

p

(
Q2

4
− λ2

)
. (2.46)

Îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ âñåõ òîêîâ J (σ)(z) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèìàðíûì

ñîñòîÿíèåì äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

J (σ)(z)V
(1)

λ01
(0)...V

(p)
λ0p

(0) =

=
∑
m=±1

C(σ)(m,m;λ1, . . . , λp)

[
V

(1)

λ01
...V

(σ)

λ0σ+mbσ
2

V
(σ+1)

λ0σ+1+ m
2bσ+1

...V
(p)
λ0p

]
. (2.47)

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàìîíîâñêèìè ïî îòíîøå-

íèþ ê òîêó J (s)(z) ïîä íîìåðîì s (s = 1, . . . , p − 1) è íåâü¼-øâàðöåâñêèì ïî

îòíîøåíèþ ê îñòàëüíûì òîêàì. Ìû îáîçíà÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ïîä íîìåðîì

s ýòîãî òèïà êàê

V
(1)
λs1
V

(2)
λs2

. . . V
(p)
λsp
, (2.48)
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ãäå

λsσbσ + λsσ+1b
−1
σ+1 =

 0, σ 6= s,

−1
2 , σ = s.

(2.49)

Êîíå÷íî, ìû ìîæåì âçÿòü +1
2 âìåñòî −1

2 , íî ýòî äàñò íàì ýêâèâàëåíòíîå

ïðåäñòàâëåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò, òàêèì îáðàçîì, p − 1 ïðåäñòàâ-

ëåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàìîíîâñêèìè ïî îòíîøåíèþ òîëüêî ê îäíîìó èç

òîêîâ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîä íîìåðîì s ìû ñíîâà èìååì p− 1 óðàâíåíèé (2.49)

íà p ïåðåìåííûõ λsσ, è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî òèïà ìîãóò áûòü

ïàðàìåòðèçîâàíû òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé. Ìîæíî óäîáíî ïàðàìåòðèçîâàòü

λsσ â òåðìèíàõ λ0
σ èç (2.45), ïðè ýòîì óñëîâèå (2.49) áóäåò àâòîìàòè÷åñêè

óäîâëåòâîðåíî. Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå dsσ

dsσ =


1
pσ(p− s), åñëè σ 6 s

1
ps(p− σ), åñëè σ > s

, s = 0, .., p− 1, σ = 1, ..., p, (2.50)

ìû ïîëó÷àåì äëÿ λsσ

λsσ = λ0
σ + dsσ−1

b−1
σ

2
+ dsσ

bσ
2
, (2.51)

ãäå λ0
σ äàþòñÿ ôîðìóëîé (2.45). Êîíôîðìíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî

ïðèìàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (2.48) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

∆p,s(λ) =
1

p

(
Q2

4
− λ2

)
+
s(p− s)

4p
. (2.52)

Îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ òîêîâ J (σ)(z) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèìàðíûì ñî-

ñòîÿíèåì äàþòñÿ ôîðìóëàìè

J (σ)(z)V
(1)
λs1

(0)...V
(p)
λsp

(0) =

=
∑
m=±1

C(σ)(m,m;λ1, ..., λp)
[
V

(1)
λs1
...V

(σ)

λsσ+mbσ
2

V
(σ+1)
λsσ+1+ m

2bσ+1

...V
(p)
λsp

]
, σ 6= s,

J (s)(z)V
(1)
λs1

(0)...V
(p)
λsp

(0) =

=
∑
m=±1

z−
m
2 C(σ)(m,m;λ1, ..., λp)

[
V

(1)
λs1
...V

(σ)

λsσ+mbσ
2

V
(σ+1)
λsσ+1+ m

2bσ+1

...V
(p)
λsp

]
. (2.53)
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Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ îïèñàòü ñòðóêòóðó ðàññìîòðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé

è âû÷èñëèòü èõ õàðàêòåðû. Ñîñòîÿíèÿ âî âñåõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ãåíåðèðóþòñÿ

p òåíçîðàìè ýíåðãèè-èìïóëüñà è p−1 ãîëîìîðôíûìè òîêàìè. Ñòðóêòóðà îïå-

ðàòîðíûõ ðàçëîæåíèé ýòèõ òîêîâ ñ ïðèìàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè (2.47) è (2.53)

ãîâîðèò íàì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå, êðîìå âèðàñîðîâñêèõ ïîòîìêîâ ïðèìàðíîãî

ñîñòîÿíèÿ, ñîäåðæèò òàêæå ñîñòîÿíèÿ, ÷üè ëèóâèëëåâñêèå èìïóëüñû ïîëåé

ïîä íîìåðàìè σ è σ+ 1 ñìåùåíû íà ±bσ/2 è ±b−1
σ+1/2 ñîîòâåòñòâåííî è êîòî-

ðûå òàêæå ïðèìàðíû ïî îòíîøåíèþ ê p òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òàêèì

îáðàçîì, áåðÿ îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå òîêà J (σ)(z) ñ ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè ñî

ñìåù¼ííûìè èìïóëüñàìè λσ è λσ+1, ìû ñãåíåðèðóåì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñî-

ñòîÿíèé, êîòîðûå ïðèìàðíû ïî îòíîøåíèþ ê p òåíçîðàì ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîä íîìåðîì s ýòè ñîñòîÿíèÿ äàþòñÿ ôîðìóëîé

V
(1)

λs1+n1
b1
2

V
(2)

λs2+n1
b−12
2 +n2

b2
2

...V
(p)

λsp+np−1
b−1p
2

, (2.54)

ãäå nσ ∈ Z è n0 = np = 0. Ê òîìó æå, p òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà ãå-

íåðèðóþò ïîäïðåäñòàâëåíèÿ Âèðàñîðî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ (2.54). Òàêèì

îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ïîä íîìåðîì s ïåðâîé ðåàëèçàöèè A(2, p), êîòîðîå

ìû îáîçíà÷àåì êàê π1p,s äà¼òñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

π1p,s
def
=

⊕
n1,...,np−1∈Z

[
V

(1)

λs1+n1
b1
2

]
×
[
V

(2)

λs2+n1
b−12
2 +n2

b2
2

]
× ...×

[
V

(p)

λsp+np−1
b−1p
2

]
, (2.55)

ãäå s = 0, ..., p− 1 è êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ìîäóëü Âèðàñîðî.

Õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ π1p,s ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí. Ìû èìååì

χsp(q) = tr
{
q
∑p
σ=1 L

(σ)
0

}
π1p,s

, (2.56)

ãäå L
(σ)
0 � ýëåìåíò ïîäàëãåáðû Âèðàñîðî, ãåíåðèðóåìîé òåíçîðîì ýíåðãèè-

èìïóëüñà T (σ). Òàêèì îáðàçîì,

χsp(q) = (χB(q))p
∑

n1,...,np−1∈Z
n0=np=0

q
∑p
σ=1 ∆(σ)(λsσ+nσ−1

b−1σ
2 +nσ

bσ
2 ). (2.57)
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Ïîäñ÷èòûâàÿ ñóììó êîíôîðìíûõ ðàçìåðíîñòåé, ìû ïîëó÷àåì

χsp(q) = q∆p,s(λ)(χB(q))p
∑

n1,...,np−1∈Z
n0=np=0

q
1
2

∑p−1
σ=1(n2σ−nσnσ+1)+ 1

2ns, (2.58)

ãäå ∆p,s(λ) = (Q2/4− λ2)/p+ s(p− s)/(4p), è χB(q) îïðåäåëåíî â (2.10).

2.2.2 Õàðàêòåðû ïåðâîé ðåàëèçàöèè è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñòà-

öèîíàðíûõ òî÷åê

Êàê ìû ïîÿñíÿëè âî Ââåäåíèè, ïðè÷èíîé íàëè÷èÿ ñîîòâåòñòâèÿ Àëäàÿ-

Ãàéîòòû-Òà÷èêàâû ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü äåéñòâèå àë-

ãåáðû ñèììåòðèè A(2, p) íà ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà ìî-

äóëåé èíñòàíòîíîâ
⊔
NM(2, N)Zp. Òåïåðü ìû î÷åâèäíî çàìå÷àåì èç (2.13) è

(2.58) ñîâïàäåíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íà ïðîñòðàí-

ñòâå ìîäóëåé è õàðàêòåðû ïåðâîé ðåàëèçàöèè A(2, p)

q−∆p,s(λ)(χB(q))pχsp(q) =
1∑

k1,...,kp−1=0

q−
1
2

∑p−1
i=1 (k2i−kiki+1+

2ki
p )+ks

2 χ0,s(k1, ..., kp−1|q),

(2.59)

ãäå s = 0, .., p − 1 è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ χ0,s(k1, ..., kp−1) äà¼òñÿ â (2.12).

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åíîîå ðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðîâ

ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû A(2, p) â ïåðâîé ðåàëèçàöèè è ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-

öèé ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, ïîìå÷åííûõ ðàñêðàøåííûìè

äèàãðàììàìèÞíãà. Íèæå ìû èëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, ïåðå÷èñ-

ëÿÿ ïðèìåðû äëÿ p = 2, 3, 4. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.23), ìû íàõîäèì

Äëÿ p = 2:

q−∆2,0(λ)(χB(q))2χ0
2(q) = χ0,0(0|q) + q−1χ0,0(1|q) (2.60)

q−∆2,1(λ)(χB(q))2χ1
2(q) = 2χ0,1(0|q).
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Äëÿ p = 3:

q−∆3,0(λ)(χB(q))3χ0
3(q) = χ0,0(0, 0|q) + 3q−

5
6χ0,0(1, 0|q), (2.61)

q−∆3,1(λ)(χB(q))3χ1
3(q) = 3χ0,1(0, 0|q) + q−

5
6χ0,1(0, 1|q).

Äëÿ p = 4:

q−∆4,0(λ)(χB(q))4χ0
4(q) = χ0,0(0, 0, 0|q) + 6q−

3
4χ0,0(1, 0, 0|q) + q−

3
2χ0,0(1, 0, 1|q),

(2.62)

q−∆4,1(λ)(χB(q))4χ1
4(q) = 4χ0,1(0, 0, 0|q) + 4q−

3
4χ0,1(0, 0, 1|q),

q−∆4,2(λ)(χB(q))4χ2
4(q) = 6χ0,2(0, 0, 0|q) + 2q−

3
4χ0,2(1, 0, 0|q).

2.3 A(2, p) êàê ïðîèçâåäåíèå Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé è

êîñåòà

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í äðóãîé ðåàëèçàöèèA(2, p) êàê ïðîèçâåäåíèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé è êîñåòà. Ýòà ðåàëèçàöèÿ îáîçíà÷åíà

ñòðåëêîé 3 íà ðèñóíêå (2.1). Ñíîâà íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû A(r, p)

A(r, p) =
ĝl(n)r

ĝl(n− p)r
. (2.63)

Èñïîëüçîâàíèå äóàëüíîñòè óðîâíÿ è ðàíãà ïîçâîëÿåò íàì ïåðåïèñàòü (2.63)

ñëåäóþùèì îáðàçîì

A(r, p) ⊃ H× ŝl(p)r ×
ŝl(r)p × ŝl(r)n−p

ŝl(r)n
. (2.64)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä [65, 64], òî åñòü ôîðìàëüíî óìíîæàÿ è äåëÿ (2.64) íà àëãåáðó

ĝl(k)r ñ k = 2, . . . , p− 1, ìû èìååì

A(r, p) ⊃ ĝl(1)r ×
ĝl(2)r

ĝl(1)r
× ...× ĝl(p)r

ĝl(p− 1)r
× ŝl(r)p × ŝl(r)n−p

ŝl(r)n
. (2.65)
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Òîãäà, ïðèìåíÿÿ äóàëüíîñòü óðîâíÿ è ðàíãà, êàê ìû äåëàëè â (2.25), ìû

ïîëó÷àåì

A(r, p) ⊃ Hp× ŝl(r)1 × ŝl(r)1

ŝl(r)2

×...× ŝl(r)1 × ŝl(r)p−1

ŝl(r)p
× ŝl(r)p × ŝl(r)n−p

ŝl(r)n
. (2.66)

Êîñåòû ŝl(r)1 × ŝl(r)m−1/ŝl(r)m ñ m = 2, ..., p ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

Ìèíèìàëüíûìè Ìîäåëÿìè ñ Wr ñèììåòðèåé [73] è ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

cMM
r,m = (r − 1)

(
1− r(r + 1)

(m+ r − 1)(m+ r)

)
, m = 2, ..., p, (2.67)

òîãäà êàê êîñåò ŝl(r)p× ŝl(r)n−p/ŝl(r)p îïðåäåëÿåò êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ

ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

cWPF =
p(r2 − 1)

p+ r

(
1− r(p+ r)

(n− p+ r)(n+ r)

)
. (2.68)

Ñíîâà çàìåòèì, ÷òî êîñåò ŝl(r)p × ŝl(r)n−p/ŝl(r)n áûë îïðåäåë¼í êàê àë-

ãåáðà ñèììåòðèè êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, îïèñûâàþùåé r íåàáåëåâû ñïèí-

ñèíãëåòíûå ñîñòîÿíèÿ [69]. Â ïðîöèòèðîâàííîé ðàáîòå [69] ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé, êîãäà óðîâíè àôôèííûõ àëãåáð Ëè â êîñåòå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñ-

ëàìè. Âåðñèÿ ÀÃÒ ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ òàêèõ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ áûëà

ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [5].

Â ñëó÷àå A(2, p) èëè r = 2, êîñåòû ŝl(2)1 × ŝl(2)m−1/ŝl(2)m èçîìîðôíû

àëãåáðàì ñèììåòðèè Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé M(m + 1/m + 2) [3, 4]. È ìû

ïîëó÷àåì6

A(2, p) ⊃ ŝl(2)p × ŝl(2)n−p

ŝl(2)n
×M(3/4)× ...×M(p+ 1/p+ 2)×Hp. (2.69)

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòåð îïðåäåë¼ííîé ñóììû ïðåäñòàâëåíèé ñ ïðà-

âîé ñòîðîíû (2.69) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðîì ïåðâîé ðåàëèçàöèè A(2, p), ÷òî

6Ñèììåòðèÿ Zp ïàðàôåðìèîííîé òåîðèè ïîëÿ Ëèóâèëëÿ îïèñûâàåòñÿ êîñåòîì ŝl(2)p × ŝl(2)n−p/ŝl(2)n

[74, 66, 25].
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îçíà÷àåò, ÷òî äâå ðåàëèçàöèè A(2, p) âçàèìíî ñîãëàñîâàíû. Òîãäà, àâòîìàòè-

÷åñêè âñå õàðàêòåðû áóäóò ðàâíû ñóììå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïàð ðàñêðà-

øåííûõ äèàãðàìì Þíãà.

2.3.1 Êîñåò ŝl(2)p × ŝl(2)n−p/ŝl(2)n

Õàðàêòåðû cms (q) ïðåäñòàâëåíèé ŝl(2)p×ŝl(2)n−p/ŝl(2)n äàþòñÿ ôóíêöèÿìè

áðàí÷èíãà [3, 4]. Ýòè õàðàêòåðû èìåþò öåëûå ïàðàìåòðû m è s è íåïðåðûâ-

íûé ïàðàìåòð j è äàþòñÿ ôîðìóëîé èç [75]

cms (q) = qδ
m
s (j)χ3

B(q)
+∞∑
r,l=0

(−1)r+lq
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)×

×
(
ql

m−s
2 +rm+s

2 − qp+1−m+l(p+1−m−s2 )+r(p+1−m+s
2 )
)
, (2.70)

ãäå 0 6 m 6 p, m− s = 0mod 2, è

δms (j) =
j(j + 1)

n− p+ 2
+
m(m+ 2)

4(p+ 2)
− (2j + s)(2j + s+ 2)

4(n+ 2)
. (2.71)

Ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòåð cms (q) èìååò ñëåäóþùèå ñèììåòðèè

cm−s(q) = cms (q), (2.72)

cms+2p(q) = cms (q).

Ïåðâàÿ ñèììåòðèÿ, êîòîðîé îáëàäàåò õàðàêòåð (2.70), � ýòî ñèììåòðèÿ

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ s→ −s. Ñóììà ïî r è l â õàðàêòåðå, î÷åâèäíî,

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ê òîìó æå, ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî

δm−s(j) = δms (j). (2.73)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

cm−s(q) = cms (q). (2.74)
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Òåïåðü ìû ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü ïåðèîäè÷íîñòü õàðàêòåðà ïðè ïðåîáðà-

çîâàíèè s→ s+ 2p. Äàâàéòå âíà÷àëå ðàññìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ δms (j)

δms+2p(j) = δms (j)− s− p. (2.75)

Òàê, ìû ìîæåì çàïèñàòü

cms+2p(q) = qδ
m
s (j)−s−pχ3

B(q)
∞∑
r,l=0

(−1)r+l
(
q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+rp−lp+lm−s2 +rm+s

2 −

−q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+rp−lp+p+1−m+r(p+1−m−s2 )+l(p+1−m+s

2 )
)

(2.76)

Äåëàÿ ñäâèãè r → r + 1 è l→ l − 1, ìû ïîëó÷àåì

cms+2p(q) = qδ
m
s (j)−s−pχ3

B(q)
∞∑

r=−1,l=1

(−1)r+l
(
q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+lm−s2 +rm+s

2 +s+p−

−q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+p+1−m+r(p+1−m−s2 )+l(p+1−m+s

2 )+s+p
)

(2.77)

cms+2p(q) = qδ
m
s (j)χ3

B(q)
∞∑

r=−1,l=1

(−1)r+l
(
q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+lm−s2 +rm+s

2 −

−q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+p+1−m+r(p+1−m−s2 )+l(p+1−m+s

2 )
)

(2.78)

Òîãäà, âû÷èòàÿ cms (q), ìû ïîëó÷àåì

cms+2p(q)− cms (q) = qδ
m
s (j)χ3

B(q)

[
+∞∑
l=1

(−1)l−1q
l(l+1)

2 −l(p+1)+lm−s2 −
m+s
2 −

−
+∞∑
r=0

(−1)rq
r(r+1)

2 +rm+s
2 −

+∞∑
l=1

(−1)l−1q
l(l+1)

2 −lm+s
2 −

m+s
2 +

+
+∞∑
r=0

(−1)rq
r(r+1)

2 +r(p+1−m−s2 )+p+1−m

]
(2.79)

Ïðîäåëàåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ òðåòüèì ÷ëåíîì â ïðåäûäóùåé ôîð-

ìóëå

+∞∑
l=1

(−1)lq
l(l+1)

2 −lm+s
2 −

m+s
2 =

+∞∑
l=1

(−1)lq
1
2(l−

m+s−1
2 )

2
− (m+s−1)2

8 −m+s
2 (2.80)
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Òàê êàê ïåðâûé íåíóëåâîé ÷ëåí â ïðåäóäûùåì ðÿäó ïîÿâëÿåòñÿ ïîä íîìåðîì

l = m+ s− 1, ìû äåëàåì ïîäñòàíîâêó l = m+ s+ l′ ñ l′ = −1, 0, 1, . . .

+∞∑
l=1

(−1)lq
1
2(l−

m+s−1
2 )

2
− (m+s−1)2

8 −m+s
2 =

+∞∑
l′=−1

(−1)l
′
q
l′(l′+1)

2 +l′m+s
2 (2.81)

Òîãäà â èòîãå ìû èìååì ñóììó âòîðîãî è òðåòüåãî ÷ëåíà

−
+∞∑
r=0

(−1)rq
r(r+1)

2 +rm+s
2 +

+∞∑
l′=−1

(−1)l
′
q
l′(l′+1)

2 +l′m+s
2 = −q−

m+s
2 (2.82)

Ïîñëå ýòîãî ìû ïðîäåëûâàåì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì

+∞∑
l=1

(−1)l−1q
l(l+1)

2 −l(p+1)+lm−s2 −
m+s
2 =

+∞∑
l=1

q
1
2(l−

s−m+2p+1
2 )

2
− (s−m+2p+1)2

8 −m+s
2 . (2.83)

Ïåðâûé íåíóëåâîé ÷ëåí â ýòîì ðÿäó ïîÿâëÿåòñÿ ïîä íîìåðîì l = s−m+2p+

2 + l′ ñ l′ = −1, 0, 1, . . .

+∞∑
l=1

q
1
2(l−

s−m+2p+1
2 )

2
− (s−m+2p+1)2

8 −m+s
2 = −

+∞∑
l′=−1

(−1)l
′
q
l′(l′+1)

2 +(p+1)l′+p+1−l′m−s2 −m.

(2.84)

Òîãäà ñóììà ïåðâîãî è ÷åòâ¼ðòîãî ÷ëåíîâ ðàâíà

−
+∞∑
l′=−1

(−1)l
′
q
l′(l′+1)

2 +(p+1)l′+p+1−l′m−s2 −m+
+∞∑
r=0

(−1)rq
r(r+1)

2 +r(p+1−m−s2 )+p+1−m = q−
m+s
2

(2.85)

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ, ìû âèäèì, ÷òî

cms+2p(q) = cms (q). (2.86)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü íàøå ðàññìîòðåíèå òåìè s, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè îò 0 äî p.

Íèæå ìû ñîáèðàåìñÿ ïåðåéòè ê äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè ñîñòîÿíèÿ ñòàð-

øåãî âåñà è õàðàêòåðà ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàðøåãî âåñà, êîòîðîå óäîáíî â íàøèõ

âû÷èñëåíèÿõ. Òàê, ìû ïåðåõîäèì îò ïàðàìåòðîâ n è j ê b è µ ñëåäóþùèì
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îáðàçîì

b2 = − n+ 2

n− p+ 2
, j =

1

Q

(
µ− Q

2
− s

2b

)
, Q = b+ b−1. (2.87)

À ñîñòîÿíèå ñòàðøåãî âåñà êîñåòà ìû îáîçíà÷àåì êàê Ψm
s;µ è åãî ïðåäñòàâëåíèå

êàê [Ψm
s;µ]. Ðàçìåðíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñòàðøåãî âåñà è õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ äà¼òñÿ ôîðìóëîé (ñì. ïðèëîæåíèå G)

∆m
s (µ) =


1
p

(
Q2

4 − µ
2
)

+ s(p−s)
2p(p+2) + (m−s)(m+s+2)

4(p+2) , m ≥ s

1
p

(
Q2

4 − µ
2
)

+ s(p−s)
2p(p+2) + (s−m)(2p−m−s+2)

4(p+2) , m < s
(2.88)

cms (q) = qD
m
s (µ)χ3

B(q)
∞∑
r,l=0

(−1)r+lq
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)×

× (ql
m−s
2 +rm+s

2 − qp+1−m+l(p+1−m−s2 )+r(p+1−m+s
2 )). (2.89)

ãäå 0 6 m, s 6 p, m− s = 0mod 2 è

Dm
s (µ) =

1

p

(
Q2

4
− µ2

)
+

s(p− s)
2p(p+ 2)

+
(m− s)(m+ s+ 2)

4(p+ 2)

äëÿ âñåõ m è s.

2.3.2 Ïîñëåäîâàòåëüíûå Ìèíèìàëüíûå Ìîäåëè

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïåðâóþ ÷àñòü (2.69), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé. Âñïîìíèì ñâîéñòâà

Ìèíèìàëüíîé ÌîäåëèM(m/m+1). Öåíòðàëüíûé çàðÿä äàííîé ìîäåëè ðàâåí

cMM
2,m = 1 − 6/(m(m + 1)), ïðèìàðíûå ïîëÿ çàäàþòñÿ íàáîðîì φ

(m)
r,s ñ r =

1, 2, ...m−1, è s = 1, 2, ...m [76], à êîíôîðìíàÿ ðàçìåðíîñòü ýòèõ ïîëåé ðàâíà

h(m)
r,s =

((m+ 1)r −ms)2 − 1

4m(m+ 1)
. (2.90)

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïîëåé φ
(m)
r,s è φ

(m)
m−r,m+1−s ñîâïàäàþò, òî

ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðèìàðíûì ïîëÿì, ýêâèâàëåíòíû, ÷òî
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îçíà÷àåò, òî ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ýòè ïîëÿ. Õàðàêòåð òàêîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ M
(m)
r,s ðàâåí

χ(m)
r,s (q) = Tr(qL0)

∣∣
M

(m)
r,s

= ∆m
r,s(q)χB(q), (2.91)

ãäå

∆m
r,s(q) =

∑
k∈Z

(qα
m
r,s(k) − qαmr,−s(k)),

αmr,s(k) =
(2m(m+ 1)k − sm+ r(m+ 1))2 − 1

4m(m+ 1)
. (2.92)

Ñîñòîÿíèå φ
(3)
1k1
× φ(4)

k1k2
× ... × φ(p+1)

kp−2n
ñ ki ∈ [1, i + 2] è n ∈ [1, p + 1] èìååò

ðàçìåðíîñòü

hn(k1, ..., kp−2) =

p−1∑
i=1

h
(i+2)
ki−1ki

=
(n2 − 1)(p+ 1)

4(p+ 2)
+

1

2

p−2∑
i=0

(k2
i − kiki+1), (2.93)

ãäå k0 = 1, kp−1 = n. Îáîçíà÷èì ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ïðè-

ìàðíîìó ñîñòîÿíèþ, ÷åðåç M
(3)
1,k1
×M (4)

k1,k2
× ....×M (p+1)

kp−2,n
. Òîãäà ïðÿìàÿ ñóììà

ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé⊕
{k1,..,kp−2}
16ki6i+2

M
(3)
1,k1
×M (4)

k1,k2
× ....×M (p+1)

kp−2,n
(2.94)

èìååò õàðàêòåð

chn(q)
def
=

∑
{k1,..,kp−2}

16ki6i+2,kp−1=n

p−1∏
i=1

χ
(i+2)
ki−1ki

(q). (2.95)

Òåïåðü, âû÷èñëèâ õàðàêòåðû âòîðîé ðåàëèçàöèè àëãåáðû A(2, p), ìû ìîæåì

ñðàâíèòü èõ ñ õàðàêòåðàìè ïåðâîé ðåàëèçàöèè A(2, p).
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2.3.3 Ñîïîñòàâëåíèå õàðàêòåðîâ ïðåäñòàâëåíèé ïåðâîé è âòîðîé

ðåàëèçàöèé àëãåáðû A(2, p)

Íà÷í¼ì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùåé ñóììû ïðåäñòàâëåíèé êîñåòà è ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé

[Ψm
s;µ]×

⊕
{k1,..,kp−2}
16ki6i+2

M
(3)
1,k1
×M (4)

k1,k2
× ....×M (p+1)

kp−2,n
, (2.96)

ãäå 1 6 n 6 p + 1, 0 6 m, s 6 p ñ m − s = 0 mod 2. Õàðàêòåð òàêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâåí

cms (q)chn(q). (2.97)

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.96) îáîçíà÷àåòñÿ òðåìÿ öåëûìè ïàðàìåòðàìè

0 6 m, s 6 p, m − s = 0 mod 2, 1 6 n 6 p + 1 è îäíèì íåïðåðûâíûì

ïàðàìåòðîì µ. Âñïîìíèì, ÷òî ìû èùåì ñóììó ïðåäñòàâëåíèé âèäà (2.96),

õàðàêòåð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðîì χsp(q) ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðâîé ðåà-

ëèçàöèè A(2, p), êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ öåëûì ïàðàìåòðîì 0 6 s 6 p − 1 è

íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì λ.

Õàðàêòåð (2.58) ïðåäñòàâëåíèÿ p ìîäåëåé χsp(q) âûãëÿäèò êàê q
∆p,s(λ), óìíî-

æåííûé íà íåêîòîðûé ðÿä, ñîäåðæàùèé öåëûå è ïîëóöåëûå ñòåïåíè q, à

õàðàêòåð (2.97) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïî ki âûðàæåíèé âèäà q∆m
s (λ)+hn(k1,...,kp−2),

óìíîæåííûõ íà ðÿäû, ñîäåðæàùèå öåëûå ñòåïåíè. Òàê êàê hn(k1, . . . , kp−2)−

hn(k
′
1, . . . , k

′
p−2) ∈ Z/2, òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñîâïàäåíèÿ õàðàêòåðîâ

áóäåò

∆m
s (µ) + hn(k1, ..., kp−2)−∆p,s(λ) ∈ Z/2. (2.98)

Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷àåì

λ2 − µ2

4p
+

(m+ 1)2 − n2

4(p+ 2)
− s

4
+

1

2

p−2∑
i=0

(k2
i − kiki+1) ∈ Z/2. (2.99)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ äîëæíà áûòü ïîëóöåëîé è íå äîëæíà çàâè-

ñåòü îò êàêîãî-ëèáî íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà, òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,
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÷òî µ = λ. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó äèîôàíòîâó óðàâíåíèþ

(m+ 1)2 − n2

4(p+ 2)
− s

4
+

1

2

p−2∑
i=0

(k2
i − kiki+1) ∈ Z/2, (2.100)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

(m− n+ 1)(m+ n+ 1)

p+ 2
∈ Z. (2.101)

Òàê êàê −p 6 m − n + 1 6 p è 2 6 m + n + 1 6 p + 2, òî ñóùåñòâóåò äâå

âîçìîæíîñòè

n = m+ 1, n = p−m+ 1. (2.102)

Òàêèì îáðàçîì, áåðÿ âî âíèìàíèå (2.102), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìû äîëæíû

âçÿòü òîëüêî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîñåòà è ïðîèçâåäåíèÿ Ìèíèìàëüíûõ Ìî-

äåëåé, êîòîðûå èìåþò âèä7

[Ψm
s;λ]×

⊕
{k1,..,kp−2}
16ki6i+2

M
(3)
1,k1
×M (4)

k1,k2
× ....×M (p+1)

kp−2,m+1,

[Ψm
s;λ]×

⊕
{k1,..,kp−2}
16ki6i+2

M
(3)
1,k1
×M (4)

k1,k2
× ....×M (p+1)

kp−2,p−m+1. (2.104)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A(2, p) âî âòîðîé ðåàëèçàöèè

π2p,s =
⊕
06m6p

m−s=0 mod 2

[Ψm
s;λ]×

⊕
{k1,..,kp−2}
16ki6i+2

M
(3)
1,k1
×M (4)

k1,k2
× ....× (M

(p+1)
kp−2,m+1 ⊕M

(p+1)
kp−2,p−m+1).

(2.105)

Õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ∑
06m6p

m−s=0 mod 2

cms (q)(chm+1(q) + chp−m+1(q)). (2.106)

7Ýòè äâà ðåøåíèÿ (2.102) äëÿ n ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿìè äëÿ ki

p−2∑
i=0

(ki+1 − ki)2 =

s, åñëè n = m+ 1

p+ s− 2m åñëè n = p−m+ 1.

(2.103)
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Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå π2p,s ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ôîðìîé ïðåäñòàâëå-

íèÿ A(2, p), òî åñòü

π1p,s
∼= π2p,s, (2.107)

ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó íåòðèâèàëüíîìó ðàâåíñòâó

∑
06m6p

m−s=0 mod 2

cms (q)(chm+1(q) + chp−m+1(q)) =

= q∆p,s(λ)(χB(q))p
∑

n1,...,np−1∈Z
n0=np=0

q
1
2

∑p−1
σ=1(n2σ−nσnσ+1)+ 1

2ns, (2.108)

ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðîâ äàíû â (2.58), (2.89), è (2.95). Ìû ïðîâåðèëè

ðàâåíñòâî (2.108) äëÿ ñëó÷àåâ p = 2, ..., 8 ïîðÿäîê çà ïîðÿäêîì äî q6. Ðà-

âåíñòâî (2.108) äîêàçûâàåò ñîãëàñîâàííîñòü ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû A(2, p) â

ïåðâîé è âòîðîé ðåàëèçàöèÿõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [77] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýêâèâàðèàíòíûé ïàðàìåòð n = 1 (è â ïðèíöèïå äëÿ

âñåõ n ∈ Z), õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé âòîðîé ðåàëèçàöèè A(2, p) ìîãóò áûòü

ïåðåïèñàíû êàê îïðåäåë¼ííûå ðÿäû ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáù¼ííûõ ðàâåíñòâ

Ðîäæåðñà-Ðàìàíóäæàíà.

2.3.4 Òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè êîñåòíîé ìîäåëè è èõ ñâÿçü ñ òð¼õ-

òî÷å÷íûìè ôóíêöèÿìè òåîðèè Ëèóâèëëÿ

Â íà÷àëå çàìåòèì, ÷òî èç ðàññóæäåíèé ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà âûòåêàþò

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ ðàçìåðíîñòåé ïðåäñòàâëåíèé

∆s
s(λ) + hs+1(k1, . . . , kp−2) = ∆p,s(λ), (2.109)

∆s
s(λ) + hp−s+1(k1, . . . , kp−2) = ∆p,s(λ),

ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàâåíñòâà (2.103) âåðíû. Åñëè ìû òàêæå ïðèìåì âî âíèìà-

íèå íàøó ãèïîòåçó (2.107), ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü
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ìåæäó òð¼õòî÷å÷íûìè ôóíêöèÿìè â ðàçíûõ ðåàëèçàöèÿõ àëãåáðû A(2, p)

〈Ψs1
s1;λ1

(z1, z̄1)Ψ
s2
s2;λ2

(z2, z̄2)Ψ
s3
s3;λ3

(z3, z̄3)〉 × CMinimal model(z1, z̄1; z2, z̄2; z3, z̄3)
?∼=

∼=
p∏

σ=1

〈V (σ)
(λ1)sσ

(z1, z̄1)V
(σ)

(λ2)sσ
(z2, z̄2)V

(σ)
(λ3)sσ

(z3, z̄3)〉, (2.110)

ãäå CMinimal model(z1, z̄1; z2, z̄2; z3, z̄3) � ñóììà ïî âñåì òð¼õòî÷å÷íûì ôóíêöè-

ÿì Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

(2.109) è (2.103). Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò zij = zi − zj â ýòîì ðàâåí-

ñòâå âûïîëíÿåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî åñòü ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé ìåæäó

ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè (2.109). Òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè Ìèíèìàëüíûõ Ìî-

äåëåé ëèøü áàëàíñèðóþò ýòó êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü è íå èìåþò ïàðàìåò-

ðîâ, ïîýòîìó íèæå ìû îïóñêàåì ýòè ôóíêöèè è êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü

äëÿ êðàòêîñòè.

Îòñþäà è äàëåå ìû ïåðåéä¼ì îò ëèóâèëëåâñêèõ èìïóëüñîâ λ ê ëèóâèëëåâ-

ñêîìó ïàðàìåòðó α â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

α =
Q

2
+ λ. (2.111)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îáëàñòè çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåò-

ðà b, ãäå âñå bσ è α
s
σ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Âûáåðåì îáëàñòü

ïàðàìåòðà b ëåæàùåé â èíòåðâàëå b2 > 1
p−1 . Ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì b1 è

αs1 ñòàíîâÿòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, à îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå � êîìïëåêñíûìè

(êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî α è b ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ìû èìååì äåëî ñ îäíîé òåîðèåé Ëèóâèëëÿ è p − 1 îáîáù¼ííûìè Ìèíè-

ìàëüíûìè Ìîäåëÿìè. Ïîýòîìó ìû ââîäèì íîâûå ïåðåìåííûå bσ = −ib̂σ è

αsσ = iα̂sσ

b1 =

√
pb√

Q− pb
, b̂σ =

√
(σ − 1)Q− pb
σQ− pb

,

α0
1 =

α√
(Q− pb)pb

, α̂0
σ =

α√
(σQ− pb)((σ − 1)Q− pb)

, σ = 2, . . . , p,
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êîòîðûå âñå ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè. Òîãäà ïðàâèëüíûì âûðàæåíèåì äëÿ

òð¼õòî÷å÷íîé ôóíêöèè áóäåò

〈Ψs1
s1;α1

Ψs2
s2;α2

Ψs3
s3;α3
〉 ∼= 〈V (1)

(α1)
s1
1
V

(1)

(α2)
s2
1
V

(1)

(α3)
s3
1
〉

p∏
σ=2

〈V̂ (σ)

(α̂1)
s1
σ
V̂

(σ)

(α̂2)
s2
σ
V̂

(σ)

(α̂3)
s3
σ
〉. (2.112)

Òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ áûëè âû÷èñëåíû

â [66], òåîðèè Ëèóâèëëÿ â [78, 79] è îáîáù¼ííîé Ìèíèìàëüíîé ìîäåëè â [80].

Íèæå ìû èññëåäóåì ýòî ðàâåíñòâî, îñíîâûâàÿñü íà ÿâíûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ

ýòèõ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëèì òð¼õòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïîëåé êîñåòà Ψm
s;α

êàê

C(p)
(s1,m1),(s2,m2),(s3,m3)(α1, α2, α3)

def
=〈Ψm1

s1;α1
(∞)Ψm2

s2;α2
(1)Ψm3

s3;α3
(0)〉. (2.113)

Òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè âèäà C(p)
(s1,s1),(s2,s2),(s3,s3)(α1, α2, α3) áûëè âû÷èñëåíû â

[66]. Èç-çà íàëè÷èÿ Zp ñèììåòðèè ýòè òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåíó-

ëåâûìè òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ

(a). s1 + s2 + s3 = 2s, 0 6 si 6 s 6 p,

(b). s1 + s2 + s3 = p+ 2s, 0 6 s 6 si 6 p. (2.114)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâòü ñëó÷àé (a). Â ýòîì ñëó÷àå òð¼õòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ äà-

¼òñÿ ôîðìóëîé

C(p)
(s1,s1),(s2,s2),(s3,s3)(α1, α2, α3) =

[
πµγ

(
bQ

p

)
b−

2bQ
p

]Q−α
b

ρ(s1, s2, s3)×

× Υ
(p)
0 (b)Υ

(p)
s1 (2α1)Υ

(p)
s2 (2α2)Υ

(p)
s3 (2α3)

Υ
(p)
s (α−Q)Υ

(p)
s−s1(α2+3−1)Υ

(p)
s−s2(α1+3−2)Υ

(p)
s−s3(α1+2−3)

,

(2.115)

ãäå α = α1+α2+α3 è αi+j−k = αi+αj−αk. Ôóíêöèÿ Υ
(p)
s (x) äà¼òñÿ ôîðìóëîé

Υ(p)
s (x) =

p−s∏
σ=1

Υb

(
x+ sb−1 + (σ − 1)Q

p

) p∏
σ=p−s+1

Υb

(
x+ (s− p)b−1 + (σ − 1)Q

p

)
(2.116)

64



ãäå Υb(x) � îáû÷íàÿ Υ-ôóíêöèÿ

log Υb(x) =

∫ ∞
0

dt

t

[
(
Q

2
− x)2e−t −

sinh2((Q2 − t)
t
2)

sinh( tb2 ) sinh( t
2b)

]
, 0 < Re(x) < Q.

(2.117)

Òàêæå γ(x) = Γ(x)
Γ(1−x) è ρ(s1, s2, s3) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü

íàéäåíà â [66].

Òð¼õòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëèóâèëëÿ áûëà âû÷èñëåíà â [78, 79]. Ìû èìååì

CL
b (α1, α2, α3)

def
=〈Vα1

(∞)Vα2
(1)Vα3

(0)〉, (2.118)

ãäå

CL
b (α1, α2, α3) =

[
πµLγ(b2)b2−2b2

]Q−α
b Υb(b)Υb(2α1)Υb(2α2)Υb(2α3)

Υb(α−Q)Υb(α2+3−1)Υb(α1+3−2)Υb(α1+2−3)
.

(2.119)

Òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè îáîáù¼ííîé Ìèíèìàëüíîé ìîäåëè áûëè âû÷èñëå-

íû â [80]. Ìû èìååì

CGMM
b̂

((α̂1)
0
σ, (α̂2)

0
σ, (α̂3)

0
σ)

def
=〈V̂ (σ)

(α̂1)0σ
(∞)V̂

(σ)
(α̂2)0σ

(1)V̂
(σ)

(α̂3)0σ
(0)〉, (2.120)

ãäå

CGMM
b̂

(α̂1, α̂2, α̂3) =

= A
Υb̂(α̂− b̂

−1 + 2b̂)Υb̂(α̂1+2−3 + b̂)Υb̂(α̂2+3−1 + b̂)Υb̂(α̂1+3−2 + b̂)

Υb̂(b̂)Υb̂(2α̂1 + b̂)Υb̂(2α̂2 + b̂)Υb̂(2α̂3 + b̂)
, (2.121)

à A = b̂b̂
−2−b̂2−1[γ(b̂2)γ(b̂−2 − 1)]1/2. Íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû â âûðàæåíèÿõ

äëÿ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé íå âàæíû äëÿ íàøåãî îáñóæäåíèÿ. Ìû ñîáèðàåì-

ñÿ îáúÿñíèòü, ÷òî (2.112) âûïîëíÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ìû ïîäõîäÿøèì

îáðàçîì íîðìèðóåì ïîëÿ Ψs
s;α(z, z̄)→ n(s)(α)Ψs

s;α(z, z̄).

Íèæå ìû äîêàçûâàåì ðàâåíñòâî (2.112) äëÿ ñëó÷àÿ ïîëåé Ψ0
0 ñ ïðîèçâîëü-

íûì p è äëÿ ñëó÷àÿ ïîëåé Ψs
s ñ p = 3.
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Òð¼õòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ 〈Ψ0
0;α1

Ψ0
0;α2

Ψ0
0;α3
〉 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p. Òåïåðü

ó íàñ åñòü âñå êîìïîíåíòû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàøó ãèïîòåçó.

Îáùåå óòâåðæäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì (ìû äëÿ ïðîñòîòû îïóñêàåì

àíòèãîëîìîðôíóþ ïåðåìåííóþ â îáîçíà÷åíèè âåðòåêñíîãî îïåðàòîðà ïðèìàð-

íîãî ïîëÿ)

C(p)
(0,0),(0,0),(0,0)(α1, α2, α3)n

(0)(α1)n
(0)(α2)n

(0)(α3) =

= CL((α1)0
1, (α

1)0
2, (α

1)0
3)

p∏
σ=2

CGMM((α̂)1)
0
σ, (α̂2)

0
σ, (α̂3)

0
σ), (2.122)

ãäå n0(α) � íîðìèðîâêà ïîëåé êîñåòíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ÿâíî âûïèñàíû â

Ïðèëîæåíèè I.1. Êàê ìû óæå ñêàçàëè, ãëàâíîå óòâðåæäåíèå ñîñòîèò â òîì,

÷òî ýòîò ôàêòîð n(0)(α) ìîæåò áûòü ïîãëîù¼í â íîðìèðîâêó ïîëåé êîñåòà

Ψ0
0;α(z). Ãëàâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2.122) çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëü-

çîâàíèè ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà, âûâåäåííîãî â Ïðèëîæåíèè H.1,

Υb1(α
0
1)∏p

σ=2 Υb̂σ
(α̂0

σ + b̂σ)
= κp(α)Υ

(p)
0 (α) , (2.123)

ãäå êîíñòàíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè κp(α) èìååò âèä

κp(α) =
b1Υb1(b1)

bΥb(b)
∏p−1

σ=1 Υb

(
σQp

)∏p
σ=2 Υb̂σ

(b̂σ)
×

×

(
(b1)

p−1
p (b1)2

p∏
σ=2

(b̂σ)
(σ−1)(p−σ+1)

p(b̂σ)2
−σ(p−σ)p (b̂σ)2

)∆0
0(α)

.

×òîáû óâèäåòü äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2.122), ñëåäóåò ñìîòðåòü

Ïðèëîæåíèå I.1.

Òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè 〈Ψs1
s1;α1

Ψs2
s2;α2

Ψs3
s3;α3
〉 äëÿ ñëó÷àÿ p = 3. Â íàñòî-

ÿùèé ìîìåíò ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ñëó÷àå p = 3. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì 5

íåíóëåâûõ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé ýòîãî òèïà Ψs
s

〈Ψ0
0Ψ

0
0Ψ

0
0〉, 〈Ψ0

0Ψ
1
1Ψ

1
1〉, 〈Ψ0

0Ψ
1
1Ψ

2
2〉, 〈Ψ1

1Ψ
1
1Ψ

1
1〉, 〈Ψ1

1Ψ
2
2Ψ

2
2〉,
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(çàìåòèì, ÷òî ìû îïóñòèëè ïàðàìåòðè÷åñêóþ è êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü

ïîëåé äëÿ ïðîñòîòû). Ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ p = 3 ìû íå ìîæåì âû-

áðàòü íîðìèðîâêó ëîêàëüíûõ ïîëåé êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, êî-

òîðàÿ îñòàâëÿåò íàñ òîëüêî ñ Υ-ôóíêöèÿìè âî âñåõ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèÿõ

îäíîâðåìåííî. Ìû íå äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîðìè-

ðîâêà ïîëåé êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, â êîòîðîé êàæäàÿ òð¼õòî÷å÷-

íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ òð¼õòî÷å÷íîé ôóíêöèè òåîðèè Ëèóâèëëÿ

è äâóõ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé îáîáù¼ííûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé. Âìåñòî

ýòîãî ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîé òð¼õòî÷å÷íîé ôóíêöèè â êîñåòíîé

êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ñóùåñòâóåò íîðìèðîâêà, â êîòîðîé ýòà òð¼õòî÷å÷-

íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ òð¼õòî÷å÷íîé ôóíêöèè òåîðèè Ëèóâèëëÿ

è äâóõ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé îáîáù¼ííûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà äëÿ Υ-ôóíêöèé èç Ïðèëîæåíèÿ H.2, ìû äîêàçûâàåì

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

C(3)
(s1,s1),(s2,s2),(s3,s3)(α1, α2, α3)n

(s1)(α1)n
(s2)(α2)n

(s3)(α3) =

= CL((α1)
s1
1 , (α2)

s2
1 , (α3)

s3
1 )

3∏
σ=2

CGMM((α̂1)
s1
σ , (α̂2)

s2
σ , (α̂3)

s3
σ ). (2.124)

Ìû ïðîâåðÿåì ôîðìóëû, ïðèâåä¼ííûå âûøå, â Ïðèëîæåíèè I.2.

Ìû àðãóìåíòèðóåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáùåå ïðàâèëî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p.

Åñëè ìû âîçüì¼ì òð¼õòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

C(p)
(s1,s1),(s2,s2),(s3,s3)(α1, α2, α3), òî ñóùåñòâóåò íîðìèðîâêà ïîëåé êîñåòíîé êîí-

ôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, â êîòîðîé ýòà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ïðî-

èçâåäåíèþ òð¼õòî÷å÷íîé ôóíêöèè òåîðèè Ëèóâèëëÿ è p − 1 òð¼õòî÷å÷íûõ

ôóíêöèé îáîáù¼ííûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé. ×òîáû áûòü êîíêðåòíûìè,

ìû òàêæå ïðîâåðèëè, ÷òî òàêèå æå òîæäåñòâà âûïîëíåíû äëÿ òð¼õòî÷å÷íûõ

ôóíêöèé êîñåòà â ñëó÷àå p = 4. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-

íèÿ, ïîäîáíûå (H.45).
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2.4 Ñòàòñóììû Íåêðàñîâà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñòðîåíèé

ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíñòàíòîííûõ ñòàòñóìì â N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êà-

ëèáðîâî÷íîé òåîðèè íà C2/Zp ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ. Ðàçëè÷íûì â ýòèõ ïîäõîäàõ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèå

ãðóïïû òîðà íà äàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ñòàòñóììû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòà-

òå ïðèìåíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ, äîëæíû áûòü ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé. Ïåðâóþ ðåàëèçàöèþ àëãåáðû A(2, p) ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïåðâûì

ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp. Êàñàòåëü-

íî âòîðîé ðåàëèçàöèè àëãåáðû A(2, p), òî êàêàÿ-ëèáî åãî ñâÿçü ñ ãåîìåòðè÷å-

ñêèìè êîíñòðóêöèÿìè íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíà.

2.4.1 Èíñòàíòîíû íà ALE ïðîñòðàíñòâå C̃2/Zp

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî C2/Zp íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ, íóæíî ðàññìîòðåòü

äàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèíãóëÿðíîñòüþ Xp = C̃2/Zp, êî-

òîðîå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ëîêàëüíî åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, èëè

ALE ïðîñòðàíñòâîì. Â ðàáîòàõ [24, 81] èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà âû÷èñëåíà

ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ
⊔
NM(Xp, r, N).

Â äàííîì ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ ìîæåò áûòü

ðàçáèòî íà p êàðò, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìû âû÷èñëÿåì ñòàòñóììó êàê íà

îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ íà C2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ

ñòàòñóììà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñóììó ïðîèçâåäåíèé ñòàòñóìì ïî îòäåëüíûì
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êàðòàì íà Xp, è äà¼òñÿ ôîðìóëîé

Zp,s
inst(~a, ε1, ε2|Λ) =

=
∑

n1,...,np−1∈Z
n0=np=0

Λ(ni+d
s
i )Cij(nj+d

s
j)

lvecp,s (a, n1, ..., np−1)

p∏
σ=1

ZC2

inst(~a
(σ)
s , ε

(σ)
1 , ε

(σ)
2 |Λ), s = 0, ..., p− 1,

(2.125)

ãäå ~a = (a,−a), ~a
(σ)
s = (a

(σ)
s ,−a(σ)

s ), è a
(σ)
s = a+(nσ+1 +dsσ+1)ε

(σ)
1 +(nσ+dsσ)ε

(σ)
2 ,

è ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè äàþòñÿ ôîðìóëàìè ε
(σ)
1 = (p− σ)ε1 − σε2, ε(σ)

2 =

(σ + 1− p)ε1 + (σ + 1)ε2. Ñäâèãè d
s
σ äàþòñÿ ôîðìóëîé (2.50)

dsσ =


1
pσ(p− s), åñëè σ 6 s

1
ps(p− σ), åñëè σ > s

, s = 0, .., p− 1, σ = 1, ..., p. (2.126)

À Cij ÿâëÿåòñÿ (p− 1)× (p− 1) ìàòðèöåé Êàðòàíà ïðîñòîé àëãåáðû Ëè Ap−1.

Â ðàáîòå [58] ïîñ÷èòàíà SU(2) èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà íà C2

ZC2

inst(~a, ε1, ε2|Λ) =

=
∑

(Y1,Y2)

Λ|Y1|+|Y2|
2∏

i,j=1

∏
s∈Yi

1

EYi,Yj(s|ai − aj)(ε1 + ε2 − EYi,Yj(s|ai − aj))
, (2.127)

ãäå |Y | � ïîëíîå ÷èñëî êëåòîê â äèàãðàììå Þíãà Y , s îáîçíà÷àåò êëåòêó

äèàãðàììû Þíãà Y , è

EY,W (a|s) = a− lW (s)ε1 + (aY (s) + 1)ε2, (2.128)

ãäå aY (s) è lY (s) � äëèíû ðóêè è íîãè ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü ÷èñëî êëåòîê

â Y ñïðàâà è ïîä êëåòêîé s ∈ Y .

Ôóíêöèè lvecp,s (a, n1, ..., np−1) íàçûâàþòñÿ ôàêòîðàìè ðàçäóòèÿ è áûëè âû-
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÷èñëåíû ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè â [81] è äàþòñÿ ôîðìóëàìè

lvecp,s (a, n1, ..., np−1) =

p−1∏
σ=0

g(σ)(2a(σ)
s , ε

(σ)
1 , ε

(σ)
2 , nσ + dsσ, nσ+1 + dsσ+1)×

× g(σ)(−2a(σ)
s , ε

(σ)
1 , ε

(σ)
2 ,−(nσ + dsσ),−(nσ+1 + dsσ+1)),

(2.129)

ãäå

g(σ)(a, e1, e2, µ, ν) =



∏
m>0,n6−1

σ(ν+m)6(σ+1)(µ+n)

(a+me1 + ne2), åñëè σν < (σ + 1)µ

1, åñëè σν = (σ + 1)µ∏
m6−1,n>0

σ(ν+m)>(σ+1)(µ+n)

(a+me1 + ne2), åñëè σν > (σ + 1)µ.

(2.130)

2.4.2 Êîìïàêòèôèêàöèÿ ïóò¼ì èíäóöèðîâàíèÿ äåéñòâèÿ Zp íà ïðî-

ñòðàíñòâå ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ íà C2

Äðóãîå ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì

ïîäíÿòèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû Zp èç C2/Zp íà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
⊔
NM(2, N)

íà C2. Ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé îáîçíà÷àåòñÿ

êàê
⊔
NM(2, N)Zp è åãî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íóìåðóþòñÿ ïàðàìè äèàãðàìì

Þíãà, ðàñêðàøåííûõ â p öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì, â èíñòàíòîííîé ñòàòñóììå,

ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ïîñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, ìû ñóììèðóåì

òîëüêî ïî ýòèì äèàãðàììàì è áåð¼ì òîëüêî îïðåäåë¼ííûå êëåòêè äèàãðàìì

Þíãà. Òàê æå, êàê è â ðàçäåëå 2.1, ìû ñóììèðóåì òîëüêî ïî íàáîðó ♦ ïàð

äèàãðàìì Þíãà (Y1, Y2)

♦ = {(Y1, Y2)|
r1

,
r2

, ](m )− ]( 0 ) = km}, (2.131)

ãäå r1 + i− jmod p � öâåò êëåòêè â Y1 ñ êîîðäèíàòàìè (i, j), à r2 + i− jmod p

� öâåò êëåòêè (i, j) â Y2 è ](m ), ]( 0 ) � ÷èñëî êëåòîê â (Y1, Y2) ñ öâåòàìè m è

0 ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàêæå ìû ââîäèì ôîðìóëó [56, 57, 35]

Zr1,r2(k1, ..., kp−1|~a, ε1, ε2|Λ) =

=
∑

(Y1,Y2)∈♦

Λ
|Y1|+|Y2|

p

2∏
i,j=1

∏̃
s∈Yi

1

EYi,Yj(s|ai − aj)(ε1 + ε2 − EYi,Yj(s|ai − aj))
, (2.132)

ãäå ïðîèçâåäåíèå
∏̃

èä¼ò òîëüêî ïî òåì s ∈ Yi, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

lYj(s) + aYi(s) + 1 ≡ rj − ri mod p. Ïîñëå ââåäåíèÿ âñåõ îáîçíà÷åíèé, ìû

ìîæåì âûïèñàòü ôîðìóëó äëÿ èíñòàíòîííîé ñòàòñóììû äëÿ âòîðîãî ïîñòðî-

åíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé

Zp,s
inst(~a, ε1, ε2|Λ) =

1∑
k1,...,kp−1=0

Λ−
1
2

∑p−1
i=1 (k2i−kiki+1+

2ki
p )+ks

2 Z0,s(k1, ..., kp−1|~a, ε1, ε2|Λ).

(2.133)

Â ðàáîòàõ [81, 82] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äâà âûðàæåíèÿ äëÿ èíñòàíòîííîé ñòàò-

ñóììû (2.125) è (2.133) ðàâíû äðóã äðóãó. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì

àðãóìåíòû â ïîëüçó ýòîãî ðàâåíñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ.

2.4.3 Áàçèñû â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ è ðàâåíñòâî èíñòàíòîí-

íûõ ñòàòñóìì

Äëÿ ñëó÷àåâ r = 2, p = 1 [83, 84] è r = 2, p = 2 [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè

áåç ìàòåðèè ðàâíà íîðìå âåêòîðà Óèòòåêåðà. Â óïîìÿíóòûõ ñëó÷àÿõ r = 2

è p = 1, 2 ýòîò âåêòîð Óèòòåêåðà îïðåäåë¼í êàê ñîáñòâåííûé âåêòîð âåðõíåé

íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðû àëãåáðû ñèììåòðèè (Âèðàñîðî â ñëó÷àå p = 1 è

Íåâü¼-Øâàðöà-Ðàìîíà â ñëó÷àå p = 2). Â ñèòóàöèèè ñ ïðîèçâîëüíûì p è

r = 2 àíàëîãîì àëãåáðû Âèðàñîðî è Íåâü¼-Øâàðöà-Ðàìîíà ÿâëÿåòñÿ êîñåò

ŝl(2)p × ŝl(2)n−p

ŝl(2)n
. (2.134)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p âåêòîð Óèòòåêåðà �

ýòî ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ âåðõíåé íèëüïîòåíòíîé ÷àñòè êîñåòà (2.134). Çà-

ìåòèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñòàëüíàÿ ÷àñòü àëãåáðû A(2, p) äåéñòâóåò

íóë¼ì íà ýòîò âåêòîð Óèòòåêåðà. Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî p ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñòàòñóììó êàê íîðìó âåêòîðà Óèòòåêåðà |W 〉

Zinst = 〈W |W 〉. (2.135)

Êàê áûëî óïîìÿíóòî âî Ââåäåíèè, ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà ñêîíñòðóèðî-

âàòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé U(r) êà-

ëèáðîâî÷íîé òåîðèè íà C2/Zp. È äëÿ êàæäîé êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà

ìîäóëåé èìååòñÿ áàçèñ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè äåéñòâèÿ òîðà. Òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü èíñòàíòîííóþ ñòàòñóììó, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

áàçèñ, ïðîíóìåðîâàííûé ðàñêðàøåííûìè äèàãðàììàìè Þíãà, êîòîðûé áûë

ÿâíî ïîñòðîåí â [41] äëÿ ñëó÷àåâ r = 1, 2 è p = 2, èëè ïðîíóìåðîâàííûé p íà-

áîðàìè èç r îáû÷íûõ äèàãðàìì Þíãà, êîòîðûé áûë ÿâíî ïîñòðîåí â [40, 20]

äëÿ r = 2 è p = 1, 2. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ r = 2 è ïðîèçâîëüíîãî p áà-

çèñ äëÿ îáåèõ êîìïàêòèôèêàöèé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé íå áûë ïîñòðîåí, ìû

ïðåäïîëàãàåì åãî ñóùåñòâîâàíèå.

Âñòàâëÿÿ ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé â êàæäîì áàçèñå â íîðìó âåêòîðà Óèò-

òåêåðà, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî ìåæäó èíñòàíòîííûìè ñòàòñóììàìè

äëÿ ÷èñòîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, âû÷èñëåííûìè äëÿ ðàçíûõ êîìïàêòèôè-

êàöèé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Çàìåòèì, ÷òî ìû óæå óñòàíîâèëè ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé â ðàçíûõ êîìïàêòè-

ôèêàöèÿõ, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ìåæäó äâóìÿ áàçèñàìè ãåîìåòðè÷åñêîãî

ïðîèñõîæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì êîìïàêòèôèêàöèÿì. Âèä ýòîãî ñî-

îòâåòñòâèÿ äà¼òñÿ ðàâåíñòâîì (2.59). Òàêèì îáðàçîì, áåðÿ áàçèñíûå âåêòî-

ðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì, ïðîíóìåðîâàííûì äèàãðàììàìè

Þíãà, ðàñêðàøåííûìè â p öâåòîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû è áåðÿ áàçèñíûå âåêòîðû,
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ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì â äðóãîé êîìïàêòèôèêàöèè, ïðîíó-

ìåðîâàííûì p íàáîðàìè èç r äèàãðàìì Þíãà è p− 1 r-ìåðíûìè âåêòîðàìè,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå âñòàâêè ïîëíîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé â íîðìó âåêòîðà

Óèòòåêåðà, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ èíñòàíòîííûå ñòàòñóììû â

ðàçíûõ êîìïàêòèôèêàöèÿõ.
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3 Ñïåêòð ILW èåðàðõèè â êîñåòíîé êîíôîðì-

íîé òåîðèè ïîëÿ

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì p-ïàðàìåòðè÷åñêóþ èíòåãðèðóåìóþ ñè-

ñòåìó, êîòîpaÿ èíòåðïîëèðóåò ìåæäó CS(r, p) è qKdV(r, p). À èìåííî, ìû

óòâåðæäàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

îïåðàòîðîâ Ik ∈ U(ĝl(p)r × G(r, p)) ñïèíîâ k = 1, 2, . . . , çàâèñÿùåå îò p äî-

ïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ (q1, . . . , qp), êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ñèñòåìîé CS(r, p)

ïðè (q1, . . . , qp) = (0, . . . , 0) è âûðîæäàåòñÿ äî qKdV(r, p) â ïðåäåëå

(q1, . . . , qp)→ (1, . . . , 1). (3.1)

Ìû íàçûâàåì ýòó èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó êâàíòîâîé ñèñòåìîé ïðîìåæóòî÷-

íûõ äëèííûõ âîëí òèïà (r, p) èëè qILW(r, p) äëÿ êðàòêîñòè. Ïðè÷èíà äëÿ

ýòîãî òà æå, ÷òî è âûøå: äëÿ p = 1 ýòà ñèñòåìà èçâåñòíà êàê êâàíòîâàÿ gl(r)

ñèñòåìà ïðîìåæóòî÷íûõ äëèííûõ âîëí.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáùèé ñïåêòð Ik ∈

U(ĝl(p)r×G(r, p)) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Áåòå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü

ýòè óðàâíåíèÿ, ìû ââåä¼ì òðè ôóíêöèè

S0(x) =
x+Q

x−Q
, S+(x) =

x− b
x+ b−1

, S−(x) =
x− b−1

x+ b
. (3.2)

Òîãäà, äëÿ äàííûõ r è p ïóñòü (N1, . . . , Np) áóäåò íàáîðîì íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë, à Ak(x) (k = 1, . . . , p) áóäåò íàáîðîì ïîëèíîìîâ ñòåïåíè dk

Ak(x) =

dk∏
j=1

(x+ iP
(k)
j ), (3.3)

òàêèõ, ÷òî
∑p

k=1 dk = r è
∑p

k=1

∑dk
j=1 P

(k)
j = 0. Âñå ýòè ïàðàìåòðû îïðåäåë¼í-

íûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò äàííûì ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ĝl(p)r × G(r, p).

À èìåííî, ÷èñëà (d1, . . . , dp) ïàðàìåòðèçóþò ñòàðøèé âåñ ĝl(p)r, íåïðåðûâíûå
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ïàðàìåòðû P
(k)
j ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ìîäàì áîçîííîãî ïîëÿ ϕ â (0.6) è íà-

áîð (N1, . . . , Np) ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ. Ñ êàæäûì Nk àññîöèèðóåòñÿ íàáîð

ïåðåìåííûõ

x
(k)
j , j = 1, . . . , Nk,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ x
(k)
j = x

(p+k)
j , Nk = Np+k. Òîãäà

íàøà ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî:

Ãèïîòåçà: Ñïåêòð qILW(r, p) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè àíçàòöà Áåòå

Ak

(
x

(k)
j −

Q
2

)
Ak

(
x

(k)
j + Q

2

) Nk∏
i=1

S0

(
x

(k)
j −x

(k)
i

)Nk+1∏
i=1

S+

(
x

(k)
j −x

(k+1)
i

)Nk−1∏
i=1

S−
(
x

(k)
j −x

(k−1)
i

)
= −qk,

(3.4)

äëÿ j = 1, . . . , Nk, k = 1, . . . , p.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü íàøó ãèïîòåçó áîëåå êîíêðåòíîé, íàì íóæíî

ñêîíñòðóèðîâàòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ Ik ÿâíî è óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó èõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è êîðíÿìè (3.4). Ñëîæíî ñäåëàòü ýòî â ìàê-

ñèìàëüíîé îáùíîñòè. Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îòäåëüíûå ñëó÷àè

íàøåé ãèïîòåçû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. À èìåííî, â ðàçäåëå 3.1 ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ñëó÷àé p = 1 è îáùåãî r, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò Wr àëãåáðàì, â

ðàçäåëå 3.2 ìû ðàññìàòðèâàåì "îðòîãîíàëüíîå" íàïðàâëåíèå: r = 1 è îáùåå

p, ñîîòâåòñòâóþùåå òåîðèè ñâîáîäíîãî ôåðìèîíà ĝl(p)1 è, íàêîíåö, â ðàçäåëå

3.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé p = r = 2, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò

NSR àëãåáðå Íåâü¼-Øâàðöà-Ðàìîíà.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Âî-ïåðâûõ, êàê îáúÿñíÿëîñü âûøå, ôèçè-

÷åñêè èíòåðåñíàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó (3.1). Â ýòîì ïðåäåëå ĝl(p)r

÷àñòü àëãåáðû ñèììåòðèè îòöåïëÿåòñÿ è ñèñòåìà (3.4) îïèñûâàåò ñïåêòð èíòå-

ãðàëîâ äâèæåíèÿ êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (0.3) (ñèñòåìà qKdV(r, p)).

Îäíàêî, äëÿ ÷èñëåííûõ öåëåé óäîáíî äåðæàòü ïàðàìåòðû qk (ïàðàìåòðû òâè-

ñòà) âäàëè îò êðèòè÷åñêîé îáëàñòè. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå ìåæ-
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äó êâàíòîâîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé òèïà ïðîìåæóòî÷íûõ äëèííûõ âîëí

è êâàíòîâîé êîãîìîëîãèåé [85, 86, 87, 88, 89]. Âûâîä óðàâíåíèé àíçàòöà Áåòå

(3.4) èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé. Ìû îáñóæäàåì ýòó

çàäà÷ó, òàêæå êàê è äðóãèå èíòåðåñíûå âîïðîñû, â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå

3.3.

3.1 Ñëó÷àé p = 1 è îáùåãî r: W-àëãåáðû

Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ĝl(1)r × G(r, 1) = H ×Wr. Àëãåáðà G(r, 1) =

Wr ïîðîæäàåòñÿ ãîëîìîðôíûìè òîêàìè T (z) è W (z) ñïèíà 2 è 3. Òîêè ñ

âûñøèìè ñïèíàìè îò 4 äî r âîçíèêàþò â îïåðàòîðíîì ðàçëîæåíèèW (z). Ìû

ôèêñèðóåìW (z) êàê îáû÷íî: ýòî ïðèìàðíîå ïîëå ñïèíà 3 íîðìèðîâàííîå êàê

W (ξ)W (z) =
c

3(ξ − z)6
+ . . . (3.5)

ñ c = (r − 1)(1 + r(r + 1)Q2) (ñì. (0.5)). Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ êîì-

ïîíåíòîâ ýòèõ òîêîâ äîâîëüíî ãðîìîçäêè. Äëÿ r = 3 èõ ìîæíî íàéòè â [46].

Àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà H çàäà¼òñÿ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (ìû ïî-

ëàãàåì a0 = 0 äëÿ óäîáñòâà)

[am, an] = mδm,−n. (3.6)

Ïðè ðàáîòå ñ Wr àëãåáðàìè óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ sl(r) àëãåáðû

Ëè: ek � ïðîñòûå êîðíè sl(r), ωk � ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà, hk �âåñà ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ρ �âåêòîð Âåéëÿ. Ìû îïðåäåëÿåì ñîñòîÿíèå

ñòàðøåãî âåñà |P〉, ãäå P � (r − 1)-êîìïîíåíòíûé èìïóëüñ, êàê ñîñòîÿíèå,

êîòîðîå óíè÷òîæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ àëãåáðû H ×Wr è ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì äëÿ ïîäàëãåáðû Êàðòàíà:

an|P〉 = Ln|P〉 = Wn|P〉 = · · · = 0 n > 0, (3.7)

L0|P〉 = ∆(P )|P〉, W0|P〉 = w(P)|P〉, . . . .
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Çäåñü Ln,Wn, . . . �êîìïîíåíòû òîêîâ T (z),W (z), . . . è (∆(P), w(P), . . . ) �

íåêîòîðûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé P , èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Âåéëÿ. Â ÷àñòíîñòè,

∆(P) =
1

2
(Q+ iP ,Q− iP) =

r(r2 − 1)Q2

24
+

1

2

r∑
k=1

P 2
k ,

ãäå Q = Qρ è Pk = (P , hk). (3.8)

Ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàðøåãî âåñà πP àëãåáðû H ⊕Wr ôîðìèðóåòñÿ èç |P〉 îïå-

ðàòîðàìè ðîæäåíèÿ. Åñëè èìïóëüñ P ïðîèçâîëüíûé, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî. ×èñëî ñîñòîÿíèé íà äàííîì óðîâíå N (ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ltotal
0 −∆) åñòü p(r,N), ãäå p(r,N) � ÷èñëî ðàçáèåíèé

÷èñëà N ïî r.

Ìû îïðåäåëÿåì ñèñòåìó èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ Ik ∈ U(H ⊕Wr), êîòîðàÿ

çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà q1 = q. Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà äâèæå-

íèÿ èìåþò âèä

I1 = L0 +
∞∑
k=1

a−kak −
c+ 1

24
, (3.9)

I2 =

√
r(r2 − 4)Q2

2
+ 2(r − 2)W0 + 2

∑
k 6=0

L−kak+

+ ir
√
rQ

∞∑
k=1

k
1 + qk

1− qk
a−kak +

1

3

∑
i+j+k=0

aiajak.

Îñòàâøèåñÿ èíòåãðàëû Ik ìîãóò áûòü â ïðèíöèïå îïðåäåëåíû èç óñëîâèÿ

âçàèìíîé êîììóòàòèâíîñòè ñ I1 è I2 (ñì. â [42] âûðàæåíèÿ äëÿ âûñøèõ èíòå-

ãðàëîâ äâèæåíèÿ äëÿ r = 2). Èíîãäà óäîáíî ïåðåïèñàòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

êàê ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Ê ïðèìåðó, ìû ìîæåì çàïèñàòü I2 êàê

I2 =
1

2π

∫ 2π

0

(√
r(r2 − 4)Q2

2
+ 2(r − 2)W (x) + 2T (x)J(x)+

+
ir
√
rQ

2
J(x)DJ(x) +

1

3
J(x)3

)
dx, (3.10)
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ãäå J(x) � U(1) òîê J(x) =
∑

k ake
−ikx è D � îïåðàòîð, ÷åé Ôóðüå-îáðàç åñòü

k 1+qk

1−qk .

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû (3.9).

Íàøà îáùàÿ ãèïîòåçà (3.4) ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîìó ñëó÷àþ óòâåðæäàåò, ÷òî

ñïåêòð (3.9) íà óðîâíå N äà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè àíçàòöà Áåòå

A
(
xi − Q

2

)
A
(
xi + Q

2

)∏
j 6=i

S(xi − xj) = q, for i = 1, . . . , N, (3.11)

ãäå

S(x) =
(x− b)(x− b−1)(x+Q)

(x+ b)(x+ b−1)(x−Q)
, A(x) =

r∏
k=1

(x+ iPk) .

Íà ñàìîì äåëå, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷íî è âûðà-

çèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Ik â òåðìèíàõ êîðíåé Áåòå. Ê ïðèìåðó,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà I2 äàþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

I2 ∼ Ivac2 + 2i
√
r

N∑
k=1

xk, (3.12)

ãäå Ivac2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèìàðíîãî ñîñòîÿíèÿ |P〉. Ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ïî-

ëèíîìàìè áîëüøåé ñòåïåíè (äðóãèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ r = 2

ìîãóò áûòü íàéäåíû â [42]).

Ïðîêîììåíòèðóåì ëîêàëüíûé ïðåäåë q → 1. Â ýòîì ïðåäåëå ãåéçåíáåð-

ãîâñêàÿ ÷àñòü àëãåáðû ñèììåòðèè îòöåïëÿåòñÿ è ñèñòåìà (3.11) îïèñûâàåò

ñïåêòð ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â Wr àëãåáðå èëè qKdV(r, 1) â íà-

øèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ èìåþò âèä

Ilocal1 = L0 −
c

24
, Ilocal2 = W0. (3.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäåë q → 1 èíòåãðàëà I2 èç (3.9) ôîðìàëüíî ñèíãóëÿ-

ðåí. Íà ñàìîì äåëå, ñèíãåëÿðíîñòü ñîêðàùàåòñÿ, åñëè îãðàíè÷èòü äåéñòâèå
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îïåðàòîðà I2 íà ïîäïðîñòðàíñòâà Wr ïîäàëãåáðû (íàáîð ñîñòîÿíèé |λ〉 ∈ πP :

an|λ〉 = 0 äëÿ n > 0). Íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Ilocal2 =
1√

r(r2−4)Q2

2 + 2(r − 2)
I2. (3.14)

Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ èíòåãðàëîâ Ik âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ìû òàêæå çàìå-

òèì, ÷òî äëÿ r = 1 íè÷åãî íå îñòà¼òñÿ îò àëãåáðû ñèììåòðèè â ëîêàëüíîì

ïðåäåëå. Òåõíè÷åñêè, ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî óðàâíåíèÿ àíçàò-

öà Áåòå (3.11) íå èìåþò ðåøåíèé äëÿ r = 1 è q = 1. Ìû òàêæå óïîìÿí¼ì,

÷òî ñïåêòð ñèñòåìû qKdV(2, 1) áûë ïîñ÷èòàí â [90] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîò-

âåòñòâèÿ ìåæäó îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è èíòå-

ãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè. Íàøè óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî íàïèñàíû â

ðàáîòå [90] (ñì. îáñóæäåíèå â [42]).

3.2 Ñëó÷àé r = 1 è îáùåãî p: ĝl(p)1 àëãåáðà

Â ýòîì ñëó÷àå G(1, p) = 0. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü àëãåáðû ñèììåòðèè ĝl(p)1

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà p êîìïëåêñíûìè ôåðìèîíàìè

ψa(x) =
∑
s

ψase
−isx, ψ̄a(x) =

∑
s

ψ̄ase
−isx, a = 1, . . . , p, (3.15)

ñ àíòèêîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

{ψas , ψbr} = {ψ̄as , ψ̄br} = 0, {ψas , ψ̄br} = δa,bδr,−s. (3.16)

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü ñåêòîð Íåâü¼-Øâàðöà, òî åñòü s, r ∈ Z + 1
2 .

Ïðåäñòàâëåíèå ñòàðøåãî âåñà F ôåðìèîííîé àëãåáðû (3.16) ïîëó÷àåòñÿ îáû÷-

íûì îáðàçîì èç âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ |0〉, îïðåäåëÿåìîãî ψas |0〉 = ψ̄as |0〉 = 0

äëÿ s > 0. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åñòåñòâåííî ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

F = ⊕Fl, ãäå Fl � ôåðìèîííûé ôîêîâñêèé ìîäóëü çàðÿäà l

Fl = Span

{
p∏

a=1

ψa−sa1 . . . ψ
a
−sana

ψ̄a−ra1 . . . ψ̄
a
−rama
|0〉 :

p∑
a=1

na −
p∑

a=1

ma = l

}
. (3.17)
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Êàæäûé ôîêîâñêèé ìîäóëüFl ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì ĝl(p)1.

Âñå îíè èçîìîðôíû äðóã äðóãó. Äëÿ ïðîñòîòû, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî F0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé ãèïîòåçîé, ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà â

U(ĝl(p)1), êîòîðàÿ çàâèñèò îò p âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ q1, . . . , qp, ÷åé ñòïåêòð

îïèñûâàåòñÿ (3.4). Áóäåò óäîáíî ââåñòè îñòàëüíûå ïàðàìåòðû q è α1, . . . , αp−1

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

q1 =
q

α1 . . . αp−1
, q2 = α1, . . . , qp = αp−1. (3.18)

Òîãäà ïåðâûå äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ íàøåé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû åñòü

(çäåñü :: îáîçíà÷åò óïîðÿäî÷åíèå Âèêà)

I1 =
1

2π

∫ 2π

0

: ψ̄a∂ψa : dx,

I2 =
1

2π

∫ 2π

0

:

(
i(b− b−1)

2
ψ̄a∂2ψa+

+
iQ

2p
:
(
∂ψaψ̄a + ∂ψ̄aψa

)
: H : ψ̄bψb : +

iQ

2p
: ψ̄aψb : Dab : ψ̄bψa :

)
: dx,

(3.19)

ãäå Ôóðüå-îáðàçû îïåðàòîðîâ H è Dab åñòü

H(k) = sgn(k), (3.20)

Dab(k) = k
1 + αa . . . αb−1 q

k

1− αa . . . αb−1 qk
äëÿ a 6 b and Dba(k) = Dab(−k),

è ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììà ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Â ïðèíöèïå, ìîæíî

íàéòè âûñøèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ èç óñëîâèÿ âçàèìíîé êîììóòàòèâíîñòè ñ

I1 è I2, íî èõ ÿâíàÿ ôîðìà áîëåå ãðîìîçäêàÿ.

Ïðîñòðàíñòâî F0 èìååò åñòåñòâåííóþ ãðàäèóðîâêó: óðîâåíü N è ôåðìè-

îííûå ÷èñëà νa îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

N =

p∑
a=1

( na∑
i=1

sai +

ma∑
j=1

raj
)
, νa = na −ma. (3.21)

Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïðîñòðàíñòâî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó F0 =
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⊕F (N,~ν)
0 , ãäå

F (N,~ν)
0 = Span

{
p∏

a=1

ψa−sa1 . . . ψ
a
−sana

ψ̄a−ra1 . . . ψ̄
a
−rama
|0〉 :

p∑
a=1

( na∑
i=1

sai +

ma∑
j=1

raj
)

= N,

na −ma = νa

}
. (3.22)

ßñíî, ÷òî èíòåãðàëû Ik ñîõðàíÿþò ãðàäóèðîâêè. Òàêèì îáðàçîì, íàøà ñïåê-

òðàëüíàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ âî ìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çà-

äà÷ íà F (N,~ν)
0 . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñïåêòð íà F (N,~ν)

0 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè-

ÿìè àíçàòöà Áåòå (3.4) ñ

A1(x) = x, A2(x) = · · · = Ap(x) = 1, Nk = N +
k−1∑
a=1

νa. (3.23)

Â ÷àñòíîñòè, ñïåêòð èíòåãðàëà I2 äà¼òñÿ ñóììîé

I2 ∼
2i

p

N1∑
j=1

x
(1)
j . (3.24)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå (q1, . . . , qp) → (0, . . . , 0) èíòåãðàë I2 ñîâïàäàåò ñ

ãàìèëüòîíèàíîì ñïèíîâîé ìîäåëè Êàëîäæåðî [54], íàïèñàííîé âî âòîðè÷íî-

êâàíòîâàííîì âèäå (ñì. [91]). Ìîæíî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñïåêòð âûðîæäåí â

ýòîì ïðåäåëå. Ïðè÷èíà ýòîãî âûðîæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíà èç [92]: èíòåãðà-

ëû äâèæåíèÿ ñïèíîâîé ìîäåëè Êàëîäæåðî êîììóòèðóþò ñ ÿíãèàíîì Y (gl(p)).

Ìû íå ìîæåì ïîíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ÷àñòüþ ýòîé ñèììåòðèè, êîòîðàÿ âû-

æèâàåò ïðè âîçìóùåíèè (âêëþ÷åíèè ïàðàìåòðîâ qk).

3.3 Ñëó÷àé r = p = 2: êâàíòîâàÿ ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ñè-

ñòåìà Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà

Çäåñü, äëÿ ïðîñòîòû, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ëîêàëüíûé ñëó÷àé q1 =

q2 = 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé ãèïîòåçîé ĝl(2)2 ÷àñòü àëãåáðû (0.8) îòöåï-

ëÿåòñÿ â ýòîì ïðåäåëå. Òîãäà ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî G(2, 2) = NSR,
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ãäå NSR � ñóïåðêîíôîðìíàÿ àëãåáðà (àëãåáðà Íåâü¼-Øâàðöà-Ðàìîíà). Ýòà

àëãåáðà ãåíåðèðóåòñÿ òîêàìè T (z) è G(z) ñïèíîâ 2 è 3/2. Èõ êîìïîíåíòû Ln

è Gr óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

= (n−m)Ln+m +
c

8
(n3 − n)δn+m,0,

{Gr, Gs} = 2Lr+s +
1

2
c (r2 − 1

4
)δr+s,0, [Ln, Gr] =

(
1

2
n− r

)
Gn+r,

(3.25)

ãäå ñîãëàñíî (0.5): c = 1+2Q2. Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñåêòîð Íåâü¼-

Øâàðöà, òàê ÷òî èíäåêñû r è s â (3.25) ïðèíèìàþò ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ.

Ïðåäñòàâëåíèå ñòàðøåãî âåñà πP (3.25) îïðåäåëÿåòñÿ âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì

|P 〉

Ln|P 〉 = Gr|P 〉 = 0 äëÿ n, r > 0, L0|P 〉 = ∆(P )|P 〉, (3.26)

ãäå ∆(P ) = 1
2

(
Q2

4 + P 2
)
, è ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà

L−n1 . . . L−nkG−s1 . . . G−sl|P 〉, ãäå n1 ≥ n2 . . . , s1 > s2 > . . . (3.27)

Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ êâàíòîâîé ñóïåðñèì-

ìåòðè÷íîé ñèñòåìîé Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà [93], ÷üè ëîêàëüíûå èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ èìåþò âèä8

I1 =
1

2π

∫ 2π

0

Tdx, I3 =
1

2π

∫ 2π

0

(
T 2 +

i

4
GG′

)
dx, . . . . . . (3.28)

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ êâàíòîâîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû Êîðòåâåãà-

äå-Ôðèçà áûëà ðàññìîòðåíà â [95, 96]. Ìû ïðåäëàãàåì äðóãîé ïîäõîä â òîé

æå çàäà÷å. Äëÿ íàñ áóäåò âàæíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêæå íàáîð íåëîêàëüíûõ

èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ öåëûì ñïèíîì, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ ëîêàëüíûìè.

Ïåðâûé èç íèõ èìååò âèä

Ĩ1 =
1

2π

∫ 2π

0

(
G∂−1G

)
dx. (3.29)

8Çäåñü âñå ïîëÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûìè àíàëèòè÷åñêè. Ñì., íàïðèìåð, [94].
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Âûðàæåíèÿ äëÿ âûñøèõ íåëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ èçâåñòíû òîëüêî â êëàñ-

ñè÷åñêîì ïðåäåëå [97], íî íåò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ìîæíî íàéòè êâàíòîâûå

àíàëîãè.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñïåêòð êâàíòîâîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû

Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà â ñåêòîðå Íåâü¼-Øâàðöà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè àí-

çàòöà Áåòå (3.4) ñ p = r = 2, q1 = q2 = 1 è

A1(x) = x2 + P 2, A2(x) = 1. (3.30)

Òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ óðîâíÿ

N =
∑

k nk+
∑

r sr â (3.27), êîòîðîå ìîæåò áûòü êàê öåëûì, òàê è ïîëóöåëûì.

À èìåííî, ìû ïîëó÷àåì

• Äëÿ öåëûõ N ìû áåð¼ì N1 = N2 = N â (3.4). Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ îïåðàòîðà I3 + 9
16i Ĩ1 äàþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

I3 +
9

16
i Ĩ1 ∼ Ivac3 (∆ +N) + 4N∆ + 2N(N − 2) + 6

N∑
k=1

(x
(1)
k )2. (3.31)

• Äëÿ ïîëóöåëûõ N ìû áåð¼ì N1 = N + 1
2 , N2 = N − 1

2 â (3.4), òîãäà

I3 −
15

16
i Ĩ1 ∼ Ivac3 (∆ +N) + 4

(
N +

3

2

)
∆ + 2

(
N +

3

2

)(
N − 1

2

)
+

+ 6

N+ 1
2∑

k=1

(x
(1)
k )2, (3.32)

çäåñü Ivac3 (∆) �ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íà ïðèìàðíîì ñîñòîÿíèè. Ìû çàìå÷à-

åì çäåñü ÿâëåíèå, êîòîðîå íå èìåëî ìåñòà â ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ ïåðåä

ýòèì. À èìåííî, òîëüêî ñïåöèàëüíûå êîìáèíàöèè ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ

èíòåãðàëîâ ëâèæåíèÿ èìåþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëèíîìèàëüíî

çàâèñÿò îò êîðíåé Áåòå. Íà íèæíèõ óðîâíÿõ ìû îáíàðóæèâåì, ÷òî ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ I3 ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ñèììåòðè÷íû-

ìè ôóíêöèÿìè x
(1)
k , íî èõ îáùèé âèä íåèçâåñòåí.
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàâåðøåíèå äàííîé ðàáîòû ìû õîòåëè áû åù¼ ðàç êðàòêî îïèñàòü ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî âîïðîñîâ,

îñòàâøèõñÿ îòêðûòûìè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äàííîé ðàáîòû óñòàíàâëèâàåò ÿâíûé âèä ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-

äó SU(2) ñòàòñóììîé Íåêðàñîâà íà C2/Z4 è ÷åòûð¼õòî÷å÷íûìè êîíôîðìíû-

ìè áëîêàìè â S è D ìîäóëÿõ S3 ïàðàôåðìèîííîé àëãåáðû. Ýòî ñîîòâåòñòâèå

ìîæåò áûòü ñõåìàòè÷íî çàïèñàíî êàê Zinstanton(z) = (1− z)A4Fconformal block(z).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷åòûð¼õòî÷å÷íûå êîñåòíûå êîíôîðìíûå áëîêè çà-

âèñÿò îò ðàçìåðíîñòåé ïðèìàðíûõ ïîëåé â êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è ïàðà-

ìåòðà P , êîòîðûé îáîçíà÷àåò ïðîìåæóòî÷íûé ïàðàìåòð â êîíôîðìíîì áëîêå.

Êàê îáû÷íî, êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè ∆i ïàðàìåòðèçóþòñÿ èìïóëüñàìè Pi

êàê ∆i = 1
p(
Q2

4 − P
2
i ). Òàêèì îáðàçîì, êîñåòíûå êîíôîðìíûå áëîêè ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ P 2
i è P , òî åñòü Fconformal block = f(P 2

i , P |z). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èíñòàíòîííàÿ ñòàòñóììà íà C2/Zp ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ

Pi, P . Ìû ïðîäåëàëè ÿâíûå ïðîâåðêè äëÿ ñëó÷àåâ p = 2, ..., 7, ÷òî êîìáèíàöèÿ

(1− z)−ApZ(p)
instanton(Pi, P |z) = φ(P 2

i , P |z),

ãäå φ �íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò P 2
i , à íå îò Pi! Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå

Z(p)
instanton(Pi, P |z) = (1− z)ApFconformal block(∆i, P |z)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ p (Ap = 2
p(Q/2 + P2)(Q/2− P3)).

Âî âòîðîé ãëàâå íàøåé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà A(2, p) è å¼ ñâÿçü

ñ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé U(2) èíñòàíòîíîâ â N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé

êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ïîëÿ íà C2/Zp. Â íà÷àëå ìû íàøëè ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ àáåëåâîé ãðóïïû (òîðà) íà ïðîñòðàí-

ñòâå ìîäóëåé U(2) èíñòàíòîíîâ íà C2/Zp. Äàëåå ìû ðàññìîòðåëè äâå ðåà-
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ëèçàöèè àëãåáðû A(2, p), îòâå÷àþùèå äâóì ðàçíûì êîìïàêòèôèêàöèÿì ïðî-

ñòðàíñòâà ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ. Ìû âû÷èñëèëè õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé

àëãåáðû A(2, p) â ýòèõ äâóõ ðåàëèçàöèÿõ è âûâåëè ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå

èõ äðóã ñ äðóãîì è ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íà ïðî-

ñòðàíñòâå ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ. Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ, êîòîðûå

ñâÿçûâàþò òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè â êîíôîðìíûõ òåîðèÿõ ïîëÿ ñ àëãåáðàìè

ñèììåòðèè, ïðåäñòàâëåííûìè äâóìÿ ðàçíûìè ðåàëèçàöèÿìè àëãåáðû A(2, p).

Óñòàíîâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ ðåàëèçàöèÿìè àëãåáðû A(2, p) è

ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé U(2) èíñòàíòîíîâ â N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êà-

ëèáðîâî÷íîé òåîðèè ïîëÿ íà C2/Zp ïîçâîëèëè íàì òàêæå íàïèñàòü ôîðìóëû,

ñâÿçûâàþùèå èíñòàíòîííûå ñòàòñóììû, îòâå÷àþùèå ðàçíûì êîìïàêòèôèêà-

öèÿì ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé èíñòàíòîíîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå íàøåé ðàáîòû ìû èçó÷èëè ñïåêòð ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ â êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (0.3). Íà ñàìîì äåëå, ìû çàìå-

òèëè, ÷òî äîâîëüíî åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü êîñåòíóþ àëãåáðó G(r, p) àëãåáðîé

ĝl(p)r. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â

óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðå, ïðè ýòîì ýòà ñèñòåìà èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ çàâèñèò îò p âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ. Ìû íàçâàëè ýòó ñèñòåìó qILW(r, p)

ñèñòåìîé è âûäâèíóëè óòâåðæäåíèå, ÷òî å¼ ñïåêòð äà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè àí-

çàòöà Áåòå (3.4). Ìû ïðîâåðèëè íàøó ãèïîòåçó äëÿ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé r è

p. Ñäåëàåì íåñêîëüêî êîììåíòàðèåâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ âàæíûìè.

1. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ÿñíî, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, ðàññìîòðåííàÿ

â íàøåé ðàáîòå, ïðîèñõîäèò îò îïðåäåë¼ííîé R-ìàòðèöû ñ ïàðàìåòðàìè

òâèñòà qk. Îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê R−ìàòðèöà äëÿ ÿíãèàíà

Y (ĝl(p)) [98]. ×òî íåèçâåñòíî, òàê ýòî öåïî÷êà ðàññóæäåíèé, ïðèâîäÿ-

ùàÿ îò ýòîé R−ìàòðèöû ê óðàâíåíèÿìè Áåòå (3.4). Äðóãèìè ñëîâàìè,

ìû íå çíàåì, êàê âûâåñòè àíçàòö Áåòå (àëãåáðàè÷åñêèé, ôóíêöèîíàëü-

íûé èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé) â ýòîì ñëó÷àå.
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2. Êàê ìû îáúÿñíèëè âî Ââåäåíèè, îïèñàíèå êîñåòíîé êîíôîðìíîé òåîðèè

ïîëÿ (0.3) ñ ïîìîùüþ êèðàëüíîé àëãåáðû ñëèøêîì ñëîæíî äëÿ àíàëè-

çà èç-çà ïðèñóòñòâèÿ òîêîâ ñ íåàáåëåâîé ìîíîäðîìèåé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

ñóùåñòâóåò îïèñàíèå òîé æå êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ëî-

êàëüíîé ñèììåòðèè. Òàêîå îïèñàíèå áûëî íàéäåíî â [99, 100] äëÿ r = 2.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êèðàëüíàÿ àëãåáðà ãåíåðèðóåòñÿ òîêîì W ñïèíà 4

è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â òåðìèíàõ òð¼õ áîçîííûõ ïîëåé. Îäíî èç

ïðåèìóùåñòâ ýòîãî îïèñàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî íåïðåðûâíî ïî îáî-

èì ïàðàìåòðàì êîñåòà (0.3). Â íàøåì ïîäõîäå îäèí èç ïàðàìåòðîâ êî-

ñåòà (0.3) ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ öåëûì (ìû ñ÷èòàåì p öåëûì è

n íåïðåðûâíûì). Áûëî áû èíòåðåñíî íàéòè ñïîñîá îáîáùèòü óðàâíå-

íèÿ àíçàòöà Áåòå (3.4) äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé p. Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð

ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â òð¼õïîëåâîé òåîðèè (òàêæå èçâåñò-

íîé êàê ìîäåëü Ôàòååâà) áûë âû÷èñëåí â [101, 102] ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè è èíòåãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè. Ñâÿçü ìåæäó ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó

îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è èíòåãðèðóåìûìè

ìîäåëÿìè è íàøèì ïîäõîäîì íå ÿñíà.

Â çàêëþ÷åíèå íåîáõîäèìî ïðîêîììåíòèðîâàòü åù¼ ðàç ôèçè÷åñêóþ ìîòè-

âàöèþ ê èçó÷åíèþ ðàññìîòðåííûõ êîñåòíûõ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ ñ òî÷êè

çðåíèÿ ÀÃÒ ñîîòâåòñòâèÿ. Êàê áûëî óêàçàíî âî Ââåäåíèè, èññëåäîâàíèå ÀÃÒ

ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ êîñåòíûõ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ è N = 2 ñóïåðñèììåò-

ðè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé ïîëÿ íà C2/Zp ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïîìî÷ü â

ïîíèìàíèè è âû÷èñëåíèè âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîñòîÿíèé â äðîáíîì êâàíòîâîì

ýôôåêòå Õîëëà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëó÷àé êîñåòà ñ öåëûìè óðîâíÿìè àôôèííûõ àëãåáð Ëè, ðàññìîòðåí-

íûé â äèññåðòàöèè îáùèé ñëó÷àé ìîæåò áûòü îáîáù¼í è íà ñèòóàöèþ, êîãäà

âñå óðîâíè êîñåòà öåëûå [5]. Ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèè êîñåòíûå êîíôîðì-
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íûå òåîðèè ïîëÿ ñ àëãåáðîé A(r, p) îïèñûâàþò r íåàáåëåâû ñïèí-ñèíãëåòíûå

ñîñòîÿíèÿ â äðîáíîì êâàíòîâîì ýôôåêòå Õîëëà, î êîòîðûõ ìîæíî óçíàòü â

[69, 71]. Ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíñòàí-

òîííûìè ñòàòñóììàìè â ðàçíûõ êîìïàêòèôèêàöèÿõ ìîãóò ïðèâåñòè ê àíà-

ëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè â ýôôåêòå Õîëëà.

Â öåëîì, ìîæåì êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî èçó÷åíèå êîíôîðìíûõ áëîêîâ êîñåò-

íûõ êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ÀÃÒ ñîîòâåòñòâèÿ ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ À.Â. Ëåîíèäîâà çà íà-

ó÷íîå ðóêîâîäñòâî, ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è äåÿòåëüíóþ ïîääåðæêó íà ïðî-

òÿæåíèè âñåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû. Òàêæå àâòîð õîòåë áû

îñîáî îòìåòèòü âêëàä â íàñòîÿùóþ ðàáîòó ñâîèõ ñîàâòîðîâ � À.À. Áåëàâèíà,

À.Â. Ëèòâèíîâà è Ã.Ì. Òàðíîïîëüñêîãî. Ê òîìó æå àâòîð âûðàæàåò èñêðåí-

íþþ áëàãîäàðíîñòü À.Á. Çàìîëîä÷èêîâó, Ñ.Ë. Ëóêüÿíîâó, Â.À. Ôàòååâó, ß.Ï.

Ïóãàþ, Ì.Þ. Ëàøêåâè÷ó è îñîáåííî Ì.À. Áåðøòåéíó çà èíòåðåñíûå è ñîäåð-

æàòåëüíûå äèñêóññèè.
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Ïðèëîæåíèÿ

A Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â S-ìîäóëå

ÏóñòüW
(s)
α (z) �ñîñòîÿíèå ñòàðøåãî âåñà â S-ìîäóëå, è V

(s)±
α (z) = G±−1/3W

(s)
α (z)

� åãî ïåðâûé äðîáíûé ïîòîìîê. Â ðàáîòå [60] ìîæíî íàéòè îïåðàòîðíûå ðàç-

ëîæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ T (z) èG±(z) ñ âåðøèííûìè îïåðàòîðàìè â S-ìîäóëå

T (u)W (s)
α (z) =

∆
(s)
α

(u− z)2
W (s)

α (z) +
1

u− z
∂W (s)

α (z) + · · · , (A.1)

T (u)V (s)±
α (z) =

∆
(s)
α + 1

3

(u− z)2
V (s)±
α (z) +

1

u− z
∂V (s)±

α (z) + · · · , (A.2)

G±(u)W (s)
α (z) =

1

u− z
V (s)±
α (z) + · · · , (A.3)

G±(u)V (s)±
α (z) =

λ±

2(u− z)
4
3

V (s)∓
α (z)+ (A.4)

+
1

(u− z)
1
3

(
λ±

3∆
(s)
α + 1

∂V (s)∓
α (z) + Ṽ (s)∓

α (z)

)
+ · · · ,

G±(u)V (s)∓
α (z) =

∆
(s)
α

(u− z)
5
3

W (s)
α (z) +

1

(u− z)
2
3

(
1

2
∂W (s)

α (z)± W̃ (s)
α (z)

)
· · · ,

(A.5)

ãäå âåðøèííûå îïåðàòîðû W̃
(s)
α (z) è Ṽ (s)±(z) ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì

|W̃ (s)
α 〉 =

(
G+
− 2

3

G−− 1
3

−G−− 2
3

G+
− 1

3

)
|W (s)

α 〉, (A.6)

|Ṽ (s)±〉 = G∓−1|V (s)∓
α 〉 − λ∓

3hs + 1
L−1|V (s)±

α 〉. (A.7)

Òîãäà ïî ïðè÷èíå òîãî ôàêòà, ÷òî îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ (A.1), (A.2) è

(A.3) ñîäåðæàò òîëüêî öåëûå ñòåïåíè, ëåãêî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîì-
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ìóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[Lm,W
(s)
α (z)] =

∮
z

du

2πi
um+1T (u)W (s)

α (z) = (A.8)

=

∮
z

du

2πi
um+1

( ∆
(s)
α

(u− z)2
W (s)

α (z) +
1

u− z
∂W (s)

α (z) + · · ·
)

=

= zm∂W (s)
α (z) + (m+ 1)∆(s)

α W
(s)
α (z),

[Lm, V
(s)±
α (z)] =

∮
z

du

2πi
um+1T (u)V (s)±

α (z) = (A.9)

=

∮
z

du

2πi
um+1

(∆
(s)
α + 1

3

(u− z)2
V (s)±
α (z) +

1

u− z
∂V (s)±

α (z) + · · ·
)

=

= zm∂V (s)±
α (z) + (m+ 1)

(
∆(s)
α +

1

3

)
V (s)±
α (z),

[G±r ,W
(s)
α (z)] =

∮
z

du

2πi
ur+

1
3G±(u)W (s)

α (z) = (A.10)

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(V (s)±
α (z)

u− z
+ . . .

)
= zr+

1
3V (s)±

α (z).

Õîòÿ ïî ïðè÷èíå ïðèñóòñòâèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé â îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèÿõ

(A.4) è (A.5) íåâîçìîæíî âûâåñòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåðøèí-

íûõ îïåðàòîðîâ, òåì íå ìåíåå âîçìîæíî âûâåñòè îáîáù¼ííûå êîììóòàöèîí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ ïî àíàëîãèè ñ ìîäàìè G±(u). ×òîáû ýòî ñäåëàòü, ðàññìîò-

ðèì èíòåãðàë ñ p ∈ Z ñ òî÷êàìè z è 0 âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ∮
incl.z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)V (s)±

α (z) = (A.11)

=
+∞∑
l=0

C
(p+ 1

3)
l zl

∮
du

2πi
ur+p+

2
3−lG±(u)V (s)±

α (z) =

=
+∞∑
l=0

C
(p+ 1

3)
l zlG±

r+p−l+ 1
3

V (s)±
α (z) = (for p = −1)

=
+∞∑
l=0

C
(− 2

3)
l zlG±

r−l− 2
3

V (s)±
α (z).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü ðàçäåë¼í íà èíòåãðàë âîêðóã

òî÷êè z, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ (A.4), è
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èíòåãðàë âîêðóã 0 ñ z âíóòðè êîíòóðà∮
incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)V (s)±

α (z) = (A.12)

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)V (s)±

α (z) +

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)V (s)±

α (z).

Ìû âûïîëíÿåì äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ p = −1. Ïåðâûé èíòåãðàë ñ

ïðàâîé ñòîðîíû ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíîãî

ðàçëîæåíèÿ (A.4)∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)−

2
3G±(u)V (s)±

α (z) =

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(
λ±

2(u− z)2
V (s)∓
α (z)+

+
1

u− z

( λ±

3∆
(s)
α + 1

∂V (s)∓
α (z) + Ṽ (s)∓

α (z)
)

+ · · ·
)

=

= zr−
2
3
λ±

2

(
r +

1

3

)
V (s)∓
α (z) + zr+

1
3

( λ±

3hs + 1
∂V (s)∓

α (z) + Ṽ (s)∓
α (z)

)
. (A.13)

Âòîðîé èíòåãðàë ñ ïðàâîé ñòîðîíû äîëæåí âû÷èñëÿòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

àáåëåâîé ïåðåñòàíîâêè G± è V ±s , ÷òî äà¼ò ìíîæèòåëü e
2iπ
3∮

excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)V (s)±

α (z) = (A.14)

= eiπ(p+
1
3)e

2iπ
3

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (z − u)p+

1
3V (s)±

α (z)G±(u) =

= (−1)p+1

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (z − u)p+

1
3V (s)±

α (z)G±(u) =

= (−1)p+1
+∞∑
l=0

C
(p+ 1

3)
l zp−l+

1
3

∮
excl z

du

2πi
ur+l+

1
3V (s)±

α (z)G±(u) =

= (−1)p+1
+∞∑
l=0

C
(p+ 1

3)
l zp−l+

1
3V (s)±

α (z)G±r+l = (for p = −1)

=
+∞∑
l=0

C
(− 2

3)
l z−l−

2
3V (s)±

α (z)G±r+l.
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Îáúåäèíÿÿ (A.11), (A.13) è (A.14), ìû ìîæåì çàïèñàòü îáîáù¼ííûå êîììó-

òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ p = −1

+∞∑
l=0

C
(− 2

3 )

l

(
zlG±

r−l− 2
3

V (s)±
α (z)− z−l−

2
3V (s)±

α (z)G±r+l

)
=

= zr−
2
3
λ±

2

(
r +

1

3

)
V (s)∓
α (z) + zr+

1
3

(
λ±

3hs + 1
∂V (s)∓

α (z) + Ṽ (s)∓
α (z)

)
, (A.15)

ãäå ïîòîìîê V
(s)±
α (z) äà¼òñÿ ôîðìóëîé (A.7).

Òîãäà ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè Z3-çàðÿäàìè∮
incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

2
3G±(u)V (s)∓

α (z) = (A.16)

=
+∞∑
l=0

C
(p+ 2

3)
l zl

∮
incl z

du

2πi
ur+p+1−lG±(u)V (s)∓

α (z) =

=
+∞∑
l=0

C
(p+ 2

3)
l zlG±

r+p−l+ 2
3

V (s)∓
α (z) = (for p = −1)

=
+∞∑
l=0

C
(− 1

3)
l zlG±

r−l− 1
3

V (s)∓
α (z).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü ðàçäåë¼í íà èíòåãðàë âîêðóã

òî÷êè z, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ (A.5), è

èíòåãðàë âîêðóã 0 ñ z âíå ýòîãî êîíòóðà∮
incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

2
3G±(u)V (s)∓

α (z) =

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u−z)p+

2
3G±(u)V (s)∓

α (z)+

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u−z)p+

2
3G±(u)V (s)∓

α (z).

(A.17)

×òîáû âû÷èñëèòü ïåðâûé ÷ëåí ñ ïðàâîé ñòîðîíû (A.17), ìû èñïîëüçóåì îïå-
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ðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (1.21) (ìû ñíîâà ïîëàãàåì p = −1)∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)−

1
3G±(u)V (s)∓

α (z) =

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(
∆

(s)
α

(u− z)2
W (s)

α (z)+

+
1

u− z

(
∂W (s)

α (z)± W̃ (s)
α (z)

)
+ · · ·

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)
∆(s)
α W

(s)
α (z) + zr+

1
3

(
1

2
∂W (s)

α (z)± W̃ (s)
α (z)

)
. (A.18)

Àáåëåâà ïåðåñòàíîâêà ïîëåé G±(u) è V (s)∓(z) äà¼ò ìíîæèòåëü e−
2iπ
3∮

excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

2
3G±(u)V (s)∓

α (z) = (A.19)

= eiπ(p+
2
3)e−

2iπ
3

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (z − u)p+

2
3V (s)∓

α (z)G±(u) =

= (−1)p
∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (z − u)p+

2
3V (s)∓

α (z)G±(u) =

= (−1)p
+∞∑
l=0

C
(p+ 2

3)
l zp−l+

2
3

∮
excl z

du

2πi
ur+l+

1
3V (s)∓

α (z)G±(u) =

= (−1)p
+∞∑
l=0

C
(p+ 2

3)
l zp−l+

2
3V (s)∓

α (z)G±r+l = (for p = −1)

= −
+∞∑
l=0

C
(− 1

3)
l z−l−

1
3V (s)∓

α (z)G±r+l.

Ïîñëå ýòîãî, îáúåäèíÿÿ (A.16), (A.18) è (A.19), ìû ìîæåì íàïèñàòü îáîáù¼í-

íûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

+∞∑
l=0

C
(− 1

3)
l

(
zlG±

r−l− 1
3

V (s)∓
α (z) + z−l−

1
3V (s)∓

α (z)G±r+l

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)
∆(s)
α W

(s)
α (z) + zr+

1
3

(
1

2
∂W (s)

α (z)± W̃ (s)
α (z)

)
,

(A.20)

ãäå ïîòîìîê W̃
(s)
α (z) äà¼òñÿ ôîðìóëîé (A.6).
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B Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â D-ìîäóëå

Ïóñòü W
(d)±
α (z) áóäåò âåðøèííûì îïåðàòîðîì ñîñòîÿíèÿ ñòàðøåãî âåñà â

D-ìîäóëå. ×òîáû íàéòè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, íàì íóæíû îïåðà-

òîðíûå ðàçëîæåíèÿ [60] ïîëåé W
(d)±
α (z) è èõ ïåðâûå êîíôîðìíûå ïîòîìêè

V
(d)(±)
α

T (u)W (d)±
α (z) =

∆
(d)
α

(u− z)2
W (d)±

α (z) +
1

u− z
∂W (d)±

α (z) + · · · , (B.1)

T (u)V (d)(±)
α (z) =

∆
(d)
α + 2

3

(u− z)2
V (d)(±)
α (z) +

1

u− z
∂V (d)(±)

α (z) + · · · , (B.2)

G±(u)W (d)±
α (z) =

Λ±

(u− z)
4
3

W (d)±
α (z)+ (B.3)

+
1

(u− z)
1
3

(
2Λ±

3∆
(d)
α

∂W (d)±
α (z) + W̃ (d)±

α (z)

)
+ · · · ,

G±(u)W (d)∓
α (z) =

1

2(u− z)
2
3

(
V (d)(+)
α (z)± V (d)(+)

α (z)
)

+ · · · , (B.4)

G±(u)V (d)(+)
α (z) =

∆
(d)
α + c

12 + λ±Λ∓

(u− z)2
W (d)±

α (z)+

+
1

u− z

(
∆

(d)
α + c

12 + λ±Λ∓

3∆
(s)
α

∂W (d)±
α (z)−

(
Λ± − 1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z)

)
+ · · · .

(B.5)

G±(u)V (d)(−)
α (z) = ∓

∆
(d)
α + c

12 − λ
±Λ∓

(u− z)2
W (d)±

α (z)+ (B.6)

+
1

u− z

(
∓

∆
(d)
α + c

12 − λ
±Λ∓

3∆
(s)
α

∂W (d)±
α (z)±

(
Λ± +

1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z)

)
+ · · · ,

ãäå âåðøèííûå îïåðàòîðû V
(d)(±)
α (z) è W̃

(d)±
α (z) ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì

|V (d)(±)
α 〉 = G+

− 2
3

|W (d)−
α 〉 ±G−− 2

3

|W (d)+
α 〉, (B.7)

|W̃ (d)±
α 〉 = G∓−1|W (d)∓

α 〉 − 2Λ∓

3∆
(d)
α

L−1|W (d)±
α 〉. (B.8)
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Èç-çà òîãî, ÷òî îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ (B.1), (B.2), (B.5) è (B.6) ñî-

äåðæàò òîëüêî öåëûå ñòåïåíè u − z, ìû ìîæåì çàïèñàòü êîììóòàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ

[Lm,W
(d)±
α (z)] =

∮
z

du

2πi
um+1T (u)W (d)±

α (z) = (B.9)

=

∮
z

du

2πi
um+1

( ∆
(d)
α

(u− z)2
W (d)±

α (z) +
1

u− z
∂W (d)±

α (z) + · · ·
)

=

= zm∂W (d)±
α (z) + (m+ 1)∆(d)

α W (d)±
α (z)

[Lm, V
(d)(±)
α (z)] =

∮
z

du

2πi
um+1T (u)V (d)(±)

α (z) = (B.10)

=

∮
z

du

2πi
um+1

(∆
(d)
α + 2

3

(u− z)2
V (s)(±)
α (z) +

1

u− z
∂V (d)(±)

α (z) + ..
)

=

= zm∂V (d)(±)
α (z) + (m+ 1)

(
∆(d)
α +

2

3

)
V (d)(±)
α (z),

[G±r , V
(d)+
α (z)] =

∮
z

du

2πi
ur+

1
3G±(u)V (d)+

α (z) = (B.11)

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(
∆

(d)
α + c

12 + λ±Λ∓

(u− z)2
W (d)±

α (z)+

+
1

u− z

(∆
(d)
α + c

12 + λ±Λ∓

3∆
(s)
α

∂W (d)±
α (z)−

(
Λ± − 1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z)
)

+ · · ·

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)(
∆(d)
α +

c

12
+ λ±Λ∓

)
W (d)±

α (z)+

+ zr+
1
3
∆

(d)
α + c

12 + λ±Λ∓

3∆
(d)
α

∂W (d)±
α (z)− zr+

1
3

(
Λ± − 1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z),
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[G±r , V
(d)−
α (z)] =

∮
z

du

2πi
ur+

1
3G±(u)V (d)−

α (z) = (B.12)

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(
∓

∆
(d)
α + c

12 − λ
±Λ∓

(u− z)2
W (d)±

α (z)+

+
1

u− z

(
∓

∆
(d)
α + c

12 − λ
±Λ∓

3∆
(s)
α

∂W (d)±
α (z)±

(
Λ± +

1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z)
)

+ · · ·

)
=

∓ zr−
2
3

(
r +

1

3

)(
∆(d)
α +

c

12
− λ±Λ∓

)
W (d)±

α (z)∓

∓ zr+
1
3
∆

(d)
α + c

12 − λ
±Λ∓

3∆
(d)
α

∂W (d)±
α (z)± zr+

1
3

(
Λ± +

1

2
λ±
)
W̃ (d)±

α (z),

ãäå ïîòîìîê W̃
(d)±
α (z) äà¼òñÿ ôîðìóëîé (B.8).

Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå S-ìîäóëÿ∮
incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)W (d)±

α (z) =

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u−z)p+

1
3G±(u)W (d)±

α (z)+

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u−z)p+

1
3G±(u)W (d)±

α (z).

(B.13)

Êîíòóðû, îêðóæàþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò, ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû

ñ èñïîëüçîâàíèåì àáåëåâîé ïåðåñòàíîâêè G±(u) ñ W
(d)±
α (z), ÷òî äà¼ò â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæèòåëü e
2iπ
3∮

incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)W (d)±

α (z) =
+∞∑
l=0

C
(p+ 1

3 )

l zlG±
r+p−l+ 1

3

W (d)±
α (z),

(B.14)∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

1
3G±(u)W (d)±

α (z) = (−1)p+1
+∞∑
l=0

C
(p+ 1

3 )

l zp−l+
1
3W (d)±

α (z)G±r+l.

(B.15)

×ëåí â èíòåãðàëå ñ êîíòóðîì, îêðóæàþùèì òî÷êó z, âû÷èñëÿåòñÿ èñïîëü-
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çóÿ îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (B.3) â D-ìîäóëå (ìû ñíîâà ïîëàãàåì p = −1)∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)−

2
3G±(u)W (d)±

α (z) = (B.16)

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(
Λ±

(u− z)2
W (d)±

α (z)+

+
1

u− z

(
2Λ±

3∆
(d)
α

∂W (d)±
α (z) + W̃ (d)±

α (z)

)
+ · · ·

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)
Λ±W (d)∓

α (z) + zr+
1
3

(
2Λ±

3∆
(d)
α

∂W (d)∓
α (z) + W̃ (d)∓

α (z)

)
.

Îáúåäèíÿÿ âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ (B.14), (B.15) è (B.16), ìû ïîëó÷àåì

+∞∑
l=0

C
(− 2

3 )

l

(
zlG±

r−l− 2
3

W (d)±
α (z)− z−l−

2
3W (d)±

α (z)G±r+l

)
=

= zr−
2
3

(
r +

1

3

)
Λ±W (d)∓

α (z) + zr+
1
3

(
2Λ±

3∆
(d)
α

∂W (d)∓
α (z) + W̃ (d)∓

α (z)

)
. (B.17)

Òî æå ñàìîå ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè Z3-çàðÿäîâ∮
incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

2
3G±(u)W (d)∓

α (z) =

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u−z)p+

2
3G±(u)W (d)∓

α (z)+

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u−z)p+

2
3G±(u)W (d)∓

α (z).

(B.18)

Êîíòóðíûå èíòåãðàëû âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû

ñ èñïîëüçîâàíèåì àáåëåâîé ïåðåñòàíîâêè G±(u) ñ W
(d)∓
α (z), ÷òî äà¼ò â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæèòåëü e−
2iπ
3∮

incl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

2
3G±(u)W∓

d (z) =
+∞∑
l=0

C
(p+ 2

3 )

l zlG±
r+p−l+ 2

3

W±
d (z), (B.19)

∮
excl z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)p+

2
3G±(u)W∓

d (z) = (−1)p
+∞∑
l=0

C
(p+ 2

3 )

l zp−l+
2
3W∓

d (z)G±r+l.

(B.20)

×ëåí ñ êîíòóðîì âîêðóã òî÷êè z âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíîãî
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ðàçëîæåíèÿ (B.4) â D-ìîäóëå (ìû ñíîâà ïîëàãàåì p = −1)∮
z

du

2πi
ur+

1
3 (u− z)−

1
3G±(u)W (d)∓

α (z) =

=

∮
z

du

2πi
ur+

1
3

(
1

2(u− z)

(
V (d)(+)
α (z)± V (d)(+)

α (z)
)

+ · · ·
)

=

=
1

2
zr+

1
3

(
V (d)(+)
α (z)± V (d)(−)

α (z)
)
. (B.21)

Ïîñëå âû÷èñëåíèé, ïðîâåä¼ííûõ âûøå, îáúåäèíÿÿ (B.19), (B.20) è (B.21), ìû

ìîæåì çàïèñàòü îáîáù¼ííûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

+∞∑
l=0

C
(− 1

3 )

l

(
zlG±

r−l− 1
3

W (d)∓
α (z) + z−l−

1
3W (d)∓

α (z)G±r+l

)
=

=
1

2
zr+

1
3

(
V (d)(+)
α (z)± V (d)(−)

α (z)
)
, (B.22)

ãäå ïîòîìêè V
(d)(±)
α (z) äàþòñÿ ôîðìóëîé (B.7).

C Ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

íà óðîâíå 7/4

Ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà íà óðîâíå 1



−
(

2
3

∆
(d)
α + 5c

9

)
4
3

√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α −2

(
∆

(d)
α + c

12

)
2
√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α

4
3

√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α −

(
2
3

∆
(d)
α + 5c

9

)
2
√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α −2

(
∆

(d)
α + c

12

)
−2
(
∆

(d)
α + c

12

)
2
√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α −2

(
∆

(d)
α + 2

3

) (
∆

(d)
α + c

12

)
2
(
∆

(d)
α + 2

3

)√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α

2
√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α −2

(
∆

(d)
α + c

12

)
2
(
∆

(d)
α + 2

3

)√
c−8

6

√
c
24

− ∆
(d)
α −2

(
∆

(d)
α + 2

3

) (
∆

(d)
α + c

12

)


. (C.1)
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 1〉7/4 = −

(
C(+)α
m1,α1

+ C(−)α
m1,α1

)
, (C.2)

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 2〉7/4 = −

(
C(+)α
m1,α1

− C(−)α
m1,α1

)
,

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 3〉7/4 =

(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(d)

α −
2

3

)
×
(
C(+)α
m1,α1

+ C(−)α
m1,α1

)
,

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 4〉7/4 =

(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(d)

α −
2

3

)
×
(
C(+)α
m1,α1

− C(−)α
m1,α1

)
,

7/4〈1|Wα2
(z)|m2; 0〉 = −z∆

(d)
α + 5

3−∆
(s)
α2−∆

(s)
m2 ×

(
C(+)m2
α,α2

+ C(−)m2
α,α2

)
,

7/4〈2|Wα2
(z)|m2; 0〉 = −z∆

(d)
α + 5

3−∆
(s)
α2−∆

(s)
m2 ×

(
C(+)m2
α,α2

− C(−)m2
α,α2

)
,

7/4〈3|Wα2
(z)|m2; 0〉 = −

(
∆(d)
α +

2

3
+ ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
z∆

(d)
α + 5

3−∆
(s)
α2−∆

(s)
m2×

×
(
C(+)m2
α,α2

+ C(−)m2
α,α2

)
,

7/4〈4|Wα2
(z)|m2; 0〉 = −

(
∆(d)
α +

2

3
+ ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
z∆

(d)
α + 5

3−∆
(s)
α2−∆

(s)
m2×

×
(
C(+)m2
α,α2

− C(−)m2
α,α2

)
.

D Ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

íà óðîâíå 2

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Ãðàìà/Øàïîâàëîâà



2
3

∆
(s)
α

(
∆

(s)
α +1

) (
2∆

(s)
α + c

4
+1
)

+
(
∆

(s)
α

)2
− 2

3
∆

(s)
α

(
∆

(s)
α +1

) (
2∆

(s)
α + c

4
−2
)

+
(
∆

(s)
α

)2

− 2
3

∆
(s)
α

(
∆

(s)
α +1

) (
2∆

(s)
α + c

4
−2
)

+
(
∆

(s)
α

)2 2
3

∆
(s)
α

(
∆

(s)
α +1

) (
2∆

(s)
α + c

4
+1
)

+
(
∆

(s)
α

)2

2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
+1
)

− 2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
−2
)

− 2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
−2
)

2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
+1
)

3∆
(s)
α 3∆

(s)
α

. . .

. . .

2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
+1
)

− 2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
−2
)

3∆
(s)
α

− 2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
−2
)

2
3

∆
(s)
α

(
2∆

(s)
α + c

4
+1
)

3∆
(s)
α

∆
(s)
α
9

(
5∆

(s)
α +5c+2

)
−∆

(s)
α
9

(
∆

(s)
α +c−8

)
7
3

∆
(s)
α

−∆
(s)
α
9

(
∆

(s)
α +c−8

)
∆

(s)
α
9

(
5∆

(s)
α +5c+2

)
7
3

∆
(s)
α

7
3

∆
(s)
α 4

(
∆

(s)
α + c

8

)


(D.1)
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Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò ñëåäóþùèé âèä

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 1〉2 =

1

2

(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α

)(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α − 1
)
× Cα

m1,α1
+

(D.2)

+
(

∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α − 1
)
× C̃α

m1,α1
,

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 2〉2 =

1

2

(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α

)(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α − 1
)
× Cα

m1,α1
−

−
(

∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α − 1
)
× C̃α

m1,α1
,

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 3〉2 =− 1

2

(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α

)
× Cα

m1,α1
− C̃α

m1,α1
,

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 4〉2 =− 1

2

(
∆(s)
m1
−∆(s)

α1
−∆(s)

α

)
× Cα

m1,α1
− C̃α

m1,α1
,

〈m1; 0 |Wα1
(1)| 5〉2 =

(
2∆(s)

α1
+ ∆(s)

α −∆(s)
m1

)
× Cα

m1,α1
,

2〈1|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+2

(
1

2

(
∆(s)
α + 1 + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
×

×
(

∆(s)
α + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× Cm2

α,α2
−
(

∆(s)
α + 1 + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× C̃m2

α,α2

)
,

2〈2|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+2

(
1

2

(
∆(s)
α + 1 + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
×

×
(

∆(s)
α + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× Cm2

α,α2
+
(

∆(s)
α + 1 + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× C̃m2

α,α2

)
,

2〈3|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+2

(
1

2

(
∆(s)
α + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× Cm2

α,α2
− C̃m2

α,α2

)
,

2〈4|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+2

(
1

2

(
∆(s)
α + ∆(s)

α2
−∆(s)

m2

)
× Cm2

α,α2
+ C̃m2

α,α2

)
,

2〈5|Wα2
(z)|m2; 0〉 = z∆

(s)
α −∆

(s)
α2−∆

(s)
m2+2

(
2∆(s)

α2
+ ∆(s)

α −∆(s)
m2

)
× Cm2

α,α2
.

E Ñèììåòðèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Öåëü äàííîãî ïðèëîæåíèÿ ñîñòîèò â àíàëèçå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äèà-

ãðàìì Þíãà χ0,s(k1, ..., kp−1|q) ñ s = 0, 1, . . . , p − 1 è ki, ðàâíûìè 0 èëè 1.

Âñïîìíèì ôîðìóëó (2.12) äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè è çàïèøåì å¼ â áîëåå
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óäîáíîé ôîðìå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ

χ0,s(k1, ..., kp−1|q) = (χB(q))2pq
1
2

∑p−1
i=1 (k2i−kiki+1+

2ki
p )− 1

2ks×

×
∑
{mi}∈Z

q
1
4

∑s−1
i=0 (2mi+1−2mi−ki+1+ki+1)2+ 1

4

∑p−1
i=s−1(2mi+1−2mi−ki+1+ki)

2− s4 . (E.1)

Áåðÿ íåêîòîðîå j 6= s è ïðåäïîëàãàÿ kj = 0 è kj−1 = 0, kj+1 = 1, ìû äåëàåì

ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ mj â (E.1)

mj = mj+1 +mj−1 − m̃j, (E.2)

÷òî ýôôåêòèâíî ïðèâîäèò ê kj = 0 → kj = 1. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé

ìû ïîëó÷àåì

χ0,s(...,
j

0, 0, 1, ...|q) = q−
1
pχ0,s(...,

j

0, 1, 1, ...|q), j 6= s. (E.3)

Òàêàÿ æå ïîäñòàíîâêà, êàê â (E.2), äîêàçûâàåò, ÷òî

χ0,s(...,
j

1, 0, 0, ...|q) = q−
1
pχ0,s(...,

j

1, 1, 0, ...|q), j 6= s. (E.4)

Äàëåå ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà ks = 0. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

ks−1 = 0 è ks+1 = 0, ìû äåëàåì ïîäñòàíîâêó äëÿ ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ

ms â (E.1)

ms = ms+1 +ms−1 − m̃s, (E.5)

÷òî ýôôåêòèâíî ïðèâîäèò ê ks = 0 → ks = 1. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé

ìû ïîëó÷àåì

χ0,s(...,
s

0, 0, 0, ...|q) = q−
1
pχ0,s(...,

s
0, 1, 0, ...|q). (E.6)

Åñëè ks−1 = 1 è ks+1 = 1, òî ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâêîé áóäåò

ms = ms+1 +ms−1 − m̃s − 1, (E.7)

÷òî îïÿòü ýôôåêòèâíî ïðèâîäèò ê ks = 0→ ks = 1. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñ-

ëåíèé ìû ïîëó÷àåì

χ0,s(...,
s

1, 0, 1, ...|q) = q1− 1
pχ0,s(...,

s
1, 1, 1, ...|q). (E.8)
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Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü êëàññû íåýêâèâà-

ëåíòíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ êàæäîãî s ñ ki, ðàâíûìè 0 èëè 1.

Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ s = 0. Êàê ìû ïîìíèì, ìàññèâ èç ki ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì èç

p − 1 íóëåé è åäèíèö. Ìû ìîæåì ñìîòðåòü íà ýòîò ìàññèâ êàê íà îñòðîâêè

åäèíèö â ìîðå íóëåé. Çàòåì, ìû ìîæåì ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèììåòðèè (E.3) è

(E.4) çàïðåùàþò îñòðîâêàì ñëèâàòüñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå îäèí 0 äîëæåí áûòü

ìåæäó íèìè), íî ïîçâîëÿþò ìåíÿòü èõ ðàçìåð. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ýêâè-

âàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îñòðîâêîâ n, êîòîðîå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

0, 1, 2, . . . ,
[
p
2

]
. Óäîáíî âûáðàòü ñëåäóþùåãî ïðåäñòàâèòåëÿ n-ãî êëàññà

χ0,0(1, 0, 1, 0, ..., 1,
2n−1

0, 1, 0, ..., 0|q). (E.9)

Òîãäà äëÿ s = 0 ìîùíîñòü n-ãî êëàññà ðàâíà
(
p

2n

)
(÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïðå-

äåëèòü 2n ãðàíèö îñòðîâêîâ ìåæäó p ïîçèöèÿìè).

Òåïåðü ìû ïðîäîëæèì ñ òåì æå âû÷èñëåíèåì äëÿ ñëó÷àÿ s > 0. Ñìîòðÿ

ñíîâà íà ìàññèâ èç ki, êîòîðûé ñîñòîèò èç 0 è 1, ìû çàìå÷àåì, ÷òî åñëè èìå-

åòñÿ îñòðîâ èç åäèíèö, ñîäåðæàùèé ïîçèöèþ íîìåð s, ìû ìîæåì óíè÷òîæèòü

ýòîò îñòðîâîê, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, ýêâèâàëåíòíóþ

χ0,s. Òîãäà èç-çà ñèììåòðèé (E.6) è (E.8) ìû ìîæåì àííèãèëèðîâàòü îñòðîâêè

ñëåâà îò ïîçèöèè s ñ îñòðîâêàìè ñïðàâà îò ïîçèöèè s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå

ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû îñòàíåìñÿ ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì îñòðîâêîâ òîëüêî ñ

îäíîé ñòîðîíû (ñïðàâà èëè ñëåâà). Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê âûâîäó î òîì, ÷òî

êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ìåæäó ÷èñëîì

îñòðîâêîâ ñëåâà è ñïðàâà îò ïîçèöèè s. Òîãäà, ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

ðàâíî [s
2

]
+

[
p− s

2

]
+ 1. (E.10)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ðàçíîñòü ÷èñëà îñòðîâêîâ ñëåâà è ñïðàâà îò s-òîé ïîçèöèè.

Òîãäà ÷èñëî ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå ýêâèâàëåíò-
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íîñòè ñ ks = 0 äà¼òñÿ ôîðìóëîé

[ s2 ]−l∑
j=0

(
s

2n+ 2j

)(
p− s

2j

)
. (E.11)

×èñëî ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â òîì æå êëàññå ñ ks = 1 (÷òî ýôôåêòèâíî

ïðèâîäèò ê äîáàâëåíèþ îäíîé ãðàíèöû îñòðîâêà ñ êàæäîé ñòîðîíû) äà¼òñÿ

ôîðìóëîé
[ s2 ]−l∑
j=0

(
s

2l + 2j + 1

)(
p− s
2j + 1

)
.. (E.12)

Ñóììèðóÿ îáà âêëàäà, ìû ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Âàíäåðìîíäà

[ s2 ]−n∑
j=0

(

(
s

2l + 2j

)(
p− s

2j

)
+

(
s

2l + 2j + 1

)(
p− s
2j + 1

)
) =

(
p

s− 2l

)
. (E.13)

Óäîáíûé âûáîð ïðåäñòàâèòåëÿ l-ãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

χ0,s(0, ...,
s−2l+1
0, 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0,

s
1, 0, 0, ..., 0). (E.14)

Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà, êîãäà ó íàñ åñòü n îñòðîâêîâ ñ ïðàâîé ñòîðîíû, çà

èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ìû äîëæíû çàìåíèòü s íà p − s, ÷òî äà¼ò ìîùíîñòü(
p

p−s−2n

)
. Óäîáíûì âûáîðîì ïðåäñòàâèòåëÿ áóäåò

χ0,s(0, ...,
s

0, 0, 1, 0, 1, ...0, 1,
s+2n−1
0, 1, 0 , ..., 0). (E.15)

F Êîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ, îñíîâàííûå íà êîñåòå

Â äàííîì ïðèëîæåíèè ìû ïðåäñòàâèì íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î êîí-

ôîðìíûõ òåîðèÿõ ïîëÿ, îñíîâàííûõ íà êîñåòå

ŝl(r)l1 × ŝl(r)l2

ŝl(r)l1+l2

. (F.1)

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî r ≥ 2 è ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ l1 è l2

êîñåò (F.1) îïèñûâàåò êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

c(r, l1, l2) = (r2 − 1)

(
l1

r + l1
+

l2
r + l2

− l1 + l2
r + l1 + l2

)
. (F.2)
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Â ñëó÷àå l1 = 1 ìû èìååì êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

c(r, 1, l2) = (r − 1)
l2(2r + l2 + 1)

(r + l2)(r + l2 + 1)
, (F.3)

êîòîðàÿ èìååò Wr-ñèììåòðèþ [47]. Òîãäà, åñëè l2 � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñ-

ëî, öåíòðàëüíûé çàðÿä äà¼òñÿ ôîðìóëîé (F.3) è êîñåò îïèñûâàåò Ìèíèìàëü-

íóþ Ìîäåëü ñ Wr-ñèììåòðèåé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàíãà r = 2, êîòîðûé èçó÷àåòñÿ â äàííîé ðà-

áîòå. Êîñåò (F.1) ïðèíèìàåò âèä

ŝl(2)l1 × ŝl(2)l2

ŝl(2)l1+l2

. (F.4)

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî l1 è l2 êîñåò (F.4) îïèñûâàåò êîíôîðì-

íóþ òåîðèþ ïîëÿ ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

c(2, l1, l2) = 3

(
l1

l1 + 2
+

l2
l2 + 2

− l1 + l2
l1 + l2 + 2

)
. (F.5)

Â ñëó÷àå l1 = 1 ìû èìååì êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

c(2, 1, l2) =
l2(l2 + 5)

(l2 + 2)(l2 + 3)
= 1− 6

(l2 + 2)(l2 + 3)
, (F.6)

êîòîðàÿ îáëàäàåò ñèììåòðèåé Âèðàñîðî. Òîãäà, åñëè l2 � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå

÷èñëî, öåíòðàëüíûé çàðÿä äà¼òñÿ òîé æå ôîðìóëîé (F.6) è êîñåò îïèñûâàåò

Ìèíèìàëüíóþ ÌîäåëüM(l2 + 1/l2 + 2), êàê ïîêàçàíî â [3, 4].

G Ðàçìåðíîñòü ñîñòîÿíèé ñòàðøåãî âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ

[Ψm
s (µ)]

Â äàííîì Ïðèëîæåíèè ìû çàäà¼ìñÿ öåëüþ îïðåäåëèòü ïðàâèëüíûå ôîð-

ìóëû äëÿ ðàçìåðíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî

âû÷èñëèòü ñòåïåíü ïåðåìåííîé q, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ðÿä â ôîðìóëå (2.70),
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ïî ìîäóëþ δms (j) â ôîðìóëå

∞∑
r,l=0

(−1)r+l
(
q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+lm−s2 +rm+s

2 −

−q
l(l+1)

2 + r(r+1)
2 +rl(p+1)+p+1−m+l(p+1−m−s2 )+r(p+1−m+s

2 )
)

(G.1)

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé m ≥ s. Ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå âñå êîýôôèöèåíòû ïåðåä r2, l2, rl, r è l íåîòðèöàòåëüíû. Òàêèì

îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü â ïåðâîì ÷ëåíå ðàâíà 0 è ìè-

íèìàëüíàÿ ñòåïåíü âî âòîðîì ÷ëåíå ðàâíà p + 1 −m, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ, åñëè

r = l = 0.

À òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé m < s. ×åìó ðàâíà ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü

âî âòîðîì ÷ëåíå, î÷åâèäíî, òàê êàê ñíîâà êîýôôèöèåíòû ïåðåä r2, l2, rl, r è

l íåîòðèöàòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ÷ëåí äà¼ò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü,

ðàâíóþ p + 1 − m. Ñèòóàöèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì íå ñòîëü ïðîñòà. Íàøà öåëü

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

l(l + 1)

2
+
r(r + 1)

2
+ rl(p+ 1) + l

m− s
2

+ r
m+ s

2
(G.2)

ïðè óñëîâèè, ÷òî r, l ∈ Z íåîòðèöàòåëüíû. Íåìíîãî ïðåîáðàçóÿ êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó, ìû ïîëó÷àåì

1

2
r2 +

1

2
l2 + (p+ 1)rl +

m+ s+ 1

2
r +

m− s+ 1

2
l. (G.3)

Ïîñìîòðèì íà ýòó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó êàê íà ôóíêöèþ ïåðåìåííîé r ñ

ïàðàìåòðîì l. Òàê êàê (p + 1)l ≥ 0 è m+s+1
2 ≥ 0, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä

î òîì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l ≥ 0 ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè

r = 0. Òîãäà, åäèíñòâåííîå, ÷òî îñòà¼òñÿ, � ýòî ìèíèìèçèðîâàòü

1

2
l2 +

m− s+ 1

2
l =

1

2

(
l +

m− s+ 1

2

)2

− (m− s+ 1)2

8
. (G.4)

Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãà-

åòñÿ ïðè l1 = s−m
2 è l2 = s−m

2 −1. Íî ýòî íå òàê ïðîñòî. Âñïîìíèì êîýôôèöèåíò
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(−1)r+l â (G.1). Ìû óæå âçÿëè r = 0. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî (−1)l1 = −(−1)l2

è êîýôôèöèåíò ðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ðàâåí íóëþ.

Òîãäà ìû èòåðèðóåì ýòó ïðîöåäóðó, áåðÿ l1 = s−m
2 + 1 è l2 = s−m

2 − 2 è òàê

äàëåå, íî ìû ñíîâà ïîëó÷àåì (−1)l1 = −(−1)l2. Ýòà ñèòóàöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ,

ïîêà ìû íå äîñòèãàåì çíà÷åíèÿ l2 = −1. Ýòî çíà÷åíèå l < 0 è íàõîäèòñÿ âíå

ðàçðåø¼ííîãî äèàïàçîíà l. Òåì íå ìåíåå, l1 ïî-ïðåæíåìó íåîáõîäèìî ïðèíÿòü

âî âíèìàíèå

l1 =
s−m

2
+ k, (G.5)

l2 =
s−m

2
− k − 1 = −1, (G.6)

÷òî äà¼ò l1 = s − m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü q â ïåðâîì

÷ëåíå (G.1) ðàâíà

1

2

(
s−m+

m− s+ 1

2

)2

− (m− s+ 1)2

8
=
s−m

2
. (G.7)

Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðàâèëüíóþ ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â ñëó÷àå

m < s

1

p

(
Q2

4
− µ2

)
+

s(p− s)
2p(p+ 2)

+
(m− s)(m+ s+ 2)

4(p+ 2)
+
s−m

2
=

=
1

p

(
Q2

4
− µ2

)
+

s(p− s)
2p(p+ 2)

+
(s−m)(2p−m− s+ 2)

4(p+ 2)
. (G.8)

H Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ äëÿ Υ-ôóíêöèé

H.1 Òîæäåñòâà äëÿ Υ-ôóíêöèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p

Öåëü ýòîãî Ïðèëîæåíèÿ ñîñòîèò â âûâîäå êëþ÷åâîé ôîðìóëû

Υb1(α
0
1)∏p

j=2 Υb̂j
(α̂0

j + b̂j)
= κp(α)

p∏
j=1

Υ

(
α + (j − 1)Q

p

)
. (H.1)
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ãäå

κp(α) =
Υb1(b1)

Υb(b)
∏p−1

j=1 Υ
(
jQp

)∏p
j=2 Υb̂j

(b̂j)

b1

b
× (H.2)

×

(
b
p−1
p b21

1

p∏
j=2

b̂
(j−1)(p−j+1)

p b̂−2j −
j(p−j)
p b̂2j

j

)α(Q−α)
p

.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (H.1) è (H.2) íàïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ b2 > 1
p−1 .

Îáùàÿ ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (H.1) ñîñòîèò â ñäâèãå ïåðå-

ìåííîé α â (H.1) ê α+pb è äåëåíèè (H.1) ñî ñìåù¼ííûì α íà òî æå òîæäåñòâî

ñ íåñìåù¼ííûì α. Äëÿ ýòèõ ñäâèãîâ ìû ïîëó÷àåì ïðîñòûå ôîðìóëû

(α + pb)0
1 = α0

1 + b1, (H.3)

ˆ(α + pb)
0

j = α̂0
j + (j − 1)b̂−1

j − jb̂j, j = 2, . . . , p. (H.4)

Òàêèì îáðàçîì ñìåù¼ííîå ñîîòíîøåíèå (H.1) âûãëÿäèò òàê

Υb1(α
0
1 + b1)∏p

j=2 Υb̂j
(α̂(j) + (j − 1)(b̂j)−1 − (j − 1)b̂j)

= κp(α+pb)

p∏
j=1

Υ

(
α + (j − 1)Q

p
+ b

)
.

(H.5)

Òîãäà ìîæíî ëåãêî âèäåòü, ÷òî, ÷òîáû ïîäåëèòü (H.5) íà (H.1), íóæíî âû÷èñ-

ëèòü ñëåäóþùèå îáúåêòû

Υb1(α
0
1 + b1)

Υb1(α
0
1)

, (H.6)

Υbj(α
(j) + bj)

Υbj(α
(j) + (j − 1)(b̂j)−1 − (j − 1)b̂j)

, j = 2, . . . , p, (H.7)

p∏
k=1

Υ
(
α+(k−1)Q

p + b
)

Υ
(
α+(k−1)Q

p

) . (H.8)

Èñïîëüçóÿ ñäâèãîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Υ-ôóíêöèé

Υb(x+ b) = b1−2bxγ(2bx)Υ(x), (H.9)

Υb(x+ b−1) = b2b−1x−1γ(2b−1x)Υ(x).
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ãäå γ(x) = Γ(x)
Γ(1−x) , ïîñëåäíåå îòíîøåíèå (H.8) ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíî

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p

p∏
k=1

Υ
(
α+(k−1)Q

p + b
)

Υ
(
α+(k−1)Q

p

) = b1−2αb−(p−1)b2
p∏

k=1

γ

(
b
α + (k − 1)Q

p

)
. (H.10)

Ïðîèçâåä¼ííûå âû÷èñëåíèÿ äàäóò íàì îòíîøåíèå

κp(α + pb)

κp(α)
, (H.11)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü κp(α) ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé ìóëüòèïëèêà-

òèâíîé êîíñòàíòû. Ýòó êîíñòàíòó ìîæíî îïðåäåëèòü, áåðÿ α = pb â (H.1) è

èçâëåêàÿ κp(pb) èõ ïîëó÷åííîãî îòíîøåíèÿ. Ýòî îïðåäåëÿåò èíòåðåñóþùóþ

íàñ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ êîíñòàíòó.

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû íå ñîáèðàåìñÿ âûâîäèòü (H.1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

p. Âìåñòî ýòîãî ìû ïðèâåä¼ì äåòàëüíûé âûâîä ñîîòíîøåíèÿ (H.1) äëÿ ñëó÷à-

åâ p = 3 è p = 4 è óãàäàåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p. Ñîîòíîøåíèå

äëÿ p = 2 áûëî âûâåäåíî â [39].

Ñëó÷àé p = 3. Ïîñëå îáñóæäåíèÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî p åäèíñòâåííàÿ

âåùü, êîòîðóþ îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü, ýòî íàáîð èç òð¼õ îòíîøåíèé Υ-ôóíêöèé.

Â ñëó÷àå p = 3 ñäâèã ïåðåìåííîé α � ýòî α + 3b è ñäâèãè α0
1, α̂

0
2 è α̂

0
3 äàþòñÿ

ôîðìóëàìè

(α + 3b)0
1 = α0

1 + b1, (H.12)

ˆ(α + 3b)
0

2 = α̂0
2 + (b̂2)

−1 − 2b̂2,

ˆ(α + 3b)
0

3 = α̂0
3 + 2(b̂3)

−1 − 3b̂3.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îòíîøåíèÿ κ3(α+3b)
κ3(α)

Υb1(α
0
1 + b1)Υb̂2

(α̂0
2 + b̂2)Υb̂3

(α̂0
3 + b̂3)

Υb1(α
0
1)Υb̂2

(α̂0
2 + (b̂2)−1 − b̂2)Υb̂3

(α̂0
3 + 2(b̂3)−1 − 2b̂3)

= (H.13)

=
κ3(α + 3b)

κ3(α)

3∏
k=1

Υ
(
α+(k−1)Q

3 + b
)

Υ
(
α+(k−1)Q

3

) .

Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü ðåçóëüòàòû äëÿ îòíîøåíèé Υ-ôóíêöèé

Υb1(α
0
1 + b1)

Υb1(α
0
1)

= γ(α0
1b1)(b1)

1−2b1α
0
1 (H.14)

Υb̂2
(α̂0

2 + b̂2)

Υb̂2
(α̂0

2 + (b̂2)−1 − b̂2)
=
γ(α̂0

2b̂2)γ(α̂0
2b̂2 − (b̂2)

2)

γ
(
α̂0
2

b̂2
− 1
) (b̂2)

− 2α̂02
b̂2
−4α̂0

2b̂2+5+2(b̂2)2

Υb̂3
(α̂0

3 + b̂3)

Υb̂3
(α̂0

3 + 2(b̂3)−1 − 2b̂3)
=
γ(α̂0

3b̂3)γ(α̂0
3b̂3 − (b̂3)

2)γ(α̂0
3b̂3 − 2(b̂3)

2)

γ
(
α̂0
3

b̂3
− 2
)
γ
(
α̂0
3

b̂3
− 2 + (b̂3)−2

) ×

× (b̂3)
− 4α̂03

b̂3
−6α̂0

3b̂3−2(b̂3)−2+13+6(b̂3)2
.

Ïðîèçâåäåíèå γ-ôóíêöèé â (H.14) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óïðîùåíî

γ(α0
1b1)γ(α̂0

2b̂2)γ(α̂0
2b̂2 − (b̂2)

2)γ(α̂0
3b̂3)γ(α̂0

3b̂3 − (b̂3)
2)γ(α̂0

3b̂3 − 2(b̂3)
2)

γ
(
α̂0
2

b̂2
− 1
)
γ
(
α̂0
3

b̂3
− 2
)
γ
(
α̂0
3

b̂3
− 2 + (b̂3)−2

) =

=

(
3

1− 2b2

)2(
3

2− b2

)4

γ
(
b
α

3

)
γ

(
b
α +Q

3

)
γ

(
b
α + 2Q

3

)
. (H.15)

Òàêæå íàì íóæíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñîîòíîøåíèÿ b1b̂2b̂3 = b)

(b1)
1−2b1α

0
1(b̂2)

− 2α̂02
b̂2
−4α̂0

2b̂2+5+2(b̂2)2
(b̂3)

− 4α̂03
b̂3
−6α̂0

3b̂3−2(b̂3)−2+13+6(b̂3)2
=

= b−
2αb−1+2b2

1−2b2

(
3

1− 2b2

) 2αb−5+4b2

2−b2
(

2− b2

3

) 2αb3+4−9b2+2b4

1−2b2

. (H.16)

Ïîñëå ïðîâåä¼ííûõ âû÷èñëåíèé, îáúåäèíÿÿ (H.10), (H.14), (H.15) è (H.16),

ìû ïîëó÷àåì ñäâèãîâîå ñîîòíîøåíèå äëÿ κ3(α)

κ3(α + 3b)

κ3(α)
=

( 3

1− 2b2

) 1
2−b2
(

2− b2

3b2

) b2

1−2b2

2αb−1+2b2

, (H.17)
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êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàì óãàäàòü κ3(α) ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîí-

ñòàíòû

κ3(α) = C3

( 3

1− 2b2

) 1
2−b2
(

2− b2

3b2

) b2

1−2b2

−
α(b+b−1−α)

3

. (H.18)

Ñ ýòîãî ìîìåíòà åäèíñòâåííàÿ âåùü, êîòîðóþ îñòà¼òñÿ ñäåëàòü, � ýòî îïðå-

äåëèòü êîýôôèöèåíò C3. Êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå Ïðèëîæåíèÿ A, íàì

ñëåäóåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå C3 èç κ3(3b)

κ3(3b) =
Υb̂1

(b̂1)

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb(b)Υ2
b

(
Q
3

) ( 3

1− 2b2

) 3b2

2(2−b2)
(

2− b2

3b2

)−b2
(H.19)

κ3(3b) = C3

(
3

1− 2b2

)−1+2b2

2−b2
(

2− b2

3b2

)−b2
. (H.20)

Ïîñëå íåêîòîðûõ óòîìèòåëüíûõ âû÷èñëåíèåé ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò

C3 =
Υb̂1

(b̂1)

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb(b)Υ2
b

(
Q
3

) ( 3

1− 2b2

) 1
2

. (H.21)

Ìû ãîòîâû çàïèñàòü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò

κ3(α) =
Υb̂1

(b̂1)

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb(b)Υ2
b

(
Q
3

) ( 3

1− 2b2

) 1
2

×

×

( 3

1− 2b2

) 1
2−b2
(

2− b2

3b2

) b2

1−2b2

−
α(Q−α)

3

. (H.22)

Îäíàêî îí ìîæåò áûòü çàïèñàí â áîëåå ýëåãàíòíîé ôîðìå (ìû ñäåëàëè íåáîëü-

øîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà Υb(Q− x) = Υb(x))

κ3(α) =
Υb1(b1)b1

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb(b)Υb

(
Q
3

)
Υb

(
2Q
3

)
b
×

×
(

(b1)
2
3 (b1)2(b̂2)

2
3 (b̂2)−2− 2

3 (b̂2)2(b̂3)
2
3 (b̂3)−2

) 1
3α(Q−α)

. (H.23)
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Ñëó÷àé p=4. Ñîãëàñíî íàøèì ðàññóæäåíèÿì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p åäèí-

ñòâåííàÿ âåùü, êîòîðóþ îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü, � ýòî íàáîð èç ÷åòûð¼õ îòíîøå-

íèé Υ-ôóíêöèé. Â ñëó÷àå p = 4 ñäâèã ïåðåìåííîé α äà¼òñÿ α + 4b, à ñäâèãè

α0
1, α̂

0
2, α̂

0
3 è α̂

(4) äàþòñÿ ôîðìóëàìè

(α + 4b)0
1 = α0

1 + b1, (H.24)

ˆ(α + 4b)
0

2 = α̂0
2 + (b̂2)

−1 − 2b̂2,

ˆ(α + 4b)
0

3 = α̂0
3 + 2(b̂3)

−1 − 3b̂3,

ˆ(α + 4b)
0

4 = α̂(4) + 3(b̂4)
−1 − 4b̂4.

Çàìåòèì, ÷òî α(i) äëÿ p = 3 è äëÿ p = 4 íåîäèíàêîâû. Óðàâíåíèå äëÿ îòíî-

øåíèÿ κ4(α+4b)
κ4(α) äà¼òñÿ ôîðìóëîé

Υb1(α
0
1 + b1)Υb̂2

(α̂0
2 + b̂2)Υb̂3

(α̂0
3 + b̂3)Υb̂4

(α̂(4) + b̂4)

Υb1(α
0
1)Υb̂2

(α̂0
2 + (b̂2)−1 − b̂2)Υb̂3

(α̂0
3 + 2(b̂3)−1 − 2b̂3)Υb̂4

(α̂(4) + 3(b̂4)−1 − 3b̂4)
=

=
κ4(α + 4b)

κ4(α)

4∏
k=1

Υ
(
α+(k−1)Q

4 + b
)

Υ
(
α+(k−1)Q

4

) (H.25)

Îòíîøåíèÿ Υ-ôóíêöèé ñ ïàðàìåòðàìè b1, b̂2 è b̂3 îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â

(H.14). Åäèíñòâåííîå íåäîñòàþùåå âûðàæåíèå äëÿ Υ-ôóíêöèè ñ ïàðàìåòðîì

b̂4 âûãëÿäèò êàê

Υb̂4
(α̂(4) + b̂4)

Υb̂4
(α̂(4) + 3(b̂4)−1 − 3b̂4)

=

=
γ(α̂(4)b̂4)γ(α̂(4)b̂4 − (b̂4)

2)γ(α̂(4)b̂4 − 2(b̂4)
2)γ(α̂(4)b̂4 − 3(b̂4)

2)

γ
(
α̂(4)

b̂4
− 3
)
γ
(
α̂(4)

b̂4
− 3 + (b̂4)−2

)
γ
(
α̂(4)

b̂4
− 3 + 2(b̂4)−2

) ×

× (b̂4)
− 6α̂(4)

b̂4
−8α̂(4)b̂4−6(b̂4)−2+25+12(b̂4)2

. (H.26)
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Ïðîèçâåäåíèå γ-ôóíêöèé ìîæåò áûòü òàêæå óïðîùåíî â ýòîì ñëó÷àå

γ(b1α
0
1)γ(α̂0

2b̂2)γ(α̂0
2b̂2 − (b̂2)

2)γ(α̂0
3b̂3)γ(α̂0

3b̂3 − (b̂3)
2)γ(α̂0

3b̂3 − 2(b̂3)
2)

γ
(
α̂0
2

b̂2
− 1
)
γ
(
α̂0
3

b̂3
− 2
)
γ
(
α̂0
3

b̂3
− 2 + (b̂3)−2

) ×

× γ(α̂(4)b̂4)γ(α̂(4)b̂4 − (b̂4)
2)γ(α̂(4)b̂4 − 2(b̂4)

2)γ(α̂(4)b̂4 − 3(b̂4)
2)

γ
(
α̂(4)

b̂4
− 3
)
γ
(
α̂(4)

b̂4
− 3 + (b̂4)−2

)
γ
(
α̂(4)

b̂4
− 3 + 2(b̂4)−2

) =

=

(
4

1− 3b2

)2(
4

2− 2b2

)4(
4

3− b2

)6

×

× γ
(
b
α

4

)
γ

(
b
α +Q

4

)
γ

(
b
α + 2Q

4

)
γ

(
b
α + 3Q

4

)
. (H.27)

Ïîñëå ïðîâåä¼ííûõ âû÷èñëåíèé, îáúåäèíÿÿ (H.10), (H.14), (H.26), (H.27), ìû

ïîëó÷àåì ñäâèãîâîå ñîîòíîøåíèå äëÿ κ4(α)

κ4(α + 4b)

κ4(α)
=

=

(
2−

3
3−b2 (2b)

3b2

1−3b2 (1− 3b2)
1

2−2b2 (2− 2b2)
− 1

2(1−3b2)+
3

2(3−b2) (3− b2)−
b2

2−2b2

)1−3b2−2αb

,

(H.28)

êîòîðîå äà¼ò íàì κ4(α) ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû

κ4(α) = C4

(
2−

3
3−b2 (2b)

3b2

1−3b2 (1− 3b2)
1

2−2b2 (2− 2b2)
− 1

2(1−3b2)+
3

2(3−b2) (3− b2)−
b2

2−2b2

)α(Q−α)
4

.

(H.29)

Ñ ýòîãî ìîìåíòà åäèíñòâåííàÿ âåùü, êîòîðóþ îñòà¼òñÿ ñäåëàòü, � ýòî îïðåäå-

ëèòü êîýôôèöèåíò C4. Êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå Ïðèëîæåíèÿ A, ìû äîëæ-

íû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå C4 èç κ4(4b). Ìû ëåãêî èçâëåêàåì κ4(4b) èç (H.25),

èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (H.14) è (H.26) ñ α = 0

κ4(4b) = (1− 3b2)−
2b2

2−2b2 (2− 2b2)−
4b2

3−b2 (3− b2)−b
2 1−3b2
2−2b2 2b

2 17−3b2
3−b2

Υb1(b1)

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb̂4
(b̂4)

,

(H.30)

κb(4b) = C42
− 3(1−6b2+b4)

3−b2 b3b2(1− 3b2)
1−3b2
2−2b2 (2− 2b2)−

4b2

3−b2 (3− b2)−b
2 1−3b2
2−2b2 Υb(b)Υ

2

(
Q

4

)
.

(H.31)
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Èç (H.30) ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷àåì

C4 =
Υb1(b1)

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb̂4
(b̂4)Υb(b)Υ2

(
Q
4

) ( 4

1− 3b2

) 1
2

. (H.32)

Îáúåäèíÿÿ (H.29) è (H.32), ìû ïîëó÷àåì

κ4(α) =
Υb1(b1)

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb̂4
(b̂4)Υb(b)Υ2

(
Q
4

) ( 4

1− 3b2

) 1
2

×

×
(

2−
3

3−b2 (2b)
3b2

1−3b2 (1− 3b2)
1

2−2b2 (2− 2b2)
− 1

2(1−3b2)+
3

2(3−b2) (3− b2)−
b2

2−2b2

)α(Q−α)
4

.

(H.33)

Â áîëåå ýëåãàíòíîé ôîðìå (ìû ñäåëàëè íåáîëüøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì òîæäåñòâà Υb(Q− x) = Υb(x))

κ4(α) =
Υb1(b1)b1

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb̂4
(b̂4)Υb(b)Υ

(
Q
4

)
Υ
(
Q
2

)
Υ
(

3Q
4

)
b
×

×
(

(b1)
3
4 (b1)2(b̂2)

3
4 (b̂2)−2−(b̂2)2(b̂3)

(b̂3)−2− 3
4 (b̂3)2(b̂4)

3
4 (b̂4)−2

)α(Q−α)
4

. (H.34)

Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî p Âûïèøåì κ2(α), κ3(α) è κ4(α) ÷òîáû óãàäàòü

κp(α) äëÿ âñåõ p

κ2(α) =
Υb1(b1)b1

Υb̂2
(b̂2)Υb(b)b

(
(b1)

(b1)
2

2 (b̂2)
(b̂2)
−2

2

) 1
2α(Q−α)

, (H.35)

κ3(α) =
Υb1(b1)b1

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb(b)Υb

(
Q
3

)
Υb

(
2Q
3

)
b
×

×
(

(b1)
2
3 (b1)2(b̂2)

2
3 (b̂2)−2− 2

3 (b̂2)2(b̂3)
2
3 (b̂3)−2

) 1
3α(Q−α)

,

κ4(α) =
Υb1(b1)b1

Υb̂2
(b̂2)Υb̂3

(b̂3)Υb̂4
(b̂4)Υb(b)Υ

(
Q
4

)
Υ
(
Q
2

)
Υ
(

3Q
4

)
b
×

×
(

(b1)
3
4 (b1)2(b̂2)

3
4 (b̂2)−2−(b̂2)2(b̂3)

(b̂3)−2− 3
4 (b̂3)2(b̂4)

3
4 (b̂4)−2

)α(Q−α)
4

. (H.36)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðà ñòåïåíè b̂j
kj−1
p (b̂j)

−2 − kj
p (b̂j)

2 è äëÿ p =

2, 3, 4 kj ñîâïàäàþò ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñäâèãîâ ïàðàìåòðîâ α̂
(i). Òîãäà
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åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ kj ìîæíî çàïèñàòü òàê

kj = j(p− j). (H.37)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàì íàïèñàòü ïðåäïîëàãàåìîå âûðàæåíèå

äëÿ κp(α), ÷òî ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîãî Ïðèëîæåíèÿ

κp(α) =
Υb1(b1)

Υb(b)
∏p−1

j=1 Υ
(
jQp

)∏p
j=2 Υb̂j

(b̂j)

b1

b
×

×

(
(b1)

p−1
p (b1)2

p∏
j=2

(b̂j)
(j−1)(p−j+1)

p (b̂j)
−2− j(p−j)p (b̂j)

2

)α(Q−α)
p

. (H.38)

Âûâåäåííàÿ ôîðìóëà (H.38) áûëà ïðîâåðåíà ñ ïîìîùüþ Mathematica äëÿ

øèðîêîãî íàáîðà ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé α è b.

H.2 Òîæäåñòâà äëÿ Υ-ôóíêöèé ñî ñäâèíóòûìè àðãóìåíòàìè äëÿ

p = 3

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà Ïðèëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáîáùèòü ôîðìó-

ëó (H.1) äëÿ p = 3 ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ôóíêöèè Υ
(3)
1 è Υ

(3)
2 ñ ïðàâîé ñòîðîíû.

×òîáû ýòî ñäåëàòü, äàâàéòå âñïîìíèì òîæäåñòâî äëÿ Υ-ôóíêöèé â ñëó÷àå

p = 3
Υb1(α

0
1)

Υb̂2
(α̂0

2 + b̂2)Υb̂3
(α̂0

3 + b̂3)
= κ3(α, b)Υ

(3)
0 (α). (H.39)

×òîáû îáîáùèòü ýòó ôîðìóëó, ìû äåëàåì ñäâèã α → α + b−1 äëÿ Υ
(3)
1 è

α→ α + b äëÿ Υ
(3)
2

(α + b−1)0
1 = α0

1 +
2

3
b1 + (b1)

−1 (α + b)0
1 = α0

1 +
1

3
b1 (H.40)

ˆ(α + b−1)
0

2 = α̂0
2 +

2

3
(b̂2)

−1 − 1

3
b̂2

ˆ(α + b)
0

2 = α̂0
2 +

1

3
(b̂2)

−1 − 2

3
b̂2

ˆ(α + b−1)
0

3 = α̂0
3 +

1

3
(b̂3)

−1 ˆ(α + b)
0

3 = α̂0
3 +

2

3
(b̂3)

−1 − b̂3
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Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ôîðìóëàì

Υb1((α + b−1)0
1)

Υb̂2
( ˆ(α + b−1)

0

2 + b̂2)Υb̂3
( ˆ(α + b−1)

0

3 + b̂3)
= κ3(α + b−1, b)Υ

(3)
0 (α + b−1),

Υb1((α + b)0
1)

Υb̂2
( ˆ(α + b)

0

2 + b̂2)Υb̂3
( ˆ(α + b)

0

3 + b̂3)
= κ3(α + b, b)Υ

(3)
0 (α + b).

Òîãäà ìû èñïîëüçóåì ôîðìóëû

Υ
(3)
0 (α + b−1) = γ

(
α

3b
+

2

3

)
b

2α
3b + 1

3Υ
(3)
1 (α), (H.41)

Υ
(3)
0 (α + 2b−1) = γ

(
α

3b
+

1

3

)
γ

(
α

3b
+

2

3
+

1

3
b−2

)
b

4α
3b + 2

3b
−2

Υ
(3)
2 (α), (H.42)

Υ
(3)
0 (α + b) = γ

(
αb

3
+

2

3

)
b−

2αb
3 −

1
3Υ

(3)
2 (α). (H.43)

Äâà äðóãèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèÿ

Υb1((α + b−1)0
1) = γ

(
α

3b
+

2

3

)( √
3b√

1− 2b2

) 2α
3b + 1

3

Υb1(α
0
1 +

2

3
b1), (H.44)

Υb1((α + 2b−1)0
1) = γ

(
α

3b
+

2

3
+

1

3
b−2

)
γ

(
α

3b
+

4

3

)
γ

(
αb+ b2

1− 2b2

)
×

× (b1)
4α01
b1
−2α0

1b1+ 13
3 +2(b1)−2− 2

3 (b1)2Υb1(α
0
1 +

1

3
b1),

Υb̂2
( ˆ(α + 2b−1)

0

2 + b̂2) = γ

(
αb+ b2

1− 2b2
+ 1

)
(b̂2)

2α̂02
b̂2
− 1

3+ 2
3 (b̂2)−2×

×Υb̂2
(α̂0

2 +
1

3
(b̂2)

−1 − 2

3
b̂2 + b̂2),

Υb̂3
( ˆ(α + b)

0

3 + b̂3) = γ−1

(
αb

3
+

2

3

)(√
2− b2

√
3

) 2αb
3 + 1

3

Υb̂3
(α̂0

3 +
2

3
(b̂3)

−1 + b̂3).
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Ïîñëå óòîìèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

Υb1(α
0
1 + 2

3b1)

Υb̂2
(α̂0

2 + 2
3(b̂2)−1 − 1

3 b̂2 + b̂2)Υb̂3
(α̂0

3 + 1
3(b̂3)−1 + b̂3)

=

(√
1− 2b2

√
3

) 2α
3b + 1

3

×

× κ3(α + b−1, b)Υ
(3)
1 (α),

Υb1(α
0
1 + 1

3b1)

Υb̂2
(α̂0

2 + 1
3(b̂2)−1 − 2

3 b̂2 + b̂2)Υb̂3
(α̂0

3 + 2
3(b̂3)−1 + b̂3)

=

(√
2− b2

√
3b

) 2αb
3 + 1

3

×

× κ3(α + b, b)Υ
(3)
2 (α). (H.45)

I Âûâîä òîæäåñòâ äëÿ òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé.

I.1 Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî p

Èñïîëüçóÿ (2.123), ìû ïîëó÷àåì

CL(α0
1, α

0
2, α

0
3)

p∏
σ=2

CGMM((α̂1)
0
σ, (α̂2)

0
σ, (α̂3)

0
σ) = C(p)

(0,0),(0,0),(0,0)(α1, α2, α3)×

× κp(2α1)κp(2α2)κp(2α3)

κp(α1+2+3 −Q)κp(α1+2−3)κp(α2+3−1)κp(α1+3−2)
. (I.1)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ïîãëîùåíà â íîð-

ìèðîâêó ïðèìàðíûõ ïîëåé â òð¼õòî÷å÷íîé ôóíêöèè. ×òîáû äîêàçàòü ýòî,

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîíñòàíòà, ñîñòîÿùàÿ èç κp â (I.1) ôàêòîðèçóåòñÿ

â òðè îäèíàêîâûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò α1, α2 è α3 ïî îòäåëüíîñòè. Ìû

ïîëó÷àåì ôîðìóëó

κp(2α1)κp(2α2)κp(2α3)

κp(α1+2+3 −Q)κp(α1+2−3)κp(α2+3−1)κp(α1+3−2)
=

=
Υb(b)

∏p−1
σ=1 Υ

(
σQp

)∏p
σ=2 Υb̂(σ)(b̂

(σ))

Υb1(b1)

b

b1
×

×

(
(b1)

p−1
p (b1)2

p∏
σ=2

(b̂(σ))
(σ−1)(p−σ+1)

p (b̂(σ))−2−σ(p−σ)p (b̂(σ))2

) 2
pQ(Q−α1+2+3)

, (I.2)
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ãäå ñòåïåíü 2
pQ(Q− α) áûëà âûâåäåíà èç âûðàæåíèÿ

3∑
i=1

∆p(2αi)−∆p(α1+2+3 −Q)−∆p(α1+2−3)−

−∆p(α2+3−1)−∆p(α1+3−2) =
2

p
Q(Q− α1+2+3), (I.3)

ãäå

∆p(α) =
1

p
α(Q− α). (I.4)

Èç ôîðìóëû (I.2) ìû âèäèì, ÷òî êîýôôèöèåíò, ñîñòîÿùèé èç κp â (I.1) äåé-

ñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå f(α1)f(α2)f(α3) ñ

f(α) =

Υb(b)
∏p−1

σ=1 Υ
(
σQp

)∏p
σ=2 Υb̂(σ)(b̂

(σ))

Υb1(b1)

b

b1


1
3

×

×

(
(b1)

p−1
p (b1)2

p∏
σ=2

(b̂(σ))
(σ−1)(p−σ+1)

p (b̂(σ))−2−σ(p−σ)p (b̂(σ))2

) 2
pQ(Q3 −α)

. (I.5)

I.2 Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà òð¼õòî÷å÷íûõ ôóíêöèé â äðóãèõ

ñåêòîðàõ äëÿ p = 3

Óìíîæàÿ òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè Ëèóâèëëÿ è òð¼õòî÷å÷íûå ôóíêöèè îáîá-

ù¼ííûõ Ìèíèìàëüíûõ Ìîäåëåé, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

CLb1(α
(1)
1 , α

(1)
2 +

1

3
b1, α

(1)
3 +

1

3
b1)CGMMb̂2

(α̂
(2)
1 , α̂

(2)
2 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2, α̂

0
3 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2)× (I.6)

× CGMM
b̂3

(α̂
(3)
1 , α̂

(3)
2 +

1

6
(b̂3)

−1α̂
(3)
3 +

1

6
(b̂3)

−1) =

= C(3)
(0,0),(1,1),(1,1)(α1, α2, α3)×

(
b

b1

) Q
3b κ3(2α1)κ3(2α2 + b−1)κ3(2α3 + b−1)

κ3(α− b)κ3(α2+3−1 + b−1)κ3(α1+3−2)κ3(α1+2−3)
,

CLb1(α
(1)
1 , α

(1)
2 +

1

3
b1, α

(1)
3 +

1

6
b1)CGMMb̂2

(α̂
(2)
1 , α̂

(2)
2 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2, α̂

0
3 +

1

6
(b̂2)

−1 − 1

3
b̂2)× (I.7)

× CGMM
b̂3

(α̂
(3)
1 , α̂

(3)
2 +

1

6
(b̂3)

−1α̂
(3)
3 +

1

3
(b̂3)

−1) =

= C(3)
(0,0),(1,1),(2,2)(α1, α2, α3)

(
b

b1

)α2+3−1
3b

(
b̂3
b

)α2+3−1b

3

×

× κ3(2α1)κ3(2α2 + b−1)κ3(2α3 + b)

κ3(α−Q)κ3(α2+3−1)κ3(α1+3−2 + b)κ3(α1+2−3 + b−1)
,
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CLb1(α
(1)
1 +

1

3
b1, α

(1)
2 +

1

3
b1, α

(1)
3 +

1

3
b1)× (I.8)

× CGMM
b̂2

(α̂
(2)
1 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2, α̂

(2)
2 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2, α̂

0
3 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2)×

× CGMM
b̂3

(α̂
(3)
1 , α̂

(3)
2 +

1

6
(b̂3)

−1α̂
(3)
3 +

1

3
(b̂3)

−1) =

= C(3)
(1,1),(1,1),(1,1)(α1, α2, α3)

(
b

b1

) 2α
3b

+1
(
b̂3
b

)−αb
3
−1

×

× κ3(2α1 + b−1)κ3(2α2 + b−1)κ3(2α3 + b−1)

κ3(α−Q)κ3(α2+3−1 + b)κ3(α1+3−2 + b)κ3(α1+2−3 + b)
,

CLb1(α
(1)
1 +

1

3
b1, α

(1)
2 +

1

6
b1, α

(1)
3 +

1

6
b1)× (I.9)

× CGMM
b̂2

(α̂
(2)
1 +

1

3
(b̂2)

−1 − 1

6
b̂2, α̂

(2)
2 +

1

6
(b̂2)

−1 − 1

3
b̂2, α̂

0
3 +

1

6
(b̂2)

−1 − 1

3
b̂2)×

× CGMM
b̂3

(α̂
(3)
1 +

1

6
(b̂3)

−1, α̂
(3)
2 +

1

3
(b̂3)

−1α̂
(3)
3 +

1

3
(b̂3)

−1) =

= C(3)
(1,1),(2,2),(2,2)(α1, α2, α3)

(
b

b1

)Q−α2+3−1
3b

(
b̂3
b

)α2+3−1b

3

×

× κ3(2α1 + b−1)κ3(2α2 + b)κ3(2α3 + b)

κ3(α− b)κ3(α2+3−1)κ3(α1+3−2 + b)κ3(α1+2−3 + b)
.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ïðåäûäóùèõ òîæäåñòâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæèòåëè

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ìîãóò áûòü ðàñôàêòîðèçîâàíû â ïðîèçâåäåíèÿ

fi,j1(α1)fi,j2(α2)fi,j3(α3) áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì íà êîíôîðìíûå

ðàçìåðíîñòè

∆3(2α1) + ∆3(2α2 + b−1) + ∆3(2α3 + b−1)−

− (∆3(α1+2+3 − b)−∆3(α2+3−1 + b−1)−∆3(α1+3−2)−∆3(α1+2−3)) =
2

3
Q(b− α1+2+3),

∆3(2α1) + ∆3(2α2 + b−1) + ∆3(2α3 + b)−

− (∆3(α1+2+3 −Q)−∆3(α2+3−1)−∆3(α1+3−2 + b)−∆3(α1+2−3 + b−1)) =
2

3
Q(Q− 2α2 − 2α3),

∆3(2α1 + b−1) + ∆3(2α2 + b−1) + ∆3(2α3 + b−1)−

− (∆3(α1+2+3 −Q)−∆3(α2+3−1 + b)−∆3(α1+3−2 + b)−∆3(α1+2−3 + b)) =
2

3
(Q2 − 3b−1α1+2+3),

∆3(2α1 + b−1) + ∆3(2α2 + b) + ∆3(2α3 + b)−

− (∆3(α1+2+3 − b)−∆3(α2+3−1)−∆3(α1+3−2 + b)−∆3(α1+2−3 + b)) =

=
2

3b
((b2 − 2)α1 + b2(Q− 3α2 − 3α3)),
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Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âûøå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ëèíåé-

íûìè êîìáèíàöèÿìè α1, α2 è α3. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæèòåëè ñ

ïðàâîé ñòîðîíû (I.6), (I.7), (I.8) è (I.8) ôàêòîðèçóþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå âèäà

fi,j1(α1)fi,j2(α2)fi,j3(α3).
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