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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì âåðîÿòíîñòíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ðåøåíèþ íîâûõ çàäà÷, îòíî-

ñÿùèõñÿ ê ñâÿçè êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ â êâàíòîâîé

îïòèêå, òåîðèè ñïèíîâûõ ñèñòåì (êóáèòîâ è êóäèòîâ), òåîðèè êâàíòî-

âûõ êîððåëÿöèé (íåðàâåíñòâà Áåëëà), òåîðèè çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé

è ñîîòíîøåíèÿì íåîïðåäåëåííîñòåé.

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû

Àêòóàëüíîñòü çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îï-

ðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ îñíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè

â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûì ðàçâèòèåì êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé â êâàíòî-

âûõ êîììóíèêàöèÿõ, êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ è êâàíòîâîé êðèïòî-

ãðàôèè.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîíÿòèå "ñîñòîÿíèå ñèñòåìû"îïèñûâàåòñÿ

ëèáî âîëíîâîé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé [1] ëèáî ìàòðèöåé

ïëîòíîñòè äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé [2, 3]. Ýòè îïèñàíèÿ îòëè÷à-

þòñÿ îò èñïîëüçóåìîãî â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Â

ýòîé ñâÿçè ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè íàéòè òàêîå îïèñàíèå ñîñòî-

ÿíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êîòîðîå ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðîÿòíîñòíî-

ìó îïèñàíèþ êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Â ðàáîòàõ [4�8] áûëè ââåäåíû

ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ïîõîæèå íà êëàññè÷åñêèå âåðîÿò-

íîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íî èìè íå ÿâëÿþùèåñÿ. Îíè áûëè íàçâàíû

êâàçèðàñïðåäåëåíèÿìè.

Â ðàáîòå [9] áûëî ââåäåíî òîìîãðàôè÷åñêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè âìåñòî âîëíî-

âîé ôóíêöèè èëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå ïî-
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ëîæèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè îïðå-

äåëÿåòñÿ ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì, è âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãóò

áûòü íàéäåíû, åñëè îíî çàäàíî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê îíè íà-

õîäÿòñÿ, åñëè çàäàíà ìàòðèöà ïëîòíîñòè. Òàêîé ïîäõîä ê êâàíòîâûì

ñîñòîÿíèÿì áûë íàçâàí "âåðîÿòíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì êâàíòîâîé

ìåõàíèêè", è åìó ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [10]) êàê

â êâàíòîâîé îïòèêå [11], òàê è â òåîðèè ñïèíà [12�14]. Ðàçëè÷íûå àñ-

ïåêòû âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà îáñóæäàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ [15�18].

Ñîãëàñíî [19] ñóùåñòâóåò äåâÿòü ôîðìóëèðîâîê êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ìàòðè÷íóþ ìåõàíèêó, ôåéíìàíîâñêóþ

ôîðìóëèðîâêó ñ èíòåãðàëîì ïî ïóòÿì è äð. Âåðîÿòíîñòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè äîïîëíÿåò èçâåñòíûå ôîðìóëèðîâêè,

ÿâëÿþùèåñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïî ôèçè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ, íî ïîä-

÷åðêèâàþùèå ðàçíûå àñïåêòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè. Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè

ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êâàíòîâûå è êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû íà îäíîì

ÿçûêå � ÿçûêå òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé

è êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ îäíèì è òåì æå îáúåêòîì � òîìî-

ãðàììîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè,

÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü îäèíàêîâûì îáðàçîì èíôîðìàöèîííûå

õàðàêòåðèñòèêè êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, òàêèå êàê ýí-

òðîïèÿ Øåííîíà, âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè äëÿ ýíòðîïèè.

Ñâîéñòâà òîìîãðàìì â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé îáëàñòÿõ ðàç-

ëè÷àþòñÿ. Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ çàäàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, ýðìè-

òîâûìè îïåðàòîðàìè, äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè íàáëþäàåìûõ âåëè-

÷èí â êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

íåîïðåäåëåííîñòåé, à ñëåäîâàòåëüíî è òîìîãðàììû, çàäàþùèå êâàí-

òîâûå ñîñòîÿíèÿ, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì,
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ñëåäóþùèì èç ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé è íåîòðèöàòåëüíî-

ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî òîìîãðàììå îïåðàòîðà ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî

ñîñòîÿíèÿ.

Â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè íà äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè íàáëþäàå-

ìûõ âåëè÷èí íå íàëîæåíû òàêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ïîýòîìó òîìîãðàììû,

äîïóñòèìûå â êâàíòîâîé îáëàñòè (îïèñûâàþùèå ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿ-

íèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû), ìîãóò áûòü íåäîïóñòèìûìè â êëàññè÷åñêîé

îáëàñòè è íàîáîðîò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ

èññëåäîâàíèå ãèáðèäíûõ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ýâîëþ-

öèè, à òàêæå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè. Â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè [9] âñå êâàíòîâûå ïîñòóëàòû è óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíê-

öèè è ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè è óðàâíåíèÿ íà íèõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå

ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé òàêæå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

íåðàâåíñòâ íà òîìîãðàììû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû â ýêñïå-

ðèìåíòàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó îñíîâ-

íûõ ïîëîæåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòíî-

øåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé.

Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé çàäàþò ãðàíèöó êâàíòîâîñòè ôè-

çè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Ãðà-

íèöà êâàíòîâîñòè çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñîñòîÿíèÿ

(êîâàðèàöèé, ïàðàìåòðà íåãàóññîâîñòè, ïàðàìåòðà ÷èñòîòû). Çàâèñè-

ìîñòü ãðàíèöû êâàíòîâîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ â ñîîòíîøåíè-

ÿõ íåîïðåäåëåííîñòåé ìîæåò áûòü ôîðìàëüíûî îïèñàíà ââåäåíèåì

"ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà".

Êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê òàêîìó êâàíòîâîìó ÿâëåíèþ
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êàê òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöû ïîä ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì, ýôôåê-

òèâíîñòü ýòîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, òî-åñòü

ôîðìàëüíî òàêæå ìîæåò áûòü îïèñàíà "ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé

Ïëàíêà". Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü â òîìî-

ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿ-

íèÿ íå òîëüêî íà ãðàíèöó êâàíòîâîñòè, íî è íà ýôôåêòèâíîñòü êâàí-

òîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ.

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèö ñ îä-

íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ ôëóêòóèðóþùèìè êîîðäèíàòîé q è èìïóëü-

ñîì p îïèñûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòè f(q, p, t). Ïðîöåññ ýâîëþöèè ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ êèíåòè-

÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ïðîñòåéøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

Ëèóâèëëÿ áåç ñòîëêíîâèòåëüíîãî ÷ëåíà (ñì., íàïðèìåð, [20,21]). Ó÷åò

ñòîëêíîâåíèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà, êîòîðîå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ çàöåïëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïî-

ëó÷åííûõ Í.Í. Áîãîëþáîâûì è íàçûâàåìûõ öåïî÷êîé Áîãîëþáîâà.

Â êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñû-

âàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè. Äëÿ ÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî-

äû ìàòðèöà ïëîòíîñòè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñâÿçàíà ñ ïî-

ìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ ôóíêöèåé Âèãíåðà

W (q, p, t) [4], ÿâëÿþùåéñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t). Óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ

ôóíêöèè Âèãíåðà êâàíòîâîé ñèñòåìû (óðàâíåíèå Ìîéàëà [22]) äî

íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîõîæå íà óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ è ïåðåõîäèò â

íåãî â ïðåäåëå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. Îäíàêî

ôóíêöèÿ Âèãíåðà ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïî-

ýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, òàê êàê âåðîÿòíîñòü

ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé.
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Â ðàáîòå [9] â êâàíòîâîé ìåõàíèêå áûëî ââåäåíî íîâîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå, â êîòîðîì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà [23] ôóíêöèè

Âèãíåðà êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè, íàçûâàåìîé òîìîãðàììîé ñîñòîÿíèÿ èëè òîìîãðàôè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàáîòå [24] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíà-

ëîãè÷íàÿ òîìîãðàììà ìîæåò áûòü ââåäåíà è äëÿ êëàññè÷åñêîé ÷à-

ñòèöû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè f(q, p, t) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäî-

íà îáðàòèìî. Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè êëàññè÷åñêîé

÷àñòèöû íà ÿçûêå ôóíêöèè f(q, p, t) ýêâèâàëåíòíà èíôîðìàöèè, çà-

êëþ÷åííîé â òîìîãðàììå. Ýòî æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ

êâàíòîâîé ÷àñòèöû, äëÿ êîòîðîé èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè, çàêëþ-

÷åííàÿ â ôóíêöèè Âèãíåðà, ýêâèâàëåíòíà èíôîðìàöèè, çàêëþ÷åííîé

â òîìîãðàììå ñîñòîÿíèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, öåïî÷-

êà Áîãîëþáîâà) â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, è îáñóæäåíû

âîçìîæíîñòè òîìîãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàäîíà ê îïèñàíèþ öåïî÷êè Áîãîëþáîâà â êâàíòîâîé îáëàñòè. Ñóùå-

ñòâóþò è äðóãèå óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ

â òåîðèè ïîëÿ [25�31], êîòîðûå â ïåðñïåêòèâå ìîæíî ðàññìîòðåòü â

òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

Âàæíîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèÿ

ìåæäó ÷àñòèöàìè ñèñòåìû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèö

ñî ñïèíîì îïèñûâàåòñÿ ñïèíîðàìè. Â ðàáîòå [12, 32] áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî ñïèíîðû ìîæíî îòîáðàçèòü íà òîìîãðàôè÷åñêèå ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè. Ýòè îòîáðàæåíèÿ çàäàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, àíà-

ëîãè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàäîíà. Òàêèì îáðàçîì â êâàíòîâîé ìå-
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õàíèêå ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ, èñïîëüçóÿ âìåñòî

âîëíîâûõ ôóíêöèé (ñïèíîðîâ) èëè âìåñòî ìàòðèö ïëîòíîñòè òîìî-

ãðàììû. Â êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè àíàëîãîì ñïèíîâûõ ñîñòî-

ÿíèé ÿâëÿþòñÿ êóáèòû (ñïèí s = 1/2) è êóäèòû (ëþáûå áîëåå âûñî-

êèå çíà÷åíèÿ ñïèíà s). Âàæíîé çàäà÷åé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå

ñâîéñòâ ñîñòîÿíèé ñèñòåì èç íåñêîëüêèõ ñïèíîâ.

Ñîñòîÿíèÿ òàêèõ ñîñòàâíûõ ñèñòåì îòëè÷àþòñÿ ñòåïåíüþ êîððå-

ëÿöèè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè. Ñèëüíûìè, ÷èñòî êâàíòîâûìè êîððå-

ëÿöèÿìè îáëàäàþò òàê íàçûâàåìûå çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïðîáëå-

ìà îïðåäåëåíèÿ çàïóòàííîñòè ñîñòîÿíèé è ìåðû äëÿ õàðàêòåðèñòèêè

çàïóòàííîñòè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîëíëñòüþ íå ðåøåíà. Èìåþòñÿ

ëèøü ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àê-

òóàëüíûì ïðîáëåìàì âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè è ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâÿçè êâàíòîâûõ

è êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ â êâàíòîâîé îïòèêå, òåîðèè ñïèíîâûõ ñè-

ñòåì (êóáèòîâ è êóäèòîâ), ñâîéñòâ ñåïàðàáåëüíîñòè è çàïóòàííîñòè

äëÿ êóáèòîâ è êóòðèòîâ, òåîðèè êâàíòîâûõ êîððåëÿöèé (íåðàâåíñòâà

Áåëëà [33]), ñîîòíîøåíèÿì íåîïðåäåëåííîñòåé (â ðàìêàõ òîìîãðàôè-

÷åñêîãî ïîäõîäà).

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû � èññëåäîâàòü ñâîéñòâà êâàíòîâûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ

êâàíòîâûå êîððåëÿöèè, èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ãèáðèäíûõ êâàíòîâî-

êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëåíèå çàïóòàííîñòè, ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-

ëåííîñòåé è íåðàâåíñòâà íà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòî-

âûõ ñèñòåì (ýíòðîïèè) â ðàìêàõ íîâîãî òîìîãðàôè÷åñêîãî âåðîÿò-

íîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëü-

òàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàññìîòðåííûå â íåé ôîðìóëû, âûâî-

äû è ñâîéñòâà êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íîâûìè,

âûâåäåííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì êâàí-

òîâûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûì â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ

îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ âûÿñíÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå

àñïåêòû êâàíòîâîé òåîðèè, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ ðàçâèòèå êâàíòî-

âûõ òåõíîëîãèé.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èç îáîáùåííûõ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäå-

ëåííîñòåé ïîëó÷åíû íîâûå íåðàâåíñòâà äëÿ îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðè÷åì â ôîðìå óäîáíîé äëÿ ýêïåðèìåíòàëü-

íîé ïðîâåðêè. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíû ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåí-

íîñòåé, ñîäåðæàùèå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ,

â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, òî-åñòü â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè, è îáñóæäåíà âîçìîæíîñòü âëèÿíèÿ íà

ïðîíèöàåìîñòü ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ýôôåêòà äåêîãåðåíòíîñòè.

Ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé, ïðèìåíåííûé â

äèññåðòàöèè äëÿ àíàëèçà ïåðåïóòàííîñòè äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àïïàðàòà, èñïîëüçóåìîãî â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Èññëåäîâàííîå â äèññåðòàöèè îòîáðàæåíèå îïòè÷åñêîé òîìîãðàì-

ìû äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ íà àíàëîã ñïèíîâîé òîìîãðàììû äâóõ

êóáèòîâ è óòâåðæäåíèå, ÷òî íàðóøåíèå íåðàâåíñòâ Áåëëà äëÿ ïîëó-

÷åííîãî àíàëîãà ñïèíîâîé òîìîãðàììû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
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âèåì ïåðåïóòàííîñòè èçó÷àåìîãî äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ, ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî äëÿ ðàçâèòèÿ êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Âñå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè,

ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîñòàíîâêà áîëüøåé ÷àñòè çàäà÷

âûïîëíåíà íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò

ïðîâîäèëîñü ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

• Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, âêëþ÷àÿ ðåëÿòèâèñòñêîå,

ïîëó÷åíî â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

• Ââåäåí ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ èçó-

÷åíèÿ çàïóòàííîñòè ñîñòîÿíèé ñîñòàâíûõ ñèñòåì êóäèòîâ ñ ïî-

ìîùüþ íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà.

• Ïîñòðîåíèå êâàíòîâî-ïîäîáíîé ñõåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëíî-

âîé ôóíêöèè äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà. Ðàññìîòðåíèå â òîìîãðàôè÷åñêîì âåðîÿòíîñòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè êîìáèíèðîâàííîé ñèñòåìû ñ êëàññè÷åñêîé è êâàíòî-

âîé ïîäñèñòåìàìè.

• Ïîëó÷åíèå ôîðìóë äëÿ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé â òî-

ìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, óäîáíîì äëÿ ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé ïðîâåðêè, è ðàññìîòðåíèå èõ ñâÿçè ñ çàäà÷åé î ïðîíèöàå-

ìîñòè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.

• Íàõîæäåíèå êðèòåðèÿ ãàóññîâîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â ôîð-

ìå òîìîãðàôè÷åñêîãî êóìóëÿíòà. Ïîëó÷åíèå íîâûõ íåðàâåíñòâ

äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè êóòðèòà è äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíî-

ìîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé êâàíòîâûõ

ïåðåõîäîâ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè äîëîæåíû äèñ-

ñåðòàíòîì è îáñóæäåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• The 18th Central European Workshop on Quantum Optics (Ìàä-

ðèä, Èñïàíèÿ, 30/05� 3/06, 2011) [Phys. Scr., 147, 010101 (2012)]

http://iopscience.iop.org/1402-4896/2012/T147/010101/pdf/1402-4896_2012_T147_010101.pdf

• International Conference on Foundations of Probability and Physics,

FPP6 (Âàêøî, Øâåöèÿ, 13�16 èþíÿ 2011)

• International Workshop �Advances in Foundations of Quantum

Mechanics and Quantum Information with Atoms and Photons�

(Òóðèí, Èòàëèÿ, 20�26 ìàÿ 2012)

http:www.inrim.it/ brida/Quantum_2012/doc/poster/Chernega.pdf

• Âîñüìîé ñåìèíàð Ä.Í. Êëûøêî (Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàð-

ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Êîðïóñ íåëèíåé-

íîé îïòèêè èì. Ð.Â. Õîõëîâà, 20�22 ìàÿ 2013 ã.)

http://qopt.org/static/seminardnk/program_ru.pdf

• Àñïèðàíòñêèé ñåìèíàð Ôèçè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ï.Í. Ëåáå-

äåâà ÐÀÍ (Êîíôåðåíö-çàë ÔÈÀÍ, 21 ìàðòà 2013 ã.)

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ, çàêëþ÷å-

íèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 152 ñòðàíèöû.

Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 110 íàèìåíîâàíèé íà 10 ñòðàíèöàõ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ñôîðìóëèðîâàíû àêòóàëüíîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà-

÷èìîñòü ðàáîòû, à òàêæå åå öåëè è çàäà÷è. Ðåôåðàòèâíî èçëîæåíî

ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
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Â ïåðâîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà â êëàññè-

÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ââåäåí ôîðìàëèçì êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè (âîëíîâîé ôóíêöèè, ìàòðèöû ïëîòíîñòè). Ïðèâåäåí êðàò-

êèé îáçîð òîìîãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäî-

íà, à òàêæå îáñóæäåíû ñâîéñòâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ òîìîãðàìì. Ðàñ-

ñìîòðåíà ñâÿçü âîëíîâîé ôóíêöèè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòè êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ââåäåíû âîë-

íîâûå ôóíêöèè îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèèé êëàññè÷åñêî-

ãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ

âîëíîâîé ôóíêöèè êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, àíà-

ëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà. Îáñóæäåíû ãàóññîâñêèå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà äëÿ êëàññè÷åñêî-

ãî îñöèëëÿòîðà. Èññëåäîâàíî, êàêèå òîìîãðàììû îïèñûâàþò ôèçè-

÷åñêè äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé îáëàñòÿõ.

Ðàññìîòðåí ïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿòîð è îáñóæäå-

íû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà è èõ ñâîéñòâà. Ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð îòîáðàæåíèÿ Âåéëÿ�

Âèãíåðà�Ìîéàëà, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q,p) â "ìàòðèöó ïëîòíîñòè"

ρ(x, x′) â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Îá-

ñóæäåíû òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà, àíàëîãè÷íûå ôîêîâñêèì ñîñòîÿíèÿì, è ïðîïàãàòîð â òî-

ìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Íàïðèìåð, òîìîãðàììà w(X, µ, ν)

íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãàóññîâûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ïî êîîðäèíàòå è èìïóëüñó èìååò âèä

w(X, µ, ν) =
1√

π(µ2 + ν2)a
exp

(
− X2

(µ2 + ν2)a

)
,

ãäå a > 0 è äîïóñòèìî íàðóøåíèå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé,
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à êîîðäèíàòà X = µq + νp ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå

ïàðàìåòðû µ è ν.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êëàññè-

÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, öåïî÷êà Áî-

ãîëþáîâà) â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, è îáñóæäåíû âîçìîæ-

íîñòè òîìîãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäî-

íà, ê öåïî÷êå Áîãîëþáîâà â êâàíòîâîé îáëàñòè. Ïðè ïîìîùè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ïîëó÷åíî ðåëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ýâîëþ-

öèÿ ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì

óðàâíåíèåì
∂f(q, p, t)

∂t
+

p√
1 + p2

∂f(q, p, t)
∂q

= 0.

Â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

âèä

∂w(X, µ, ν, t)
∂t

−
[
1 +

(
∂

∂X

)−2 ( ∂

∂ν

)2
]−1/2

µ
∂w(X, µ, ν, t)

∂ν
= 0.

Â òðåòüåé ãëàâå îáñóæäåíû â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè

êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîñòîÿíèé, òà-

êèå êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, äèñïåðñèè è ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Îáñóæäåíû ýðìèòîâû ìàòðèöû, èõ ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðà è ñîáñòââåííûå çíà÷åíèÿ íà ïðèìåðå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû

ñî ñïèíîì 1/2. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí âûðàæåíû

÷åðåç ñîáñòâåíûå âåêòîðà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ìàò-

ðèöû. Íàïðèìåð, ïóñòü íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà çàäàåòñÿ ýðìèòîâîé

ìàòðèöåé A =

 A11 A12

A21 A22

 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

A11 = |u11|2A1 + |u12|2A2 è A22 = |u21|2A1 + |u22|2A2,
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ãäåA1 èA2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöûA, à

 u11

u21

 è

 u12

u22


� ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû A. Òàêèì îáðà-

çîì âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ A1 è A2 çàäàíû äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ A11

âåëè÷èíàìè |u11|2 è |u12|2, à äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ A22 âåëè÷èíà-

ìè |u21|2 è |u22|2. Ïîñòðîåííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàáëþäàåìîé

âåëè÷èíû. Àíàëèç, ïðîâåäåííûé äëÿ ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì

1/2, ðàñøèðåí íà ëþáóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó. Ïîêàçàíî, ÷òî âûñøèå

ìîìåíòû íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí äëÿ êóáèòà, êóäèòà è òàêèõ ñèñòåì,

êàê ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ ñòàíäàðòíûìè

ôîðìóëàìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

Â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëèðîâêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè âñå ñòàòèñòè-

÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ âçÿòè-

åì ñëåäà îò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû è ìàò-

ðèöû ïëîòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íà-

áëþäàåìûõ âåëè÷èí êàê â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè, òàê è â êâàíòîâîé

îáëàñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë

êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ è ñëîæå-

íèå ñïèíîâ â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îá-

ñóæäåíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òîìîãðàììû êóäèòà íà òîìîãðàììó

êóáèòà, íàçâàííîå êóáèòíûì ïîðòðåòîì, è ðàññìîòðåíî åãî èñïîëüçî-

âàíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóäèòà. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà êóáèòíî-

ãî ïîðòðåòà èññëåäîâàíû íåðàâåíñòâà Áåëëà è îáñóæäåíî èõ íàðóøå-

íèå èëè íåíàðóøåíèå â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ñîâìåñòíîé ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äâóõ ñïèíîâ (òîìîãðàììû). Ïðîáëå-

ìà èññëåäîâàíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóáèòà�êóòðèòà ñâåäåíà
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ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâ Áåëëà äëÿ

äâóõ êóáèòîâ, è â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíè-

êè ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè îòîáðàæåíèÿ êó-

äèòà íà êóáèò. Îáñóæäåíà òîìîãðàììà ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ è íåðà-

âåíñòâà Áåëëà â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè

è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà â êâàíòî-

âîé ìåõàíèêå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè 1/2 ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç àíàëèçà ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé, çàäàþùåé êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ýòèõ äâóõ ñïèíîâ. Ðàññìîòðåíû

ðàçëè÷íûå òèïû ñîâìåñòíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è

îáñóæäåíî, êàêèå èç íèõ íå ïðèâîäÿò ê íàðóøåíèþ íåðàâåíñòâà Áåë-

ëà, à êàêèå ïðèâîäÿò. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â âåðîÿòíîñòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè, ÷òî íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà Áåëëà ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé îïðåäåëåííûõ ðàçëè÷èé îáû÷íûõ

ñîâìåñòíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Êðîìå òîãî, â âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðîäåìîíñòðèðîâà-

íà ñâÿçü ìåæäó íàðóøåíèåì íåðàâåíñòâà Áåëëà è ÿâëåíèåì ïåðåïó-

òàííîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è ââåäåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñïèíîâ, ïðè ýòîì ðàññìîòðåíî ñëîæåíèå ñïèíîâ. Íà-

ïðèìåð, ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì j è ïðîåêöèåé íà îñü z ðàâ-

íîé m, ïîëó÷åííîå äëÿ äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè j1, j2 è èõ ïðîåêöèÿ-

ìè m′
1, m′

2 íà îñü z. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî çàäàåòñÿ òîìîãðàììîé

ñëåäóþùåãî âèäà:

wjm(m1, ~n1,m2, ~n2) =∣∣∣∣∣∣
j1∑

m′
1=−j1

j2∑
m′

2=−j2

(j1j2m
′
1m

′
2|jm)D(j1)

m′
1m1

(~n1)D
(j2)
m′

2m2
(~n2)

∣∣∣∣∣∣
2

,
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ãäå (j1m1j2m2|jm) � êîýôôèöèåíòû Êëåáøè�Æîðäàíà, D � ôóíê-

öèè Âèãíåðà, ÿâëÿþùèåñÿ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ

âîëíîâîé ôóíêöè ÷àñòèöû ñî ñïèíîì j ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû îò-

ñ÷åòà íà óãëû Ýéëåðà, m1, m2 � ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z, ~n1, ~n2

� åäèíè÷íûå âåêòîðû, çàäàþùèå òî÷êó íà ñôåðå. Îáñóæäåíû ñâîé-

ñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâûìè ñïèíîâûìè

ñîñòîÿíèÿìè. Îáñóæäåíû äâà êóáèòà, ââåäåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàò-

ðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîñòîÿíèåì äâóõ êóáèòîâ, ñòîõàñòè÷åñêèå ìàò-

ðèöû, îïðåäåëÿåìûå êàê ñåïàðàáåëüíûìè, òàê è ïåðåïóòàííûìè ñî-

ñòîÿíèÿìè äâóõ êóáèòîâ. Ðàññìîòðåí ïðèìåð ÷èñòîãî çàïóòàííîãî

ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ, ïðèâåäåíà òîìîãðàììà ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ïî-

êàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà íàðóøàåò íåðàâåíñòâî Áåëëà, è ëå-

âàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Áåëëà ïðèíèìàåò ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ

óãëîâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ðàññìîòðåíû äâà êîíêðåò-

íûõ ïðèìåðà ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé: êóáèò�êóòðèò è äâà êóòðè-

òà. Äàí ðåöåïò èññëåäîâàíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç

äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâûì øàãîì â äàííîì èññëåäîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-

íèå òîìîãðàììû ñîñòîÿíèÿ. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ òî-

ìîãðàììà. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

Áåëëà äëÿ ïîëó÷åííîé ðåäóöèðîâàííîé òîìîãðàììû. Åñëè íåðàâåí-

ñòâî Áåëëà íàðóøåíî, òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ çàïóòàííûì.

Â ïÿòîé ãëàâå îáñóæäåíû íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ òîìî-

ãðàìì, ââåäåí ñâÿçàííûé ñ òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ ôîòîíà òîìîãðàôè÷åñêèé êóìóëÿíò, è ñ åãî ïîìîùüþ èññëåäî-

âàíà íåãàóññîâîñòü ñîñòîÿíèÿ, à èìåííî ââåäåíà ôóíêöèÿ C(t, Θ)

C(t, Θ) = ln
∫

w(X, Θ) exp(tX)dX − t

∫
Xw(X, Θ)dX

− t2

2

[∫
X2w(X, Θ)dX −

(∫
Xw(X, Θ)dX

)2
]

,
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ãäå w(X, Θ) � îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàìììà. Äëÿ ãàóññîâûõ ôîòîííûõ

ñîñòîÿíèé ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Îòêëîíå-

íèå îò íóëÿ ââåäåííîé ôóíêöèè ïàðàìåòðà t è ôàçû ëîêàëüíîãî îñ-

öèëëÿòîðà Θ äàåò èíôîðìàöèþ î ñòåïåíè íåãàóññîâîñòè êâàíòîâîãî

ñîñòîÿíèÿ. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ äàííûõ. Ðàññìîòðåíû äðóãèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå çàïèñà-

íû â òåðìèíàõ âåêòîðà âåðîÿòíîñòè è ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ

ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ è êóäèòîâ, çàäàííûõ òîìîãðàôè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà, êîòî-

ðûå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ âåêòîðà âåðîÿòíîñòè, èñïîëüçîâàíû

äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ íà ñïèíîâóþ òîìîãðàôè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Âåêòîðà âåðîÿòíîñòè ìîãóò áûòü ïðå-

îáðàçîâàíû â äðóãèå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâ-

ëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòè îïèñûâàþòñÿ ìàòðèöàìè, ïîýòîìó â äàííîé ãëàâå îáñóæ-

äåí ñïåöèôè÷åñêèé íàáîð ìàòðèö, êîòîðûå èìåþò îäèí åäèíè÷íûé

ýëåìåíò â ñòîëáöå, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû â ñòîëáöå ó íèõ ðàâíû

íóëþ. Ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òîãî æå òè-

ïà. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòà-

òå òàêèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèôè÷åñêèì

íåðàâåíñòâàì íà ýíòðîïèè, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàííûìè âåêòîðà-

ìè âåðîÿòíîñòè. Êðîìå òîãî, â äàííîé ãëàâå îáñóæäåíû ýíòðîïèè

Øåííîíà, Ðåíüè è Öàëëèñà, ðàññìîòðåíà îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ.

Èçó÷åíû ýíòðîïèéíûå íåðàâåíñòâà äëÿ êâàíòîâûõ òîìîãðàìì ñîñòî-

ÿíèé ñïèíîâûõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, îáñóæäåíû íåêîòîðûå ýíòðîïèé-

íûå íåðàâåíñòâà, ïðîèëëþñòðèðîâàííûå íåðàâåíñòâàìè äëÿ íåîòðè-

öàòåëüíûõ ÷èñåë. Îáñóæäåíû ýíòðîïèéíûå íåðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå
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ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷èñëó ôîòîíîâ â ãàóññîâîì ñîñòîÿíèè.

Èç ïîëîæèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè äëÿ ôèçè÷åñêîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ïîëó÷åíî íîâîå íåðàâåíñòâî íà ïîëèíîìû Ýðìèòà äâóõ ïå-

ðåìåííûõ â îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñîîòíîøåíèÿì íåîïðåäåëåííîñòåé.

Â øåñòîé ãëàâå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé, çàâèñÿùèå îò

äâóõ ñîñòîÿíèé, çàïèñàíû íà ÿçûêå òîìîãðàìì, ïðè÷åì â ôîðìå

óäîáíîé äëÿ ýêïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Îïèñàííûé â ÷åòâåðòîé

ãëàâå ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé èñïîëüçîâàí

äëÿ àíàëèçà ïåðåïóòàííîñòè äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè øåñòîé ãëàâû ðàññìîòðåíû íîâûå ñîîòíîøåíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòè, çàâèñÿùèå îò íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé, ââåäåííûå

Òðèôîíîâûì. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé çàïèñàíû â òåð-

ìèíàõ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçìåðåíà â ñõå-

ìàõ ïî ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ ñîñòîÿíèÿ ôîòîíà. Ñîîòíîøå-

íèÿ íåîïðåäåëåííîñòè çàïèñàíû â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå, êàê â

ñëó÷àå ÷èñòûõ, òàê è â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ äâóõ ñî-

ñòîÿíèé ôîòîíà, çàäàííûõ îïòè÷åñêèìè òîìîãðàììàìè w1(X, Θ) è

w2(X, Θ), ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòåé â òåðìèíàõ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû

1
2

[∫
w1(X, Θ)X2 dX −

(∫
w1(X, Θ)X dX

)2
]

×
[∫

w2(X, Θ + π/2)X2 dX −
(∫

w2(X, Θ + π/2)X dX

)2
]

+
1
2

[∫
w2(X, Θ)X2 dX −

(∫
w2(X, Θ)X dX

)2
]

×
[∫

w1(X, Θ + π/2)X2 dX −
(∫

w1(X, Θ + π/2)X dX

)2
]
≥ 1

4
.
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Ïîêàçàíî, ÷òî çàâèñÿùèå îò ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòè äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî óãëà Θ.

Ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé ïðèìåíåí äëÿ

àíàëèçà ïåðåïóòàííîñòè äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ. Ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà ðàññïðîñòðàíåí íà ïîëó÷åíèå ïîðò-

ðåòà ìàòðèöû ïëîòíîñòè, è ýòèì ìåòîäîì äëÿ ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà

ïîëó÷åíî íîâîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå àíàëîãè÷íî óñëîâèþ ñóáàääè-

òèâíîñòè íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé,

íàïðèìåð, èç äâóõ êóáèòîâ. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå êóòðèòà ñ ìàòðè-

öåé ïëîòíîñòè

ρ =


ρ11 ρ12 ρ13

ρ21 ρ22 ρ23

ρ31 ρ32 ρ33

 , Trρ = 1, ρ† = ρ.

Âûâåäåíî íîâîå íåðàâåíñòâî

−Tr




ρ11 ρ12 ρ13

ρ21 ρ22 ρ23

ρ31 ρ32 ρ33

 ln


ρ11 ρ12 ρ13

ρ21 ρ22 ρ23

ρ31 ρ32 ρ33




≤ −Tr


 ρ11 + ρ22 ρ13

ρ31 ρ33

 ln

 ρ11 + ρ22 ρ13

ρ31 ρ33


−Tr


 ρ11 + ρ33 ρ12

ρ21 ρ22

 ln

 ρ11 + ρ33 ρ12

ρ21 ρ22

 ,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ýíòðîïèÿ Øåííîíà â ëþáîì ñîñòîÿíèè êóòðè-

òà ìåíüøå ñóììû ýíòðîïèé Øåííîíà â äâóõ ïîðòðåòàõ ñîñòîÿíèé

êóáèòîâ.

Âî âòîðîé ÷àñòè øåñòîé ãëàâû ðàññìîòðåíû ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòåé, ñîäåðæàùèå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû ñîñòî-
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ÿíèÿ, è îáñóæäåíà âîçìîæíîñòü âëèÿíèÿ íà ïðîçðà÷íîñòü ïîòåíöè-

àëüíîãî áàðüåðà ýôôåêòà äåêîãåðåíòíîñòè. Èññëåäîâàí ïðèìåð ñî-

ñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ïàðàìåòð ÷è-

ñòîòû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåí-

íîñòè êîîðäèíàòà�èìïóëüñ, ââåäåííîå Ãåéçåíáåðãîì çàäàåò ãðàíèöó

êâàíòîâîñòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

Ïëàíêà. Ãðàíèöà êâàíòîâîñòè ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïðè

ðîñòå êîððåëÿöèè ìåæäó êîîðäèíàòîé è èìïóëüñîì. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñ ðîñòîì êîâàðèàöèè îäíîâðåìåííî âîçðàñòàþò ôëóêòóàöèè êî-

îðäèíàòû è èìïóëüñà. Êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê òàêîìó

êâàíòîâîìó ÿâëåíèþ êàê òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöû. Â äàííîì ðàçäå-

ëå èññëåäîâàíî âëèÿíèå ýôôåêòîâ äåêîãåðåíòíîñòè íà çàâèñèìîñòü

ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû è îáñóæäåíà

âîçìîæíîñòü çàâèñèìîñòè ýôôåêòà òóííåëèðîâàíèÿ îò ýôôåêòèâíîé

ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ÷èñòîòû (èëè

òåìïåðàòóðû â ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ).

Â ñåäüìîé ãëàâå ââåäåíî ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ

ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ãèáðèä-

íîé ñèñòåìû (êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ ÷àñòèöû), êîòîðîå ñîãëàñóåò-

ñÿ ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè è ñ êèíåòè÷åñêèì

óðàâíåíèåì ôîí Íåéìàíà â êâàíòîâîé îáëàñòè. Ñëîæíîñòü ñîçäàíèÿ

åäèíîé ìåõàíèêè äëÿ êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé âîçíèêà-

åò èç-çà ðàçëè÷èÿ ÿçûêîâ, íà êîòîðîì îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ â êâàí-

òîâîé è êëàññè÷åñêîé îáëàñòÿõ. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà, çàäàþùàÿ êâàíòî-

âîå ñîñòîÿíèå, áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, íî îíà ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ. Â äàííîé ãëàâå ñîñòîÿíèå êàê êâàíòîâîé, òàê è êëàñ-

ñè÷åñêîé ÷àñòèöû çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè
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ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ââåäåíà ñîâìåñòíàÿ òîìîãðàôè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, çàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíîé êëàñ-

ñè÷åñêîé êîîðäèíàòû è ñëó÷àéíîé êâàíòîâîé êîîðäèíàòû, äëÿ îïèñà-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êâàíòîâîé è êëàñ-

ñè÷åñêîé ïîäñèñòåì. Ðàññìîòðåíû êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

íàéäåííûå ïðè ïîìîùè ñîâìåñòíîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (ñîâìåñòíîé îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû). Âûïèñàíû íåðà-

âåíñòâà, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òîìîãðàììû â ñëó÷àå, êî-

ãäà îíè çàäàþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äâóõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, â ñëó-

÷àå, êîãäà îíè îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ äâóõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö, è â

ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ ãèáðèäíîé êâàíòîâî�

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû. Îáñóæäåíà êîððåëÿöèÿ êâàíòîâûõ è êëàñ-

ñè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ãèáðèäíîé ñèñòåìå. Ïðåäëîæåíî ìîäåëüíîå

óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ òîìîãðàììû w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t) ãè-

áðèäíîé ñèñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà:{
∂

∂t
− ν1

∂

∂µ1
− ν2

∂

∂µ2
− 1

i

[
U1

{
q1 →

(
− ∂

∂µ1

(
∂

∂X1

)−1

+
i

2
ν1

∂

∂X1

)}
− c.c.

]
−
[
∂U2

∂q2

{
q2 → − ∂

∂µ2

(
∂

∂X2

)−1
}]

ν2
∂

∂X2

}
×w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t) = 0,

ãäå U1(q1) è U2(q2) ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé

÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, è ïðèâåäåíû ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå

íà çàùèòó.

Ïî èòîãàì ðàáîòû äîñòèãíóòû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîñòðîåíî òîìîãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîñòîÿíèé êëàññè-

÷åñêîé ÷àñòèöû ñ ôëóêòóàöèÿìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà.
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2. Ïîëó÷åíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðàôè÷å-

ñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö è âûïîëíåíà ïðîöåäóðà

ðåäóêöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïîñòðîåíèþ öåïî÷êè

Áîãîëþáîâà. Ðàññìîòðåí ïðîñòåéøèé ïðèìåð ðåëÿòèâèñòñêîãî

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â òîìîãðàôè-

÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

3. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè è çàïóòàííîñòè êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé ÷àñòèö ñî ñïèíîì è èõ êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òîìîãðàìì ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé.

4. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

îïðåäåëèòü äëÿ äâóõ êóòðèòîâ, ÿâëÿåòñÿ ëè èõ ñîñòîÿíèå çàïó-

òàííûì.

5. Çàïèñàíû çàâèñÿùèå îò ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòåé äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé ôîòîíà â ôîðìå íåðàâåíñòâ, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî.

6. Ïîëó÷åíî íåñêîëüêî íîâûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ýíòðîïèè ñîñòîÿ-

íèé, çàäàííûõ ñïèíîâûìè òîìîãðàììàìè, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå

äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû è â ñëó÷àå îëíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì.

7. Ââåäåí òîìîãðàôè÷åñêèé êóìóëÿíò, ÿâëÿþùèéñÿ õàðàêòåðèñòè-

êîé ñòåïåíè íåãàóññîâîñòè ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü èç-

ìåðåí â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ ôîòî-

íîâ.

8. Ïîëó÷åíû íîâûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà äâóõ ïå-

ðåìåííûõ.

9. Ïðåäëîæåíî îïèñûâàòü ñîñòîÿíèå ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿ-

ùåé èç êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ïîäñèñòåì ñîâìåñòíîé òîìî-

ãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, èçó÷åíû

ñâîéñòâà òàêèõ òîìîãðàìì. Ïðåäëîæåíî ìîäåëüíîå óðàâíåíèå

ýâîëþöèè äëÿ òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé ãèáðèäíîé ñèñòåìû.
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